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Cette nouvelle OES rente erme es tants changemen acs 


1 


Sites une ee et smi de la formule d’Aimpars et de Stokes 
‘diferente de celle que donnait lédition précédente ; cette nouvelle 
zs a gerne repose sur la Ont: oeaeke et oe Stokes Poy 


or 


Mais. ies cee ticks les Spike importants sont deux 


additions. 
Tout d’abord, dans la partie du Wolante consacrée aux mouye- _ 
~ ments Vun fluide paralléles a un plan fixe, nous avons présenté — 
= ¥ un exposé des beaux trayaux de M. Viilat, professeur a lUniver-_ F 


— sité de Strasbourg, sur le mouvement d’un liquide en présence 


Wun obstacle fixe, Comme on le sait, la solution de ce prehlee a 
se rattache étroitement a la théorie des fonctions d’une variable | 
~- complexe et a Vemploi de la représentation contorme. oS 
Une des difficultés; que M. Villat a heureusement résolue dans 
un grand nombre de cas, est de déterminer les lignes de disconti- 
nuité partant de Vobstacle solide et délimitant a Varriére de 
celui-ci une sorte de région de fluide mort. 
~M. Villata bien voulu rédiger lui-méme la fin du Chapitre XXXVI 
qui ‘donne J’essentiel de sa méthode et de ses résultats. 
Le Chapitre XXXVII est consacré aux fluides baroctines. 
On doit a M. Bjerknes des résultats trés importants, au point 
de vue mathématique, comme au point de vue physique et météo- 
Nae L’exposé de ces résultats, que le savant géométre de 
Bergen a bien voulu rédiger pour ce Traité, fait Pobjet fondamental 
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de ce Ghapitre. Tout le paragraphe I constitue la yedsenoel on 
M. Bjerknes. Dans le paragraphe I, nous avons rappelé des 
généralisations diverses de la Théorie des tourbillons, dont la 
ae sous une autre forme, rentrent dans les twavaux de 
M. Byjerknes. : 
On peut appeler barotroves les fluides ot la densité est déter- _ 
‘minée uniquement par. la “pression, en vertu d’une équation carac- : 


‘Aéristique f(p, P= 0, dans laquelle entrent exclusivement —- 


= —— 


- 
variables p et p. Dans ces fluides, il y a toujours coincidence 


entre les surfaces dégale pression et celles d’égale densité. Mais, 

 dés que d’autres variables indépendantes entrent dans cette 

relation, les surfaces des deux systémes sont inclinées les unes — 
vers les autres. Le fluide devient ce que M. Bjerknes appelle 
—barocline. 

En dehors du cas ot l’équation caractéristique n’est pas mter- 
‘venue dans nos déductions, nous nous sommes exclusivement 
 oceupés, dans les Chapitres qui précédent le Chapitre XXXVI 
de la théorie des fluides barotropes. Mais, dans l’équation caracté- 
risque de tout fluide naturel, il entre, outre les deux variables p 
et eo, au moins une troisiéme, la température. D’autres encore 
peuvent intervenir, par exemple la concentration saline des eaux 
de VOcéan ou Vhumidité de lair atmosphérique, qui varient en 

général dun point a l’autre. . 
Comme les grands mouvements atmosphériques et océaniques 
ont leur origine exclusive dans les différences de densité dues aux — 
variables, température, humidité ou concentration saline, on yoil 
qu tl est impossible d’étudier complétement ces mouyements sans 
aborder la théorie des fluides baroclines, 7 is 
Cette généralisation est donc dune importance capitale pour les — 
applications pratiques de VHydrodynamique. Mais son intérét 
théorique West pas moindre, car elle permet de discuter au fond 
les analogies remarquables qui existent entre le champ de mou- 
vement hydrodynamique et le champ de force électrique ou 
magnétique. | 


Pour ne pas allonger le Volume, par l’addition de ces nouvelles 
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rédaetions, nous avons da supprimer la Note si intéressante que 
MM. Eugéne et Francois Cosserat avaient bien voulu rédiger, 
pour l’édition précédente, sur l Action Huclidienne. 

Mon intention primitive était d’exposer également, a propos de 
la théorie de Pélasticité, les belles méthodes introduites dans la 
Seience et dans I’Knseignement par M. Bertrand de Fontviolant, 
professeur a ’Ecole Centrale; ces méthodes raménent a un prin- 
cipe unique et a une fagon uniforme d’opérer, les procédés épars 

autrefois usités dans la théorie de la Résistance des matériaux. Je 
comptais réimprimer, dans un Chapitre spécial, avec quelques 
additions de Pauteur, Popuscule intitulé Les méthodes modernes 
de la Résistance des matériaux, par Brrrrann ve Fonrvionanr 
(Gauthier-Villars, 1919); mais le méme manque de place m’oblige 
a renvoyer l’exposé de cette théorie 4 un cinquiéme yolume, aprés 
le Volume IV consacré aux figures d’équilibre d’une masse liquide 
homogeéne, en rotation, soumise a attraction newtonienne de ses 
partcules. 

J’adresse, en terminant, mes remerciments a M. Véronnet quia 


bien voulu revoir la rédaction et les épreuves. 
Paut ApprLy. 


Paris, 15 juillet 1920. 
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CHAPITRE XXVIII. 


INTEGRALES DE VOLUMES, DE SURFACES 
ET DE LIGNES. 


Objet du Chapitre. — Nous établirons dans ce Chapitre quelques 
formules d’un usage constant en Mécanique et en Physique ma- 
thématique. 


I. — INTEGRALES DE VOLUMES ET DE SURFACES. 
FORMULE DE GREEN. FLUX. DIVERGENCE. 


533. Transformation d’une intégrale de volume en une intégrale 
de surface. Formule de Green. — Soit une région continue de 
Vespace en chaque point M(a, y, z) de laquelle sont définies trois 
fonctions F(z, y. 5), G(x, y, 2), H(x, y, 3) uniformes et conti- 
nues, ces fonctions admettant en outre des dérivées partielles du 
premier ordre. On peut représenter géométriquement ces trois 
fonctions en faisant correspondre, a chaque point M(2, 7, z) de 
la région, le vecteur MW ayant pour origine le point M, et pour 
projections les valeurs F, G, H des fonctions en ce point. 

A. — UI. I 
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La région considérée devient alors ce qu’on nomme un champ 
de vecteurs. Le vecteur W est déterminé d’une facon uniforme 
en chaque point du champ; il ne devient, en aucun point du champ, 
ni infini, ni discontinu; sa direction est bien déterminée en chaque 
point, excepté aux points ow il devient nul. 

Ceci posé, considérons, dans le champ, un volume V composé 
d’une ou de plusieurs parties, limité par ane surface S. Désignons 


Fig. 278. 


par d= un élément du volume V, par ds un élément de la surface S 

‘ = T 3 dete 
et para, 8, y les cosinus des angles que la normale MN a lélé- 
ment ds, dirigée vers l’extérieur du volume V, fait avec les axes 
' coordonnés (fig. 278 ). 


Nous allons démontrer la formule 


OF 0G dH 
(1) Stable + eto jae pee Bee ees 


la premiére intégrale s’étendant a tous les éléments du volume V 
et la seconde a tous les éléments de la surface S. . 
Pour cela, commengons par calculer l’intégrale 


ff fee 


que nous pourrons écrire, en remplacant dz par dx dy dz, 


FILE re: =f fea f Fa 


Intégrons d’abord par rapport a la variable x : cherchons entre 
guelles limites va s’étendre Uintégration par rapport a z. Soit, 
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dans le*plan ys (fig. 278), un élément dy ds; considérons le 
prisme qui aurait cet élément pour base et dont les génératrices 
seraient paralléles 4 Ox; il découpe sur la surface un élément do, 
en entrant dans le volume en M, : soient «,, 81, y1 Jes cosinus de 
lanormale M, N, acet élément, dirigée vers l’extérieur ; il découpe 
ensuite un élément ds, en sartant du volume en Mg : soient a, 
B2, ¥2 les cosinus de la normale M,N, a cet élément, dirigée vers 
Pextérieur; puis ilrentre en Ms, sort en M,,.... Puisque Je volume 
est supposé limité, le nombre des entrées et des sorties M,, Mo, 
M,, M,, ... est pair; tous Jes éléments ds,, doo,... ont méme 
projection dy dz sur le plan des yz. 

Soient F,, F., F3, F,, ... les valeurs de la fonction F aux 
points M,, Mo, M3, My, ...; ona 


F 
f yao = (iF HAE) + i 
Ox 


car l’intégrale indéfinie est F et il faut intégrer de M, 4 Mg. puis 
de M,aM,, .... L’intégrale triple devient donc 


[fay az (Pe— Fs) + (Fa) +d. 


Or la normale 4 ds,, dirigée vers !’extérieur du volume, fait un 
angle obtus avec Ox; son cosinus que nous avons désigné par a. 
est négatif; nous avons donc 


dy dz = — % doy, 


car.dy dz et do,, qui représentent des aires, sont essentiellement 
positifs. En ds,, la normale extérieure faitavec Ox un angle aigu, 
a, est positif, et l’on a 

dy dz = a, dsp; 
de méme 


Remplagons dans l’intégrale, ii vient 


Si fgeaf feito Bo...) 
dee 


= [of (rardarly panda, Ps + xedoaPs + a dey Py +..); 
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c’est-a-dire 
‘ SS geal fore 
y OF vs 


ja deuxiéme somme étant étendue a tous les éléments dso de la 
surface S. 

. Voici deux applications immédiates de cette formule. 

Faisons d’abord F = 1, nous aurons 


on fader 


résultat évident a priort, ear il exprime que la somme algébrique 
des projections de tous les éléments d’une surface fermée, sur un 
plan, est nulle. 

Faisons ensuite k = x, nous aurons 


tof aaa f [ands 


formule qui raméne le calcul d’un volume au calcul d’une inté- 
grale double. 
Revenons maintenant ala démonstration de la formule Cts 
Nous venons de voir que ona 


Miles en caf fave 


un calcul analogue donne 


SS Le eaf feo 
Jee 


Ajoulant membre a ne ee ces formules, on obtient la for- 


mule (1). 


534. Interprétation géométrique. Flux. Divergence. — Consi- 
dérons, dans le champ de vecteurs (fig. 278), un élément super- 
ticiel do situé au point M(x, y, z) et menons a cet élément la 
normale MN dans un sens déterminé; désignons par W,, la pro- 
Jection sur la normale MN du vecteur MW de projections F, G, 
Mf correspondant au point M. On appelle Aux élémentaire a 
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travers ds dans le sens MN /e produit 


W,, ds. 
Analytiquement, si a, 8, y sont les cosinus directeurs de MN, 
ona 
Wr =2F +664 7H, 
et le flux élémentaire est 


W,do=(2F + 06G+yH) de. 


Si Pon considére une portion finie S de surface ayant deux faces, 
le flux total a travers cette surface dans un sens délerminé est la 
somme des flux élémentaires 4 travers les divers éléments de la 
surface S; c’est donc l’intégrale 


| { W,, do 
wv e Ss 
ou 


eb [ aF +864 7H) ds, 
’s 


étendue a la surface S. 
En chaque point M du champ, la quantité 
* 


4 


oF  oG oH 
aids soe 
a une valeur bien déterminée qu’on appelle la divergence du 
vecteur W en ce point. Cette quantité a une signification géomé- 
trique indépendante du choix des axes, comme nous le verrons 
plus loin. Ceci posé, !’équation (1), relative au volume V situé 
dans le champ, peut s’écrire 


Lf [ean ff weds: 


elle exprime le flux total & travers la surface fermée S, de linté- 
rieur vers l’extérieur, en fonction des valeurs de la divergence aux 
divers points du volume limité par S. 

En particulier, sil’on applique Ja formule ci-dessus a un volume 
infiniment petit dz entourant un point M(z, y, =) et limité par 
une surface s, la premiére intégrale se réduit 4 un seul élément, et 


Yona 
E dt =f [We ds, 
£ 
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formule qui montre que la divergence E a, au point M, une 
valeur indépendante du choix des axes; cette valeur est égale au 
flux a travers une surface fermée infiniment petite, entourant M, 
divisé par le volume que limite cette surface. 


535. Cas particulier ou F dx + Gdy + H dz admet un facteur inté- 
grant. — Supposons maintenant qu'il existe un facteur fonction 
de x, y, z tel que le produit de F dx + Gdy + Hdz parce fac- 
teur soit Ja différentielle totale d’une fonction o(z, y, 2). En 


désignant ce facteur par , on gura 


IT 
v(x, y, 4) 
g (Fade + Gdy + Hdz)= de, 

Fdx+iGdy+Hdz=vde, 


09 ag 09 
=—wWJ—f oj —py) = —_-s 
(W) F=y7, G Ve H oe 


On dit, dans certains Ouvrages (1), que le vecteur W de pro- 
jections F, G, H est alors doublement scalaire, tandis que, dans 
le cas général, il est ¢riplement scalaire. Cela tient & ce qu’on 
nomme fonction scalaire une fonction des coordonnées x, y, 3 
ayant une valeuren chaque point du champ considéré. Dans le cas 
général, pour définir le vecteur W en chaque point du champ, il 
faut connaitre les trois fonctions scataires F, G, H, tandis que 
dans le cas actuel il suffit de connaitre les deux fonctions sca- 
laires 9 et. 

Si on pose, pour abréger, 


on a actuellement, pour la divergence du vecteur W, 


oF 
ee OH yng, OY OF , OY Og Ab dg 


oy 02 0202 OyeOy V0z Os” 


(') Voyez, par exemple : V. Buyerxnes, Zur Theorie gewisser Vektorgrossen 
(Videnskabsselskabets Skrifter. I. Math.-naturv. Klasse. 1898. No. 4; Chris- 
tiania.) 
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et la formule (1) devient 


ova on ow do 
pagar ff [(SX. oy Op w 
of set bene Jy dx da * dy dy * 020% e 
(ke) 0g oO 
—a Yl a — — +y—) dt 
J Lead 1S) ae. 
Le pear membre est le flux a travers la surface S. Le facteur 


ee 
y Ox 


(2) 


0 Meee . , 
+0 +7 est appelé dérivée de © suivant !a normale exté- 
0% 4 


ES Ace ; do 4 ; ; 
rieure a S et désigné par =, Pour justifier cette expression, menons 


la normale extérieure MN en un point Mde 5 (fig. 278) et prenons 
sur cette normale un point M’ infiniment voisin de M a une distance 
MM’ = dn. Les coordonnées de M étant x, y, z, celles de M’ sont 
x--adn, y+ Bdn, z-+ydn. Quand on passe de M a M’, les 
coordonnées croissent donc des quantités infiniment petites 


dz =« dn, dy =8dn, dz= dn; 


d’autre part, la fonction o croit de 


La formule peut alors s’écrire 


Jf [vse 
(3) oy do ay og , of 2) a caf fs & ae, 
IN oe oy oy 0z 02 dn 


il est évident que, si l’on prenait de méme la dérivée de o suivant 
la normale intérieure, cette dérivée serait égale et de signe con- 
traire 4 la dérivée suivant la normale extérieure. 


Autre forme de la formule. — Dans la formule précédente, 
permutons 9 et U; puis retranchons la nouvelle formule ainsi 


8 EQUILIBRE ET MOUVEMENT DES MILIEUX CONTINUS. 


obtenue de (3), il vient 


(3ibi8) [Sf fors-mpaes fi (¥ a els 


336. Remarque. — Nous avons déduit la formule (2) de la 
formule (1); on peut inversement déduire la formule (1) de (2). 
En effet, faisons dans la formule (2) 


nous avons Ay =o et 


ff fBe-f fore 


On retrouverait de méme les deux autres formules du n° 333, en 
faisant successivement dans (2) 


L=G et og, ou 4—=H et 2%. 


337. Cas ot F dx + Gdy +H dz est une différentielle exacte. — 
Supposons 
Fdx + Gdy +Hdz= do(z,y, 2), 


__ 90 _ 99 __ 09° 
(W) P= Caos H=-. 


Le vecteur W dérive alors de Ja seule fonction o(a, y, 5): on 
peut lappeler un vecteur simplement scalaire. Ce cas a été 
examiné en détail dans le premier Volume, 4 propos des forces 
dérivant d’une fonction de forces (Chap. 1V). La divergence du 
vecteur W est dans ce cas 


et la formule générale (1) devient 


(4) JS fram f ff. 


comme on le voit en faisant, dans les formules (2) et (3), b= 1. 
1 . ‘ 
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i. — INTEGRALES DE SURFACES ET DE LIGNES. THEOREME 
' D’AMPERE ET DE STOKES. TOURBILLON. 


538. Enoncé du théoréme. — La formule générale que nous 
allons indiquer a été donnée par Stokes : i avait déja été em- 
ployée par Ampére en Electromagnétisme dans un cas patticulier. 

Considérons un champ de vecteurs dans lequel, a chaque point 
MY (2, ¥. 3), on fait correspondre un vecteur MK ayant pour pro- 
jections P, Q, R, ces trois quantités étant des fonctions uniformes 
et continues de x, y, s dans tout le champ, admettant des dérivées 
premieres continues. 

Imaginons, dans le champ, une portion de surface S, non 
fermée, ayant deux faces et limitée par un contour L (fig. 279). 


Choisissons arbitrairement une des deux faces de S et menons la 
normale MN a S du cété choisi; concevons ensuite un mobile A 
parcourant le contour L dans un sens tel que, si l’on méne les nor- 
males a la surface voisines du contour, le mobile, en passant pres 
de ces normales, tourne autour d’elles dans le sens positif (de 
gauche a droite pour an observateur debout surla surface du cété 
choisi) : ce sens de circulation est indiqué par une fléche sur la 
figure. 

Cela posé, appelons do un élément superficiel de S; a, 8, y les 
cosinus directeurs de lanormale MN a cet élément; ona 


| f Pde +Qdy+Rds 


-f fe(@-9)-(E-2) (8-8) 


ou lintégrale de gauche est prise tout le long du contour L dans 


(9) 
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le sens indiqué et ow celle de droite est étendue a l’aire de Ja sur- 
face S. Dans cette formule, les axes Ox, Oy, O2 sont supposés 
orientés comme dans tout le cours de l’Ouvrage. 


Supposons d’abord 


539. Démonstration d’un cas particulier. 
la portion de surface considérée S plane et située dans le plan zOy 
(fig. 280). Le point M a alors pour coordonnées (z, y, 0), la fonc- 
tion R ne joue plus aucun réle; les deux fonctions P et Q sont des 
fonctions de xz et y, continues a l’intérieur de l’aire plane S et 
sur le contour L qui entoure’ cette aire, admettant des dérivées 
partielles premiéres continues. Le sens positif choisi sur la nor- 
male MN étant celui de Oz, onaa=6=o0, y=r1. La formule a 
démontrer devient 


(6) ue “Pdz+Qdy=f f (2 wy) ae ey, 


Vélément d’aire ds étant calculé en coordonnées cartésiennes. Le 

signe -++ qui surmonte la premiére intégrale indique qu'elle 

est prise dans le sens positif le long du contour L; ce sens positif 

est celui de la trigonométrie. Nous avons fait en 280-I la figure 

dans l’espace et, en 280-II, la figure plane dans le plan x Oy. 
Nous allons partir de l’intégrale double 


. Q 
es [eee 


étendue a l’aire S, et intégrer d’abord par rapport a x. Soient 
OE=y, OF’ =y+dy, dy>o. La paralléle EF 4 Ox, menée 
par E, pénéire dans S par le point M,, d’abscisse z, et en sort par 
le point M, d’abscisse x,. La tranche d’intégrale double com- 
prise entre EF et E’ F’ est 


Try 
T = dy [ 22 ade = (0; =; ay, 
“Si 
Q, et Q» désignant les valeurs de Q en M, et Mg. On a ensuite 


I = fT =f (= Q,) dy, 


a et 6 désignant les ordonnées OA et OB des tangentes AA! et BB’ 
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menées au contour parallélement a Oz. On peut écrire 


b a 
i= f Qdy+ Qi dy 
a b 


en intervertissant les limites et changeant le signe de la deuxiéme 


Fig. 280. 


x 


intégrale. Dans ces conditions, dans [ Q, dy, Je point Mz par- 
a 


court l’arc A’M,B’, et dans [ Q, dy le point M, parcourt 
5 


Parc B’ M, A’. On peut donc écrire 


+ 
b= Qdy, 
L 


Pintégrale étant prise sur le contour L dans le sens posiuf. 


On a ainsi 


(7) f [Reva few 
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On démontre de méme, en intégrant d’abord par rapporta y, 


oP Gi 
=f BP ENG rp (a ef’ Pdz; 
(7) Nila Ly Ep 


d’oti, en ajoutant membre a membre, la formule (6). 


~Remarque I. — Nous avons supposé, dans la démonstration, 
qu’une parallélea Ox telle que EF rencontre L seulement en deux 
points : mais la formule est générale. Supposons, par exemple, 
que le contour ait la forme 280-III, de telle fagon que certaines 
paralléles 4 Ow le rencontrent en quatre points et d'autres en 
deux. On peut, par une transversale telleque JK, découper!aireS 
en deux parties S, et S, telles que le contour de chacune soit coupé 
en deux points par une paralléle a O.r. On a alors, en appliquant 
la formule (6) & chacune des aires S, et Sz: 


dQ oP 
(hk mo) ax dy = Pdr+Qdy+ [ Pde +Qdy, 
s,\Or Ox KMS 


VIK 


SG Eleu= Pdz+Qdy + { Pdr+Qdy, 
Se \\ 


Ox ; INK J/KI 


Les deux intégrales [ ef , qui portent sur le méme élément 
2K KI 


différentiel et qui sont prises suivant la /transversale JK en sens 
opposés, sont opposées : en ajoutant membre a membre les deux 
formules précédentes, ces: deux intégrales se détruisent et l’on 
obtient la formule (6) appliquée au nouveau contour L. 


Remarque IT. -— La formule (6) peut aussi étre déduite de la 
formule de Green. En effet, considérons le contour simple L dans le 
plan zOy (fig. 281) et construisons le cylindre droit de hauteur 
infiniment petite ¢ et de base S. Puis appliquons la formule de 
Green (1) au volume V de ce cylindre et aux fonctions 


F=Q(x,y), G=— P(2,y), H=o0 


dans et sur ce cylindre. Ona 


Pf ((B-B)e=f flow tne 


x désignant ici la surface totale du cylindre, do un élément de cette 
surface, 4, 3, y les cosinus directeurs de la normale extérieure. 
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Mais actuellement, en appelant dx dy un élément de la base S 
du plan x Oy, ona 
dt =edr dy; 


Vintégrale triple du premier membre contient donc ¢ en facteur et 


sécrit 
oP 
of if (3-5) gdp ne 2. 


Quant a Pintégrale double du second membre, elle se décom- 
pose en une somme de trois intégrales étendues respectivement a 


Fig. 281. 


la base inférieure S, a la base supérieure S’ et a la surface latérale A 


, 


du cylindre : 


J fea—seyacs f [(2Q—8P)do+ ff (aQ—$P) as 


Les deux premiéres sont nulles, car, sur les bases Set S/, les 
normales étant paralléles A Oz, «et 8 sont nuls. Sur la surface 
latérale A, un élément superficiel ds est déterminé par un élément 
d’are ds du contour L pris au point M et les deux génératrices 
infiniment petites ¢ partant des extrémités de ds : dot do = eds. 
Si lon méne la normale extérieure MN aucylindre et latangenteMT 
en M dans le sens positif de L, les cosinus directeurs de MN étant 


a et 8, ceuxde MT sont —8 et +, eLlona 


Neon ge ef (— BP +aQ)ds= 


car — pds = dz, ise = dy. Remplagant dans la formule (G) le 


o 


+ 
of: P dx + Qdy, 
u 
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premier et le second membre par les valeurs ainsi trouvées, et 
supprimant le facteur commun ¢, on obtient la formule (7), cas 
particulier de la formule d’Ampére et de Stokes. 


540. Démonstration générale de la formule d’Ampére et de Stokes. 
— Dans la formule générale (5) qwils’agit de démontrer, les fonc- 
tions P, Q, R sont quelconques, sous les seules conditions de 
continuité indiquées ; supposons alors 


Q=o0 et Re=105 


il s’agit de démontrer, pour une surface S de l’espace limitée par 
un contour L (fig. 282), laformule 


(8) f rae=f f(e2-1Z) ae 


P étant une fonction donnée dex, y, z. 


Fig. 282. 
N 


Nous ferons d’abord deux hypothéses particuliéres qui dispa- 
raitront ensuite. 

Supposons : 1° que Ja portion de surface S soit rencontrée en un 
seul point M par une paralléle MM, 4 Oz; 2° que, en tous les points 
de 5, le cosinus appelé y ait un signe constant, ++ par exemple. 

Si nous projetons Paire S sur le plan des zy en S,, a chaque 
point M de S correspondra sa projection M, intérieure a Sy; eta 
chaque point M de L sa projection M, du contour L, de S,. Les 


CHAPITRE XXVIII. — INTEGRALES DE VOLUMES. 15 


deux points M et M, ont méme z et méme y, mais la cote du 
point M, est nulle, et celle du point M est donnée par l’équation 
(9) s=f(«r,y) 

de la surface S. La fonction P(z, y, 5) a une certaine valeur 
P en M; convenons d’appeler P, ce que devient cette fonction P, 
quand on y remplace z par sa valeur f(a, y). Alors P, est une 


fonction de x et y. seuls, dont Ja valeur en M, égale Ja valeur de P 
en M. 


On aensuite 
dP, oP oP 
Oy dy oe? 


\ 


q désignant, comme il est d’usage, la dérivée partielle tirée de 
Péquation (g) de la surface S. 

La formule précédente relative au plan (7’) s’appliquera a la 
fonction P, dans l’aire plane S, limitée par L,, et l’on aura 


+ 
—f [Fava =f Pees 
8, 2% i 


Mais Vélément ds de S,a pour projection horizontale 
che dy = y de, 


puisque y est positif; quand M, parcourt L, dans le sens positif, 
M parcourt L dans Je sens positif ; ona 


gal al A 
dy oy da f° 


Ope ORs a 
fut —-++ — Ey do a P da. 
(ke 0% q) ; L 


D’aprés les formules élémentaires qui donnent les cosinus 


Pap 


done 


directeurs de la normale 4 une surface, on a 


Pet eet aa 
P 4 1 
Done I= Bet la formule devient enfin 


oP = apes 
ay — |\ds= P dz, 
(9) Sf ae t Oy b 


ce qut est la formule (8) a démontrer. 
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Remarque. — Nous avons supposé y > 0 sur S; si l’on avait 
y<o, il faudrait prendre 
dz dy = — yds) 


mais le sens positif sur L donnerait en projection Je sens négatif 
sue Ly. Il y aurait un double changement de signe et la formule 
subsisterait. 

ll est facile maintenant de faire disparaitre les deux hypothéses 
restrictives que nous avons faites : quelle que soit Ja surface S, 
on peut la diviser, par des courbes auxiliaires, en parties telles que, 
sur chacune d’elles, les deux hypotheses soient vérifiées. 

Supposons, pour fixer les idées, qu'il faille diviser [a surface 5 


Fig. 283. 


en quatre parties S,, S2, Ss, 5S, par les courbes ABD, CBE. La 


formule s ‘applique a a chacune des parties; ona 


fu tte-f £08 of) 

fare f L088) 
2) 
iy) 


oP 
Pd. f. 
res 7, ats 


DBED 


Ajoutant ces formules membre a membre et remarquant que, 
dans la somme des premiers membres, les intégrales telles que 


f Pdz ery Pdzx prises en sens contraires sur la méme courbe 
AB J 4 


ont une somme nulle, on obtient la formule (8) a démontrer. 
En faisant une permutation circulaire, on démontre de méme 
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les deux formules - 


Ajoutons ces formules ala formule (8), nous aurons la furmule 
de Stokes dans sa généralité : 


JP dws Qdy + Ras) 
“f.L[s(8-8)-1(2-8) (2-2) 


541. Interprétation géométrique de la formule de Stokes. — 

Nous avons appelé K le vecteur appliqué au point M(z, y, z) et 
ayant pour projections les valeurs des fonctions P, Q, R en ce 
point. Considérons, dans le champ de vecteurs, un contour fermé L 
et menons, en chaque point A.de ce contour, Ja tangente Aé dans 
le sens de circulation choisi sur ce contour (fig. 279); soient dz, 
dy, dz les projections d’un déplacement infiniment petit AA’ = ds 
effectué sur le contour dans le sens de circulation choisi, la quan- 
tité Pda + Qdy +Rdz est égale 4 K;ds, K; désignant la pro- 
jection du vecteur K sur la tangente Aé. Cela résulte immédia- 
tement de ce que nous avons vu autrefois pour l’expression du 
travail élémentaire (Chap. IV). On a donc 


[Pda+Qdy+Rds= Keds, 
L i 


et la valeur commune de ces intégrales est Je travail total qu’ac- 
complirait une force fictive égale 4 K agissant sur un mobile qui 
parcourrait le contour L dans le sens choisi. 

D’autre part, faisons correspondre, a chaque point M du 
champ, un deuxiéme vecteur MW ayant pour projections sur les 


trois axes 


(W) | Wea 


‘oe th: a 
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Ce nouveau vecteur s’appelle le tourbillon ou la rotation ou 
le curl du premier K, L’intégrale double figurant dans Je deuxiéme 
membre de la formule de Stokes est alors 


aff (aWe+ BWy+ yW.)de=2 ff Wa ds, 
/ es s 


W,, désignant Ja projection de W sur la normale a ds. Cette inté- 
grale est donc le flux du tourbillon W a travers la surface S. 
La formule de Stokes, écrite sous la forme 


[Keds=2f [ Wade, 
JL s : 


peut alors s’énoncer ainsi : 


Le travail dun vecteur, agissant sur un point qui décrit un 
contour fermé, est égal au double du flux du tourbillon de ce 
vecteur a travers une surface continue limitée a ce contour. 


Cet énoncé montre que le vecteur tourbillon d’un veclteur donné 
a une signification géométrique indépendante du choix des axes. 
On peut remarquer que la divergence du vecteur tourbillon est 
nulle; en effet, d’apres les valeurs de Wz, W,, Wz, on a iden- 
liquement 


oW,  oW, OW; 
+ ao 
Ox oy 0z 
Il en résulte que le flux de tourbillon a travers une surface fermée, 
située dans le champ, est ru/. 


542. Cas particuliers. — Dans ce qui précéde, le vecteur K de 
projections P, Q, R est quelcongue . Voici deux cas particuliers 
importants : 


1° Pour que Pdx + Qdy +Rdz admette un facteur inté- 
grant, Ul faut et il suffit que le tourbillon du vecteur K soit, 
en chaque point, perpendiculatre a ce vecteur. 
A 


En effet, appelons ~ ce facteur intégrant; si lon a 


Y 

g (Pde + Qdy + Rds) = de, 

Jo ) 0 
sale pay oe ue cag 
Pvc Oatha haaee 
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on obtient pour Jes projections du tourbillon 


D’ot Pon déduit immédiatement 
(10) PWz-+ QWy+ RW,=0, 


ce qui démontre que le tourbillon est perpendiculaire au vecteur. 
Réciproquement, on démontre en Analyse que, si celle condi- 
tion de perpendicularité (10) est remplie identiquement, l’expres- 
sion Pdzx + Qdy + Rdz admet un facteur intégrant. 
En employant une facon de parler définie plus haut, on a ainsi 
la condition nécessaire et suffisante pour que le vecteur K soit 
doublement scalaire. — 


2° Pour que Pdx+Qdy+Rdsz soit une différenticlle 
totale exacte, tl faut et il suffit que le tourbillon soit iden- 
liquement nul. 


En effet, les conditions nécessaires et suffisantes pour qu ‘il en 
soit ainsi sont précisément 


oR dQ ORs OR a OOP. 
Oy Oz , aa ole eee oz oy 
543. Invariants. — Dans ce qui précéde, nous ayons été conduits a 


déduire d'un champ de vecteurs, soit des fonctions de point, soit d’autres 

vecteurs qui ont des significations indépendantes du choix des axes et qui 

sont, par suite, des invariants pour un changement d’axes quelconque. 
Ainsi, pour un vecteur K de projections P, Q, R, la divergence 


oP 0Q OR 
py Pte pea ared 


est une fonction de point indépendante du choix des axes, le tourbillon 
est un deuxiéme vecteur indépendant du choix des axes, le tourbillon du 
tourbillon en serait un autre, etc. 

M. Henrich Burckhardt a résolu le probleme général de determiner 
ainsi toutes les fonctions d’un ou de plusieurs vecteurs qui sont des fonc- 
tions de points ou qui peuvent servir a définir de nouveaux vecteurs 
“(Nachrichten der Kéniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Gottingen; 1893). 

! 
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344. Premiére application. -- Soient A et B deux points quel- 
conques du champ de vecteurs ( fig. 284) : joignons-les par une 
courbe C et considérons lintégrale 


fed Pd + Qdy +Rdz= [ K; ds, 
ACB “ACB 


prise de A en B le long de cette courbe. Cherchons ce que doivent 
étre les fonctions P, Q, R de x, y, 3 pour que la valeur de cette 
intégrale 1 dépende seulement des positions des points A et B et 


Fig. 284. 


non de Ja courbe C, Pour cela, déformons cette courbe d'une 
maniere. continue, en conservant les extrémités A et B fixes, de’ 
facon que, pendant la déformation, elle ne rencontre aucun point. 
ou les fonctions P, Q, R ou leurs dérivées soient discontinues; 
désignons par C, la courbe ainsi déformée. Nous devons avoir, 
quelles que soient les courbes C et C,, 


fo waa f Kide 


/ ACB /AC,B 
ou, en intervertissant les limites de la deuxiéme intégrale et chan- 
geant son signe, 
ic K, as == 0, 
/ACBG,A 


Vintégration étant faite sur le contour fermé ACBC,A. Ce con- 
tour fermé est une ligne quelconque L tracée dans le champ de 
vecteurs; la question 4 résoudre revient donc a celle-ci : 


Que doivent étre les fonctions P, Q, R pour que Vintégrale 


Jf Pda + Qdy + Raz, 
L 


prise le long d'une courbe fermée quelconque L, soit nulle? 
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Pour cela, il faut et il suffit, d’aprés le théoréme de Stokes, 
gue l’intégrale double 


aff [e(S-2 +... ] da 


étendue a une aire S quelconque, soit nulle. Or, cette condition 
exige que, sous le signe d’intégration, les coefficients de «, &, 7 


: , ; oR oa ee : : 
soient nuls, En effet, si, par exemple, — — 2 nétait pas identi- 
dy a2 


quement nul, on pourrait prendre pour surface S une aire plane 


Dee at ; abe 00! Re 
paralléle au plan des yz, assez petite pour que ameacs ait un 


signe constant sur cette aire. On aurait alors a= 1, 3 =y=0 et 
ve r Bie A 2 4 
Vintégrale J, ayant tous ses éléments de méme signe, ne serait pas 
nulle, Done, il faut et il suffit que 


= 0 
oy 0% y dz Ox 
d . « . . . 
e'est-a-dire que le tourbil/on soit nul, ou encore que l’expression 


Pdx+Qdy+Rdz 


soit une différentielle totale exacte d’une fonction U(z, y, 2). 
Sil en est ainsi, Pintégrale [a pour valeur la différence des valeurs 
de U aux deux points A et B. 

On retrouve de cette fagon les propositions démontrées, par une 
autre voie, au sujet du travail (Chap. IV). 


545. Deuxiéme application. — Nous venons de trouver les 
conditions pour qu’une intégrale de ligne ne dépende que des 
extrémités de la ligne d’intégration et non de cette ligne elle- 
méme, el nous avons, en supposant ces conditions remplies, 
exprimé cette intégrale en fonction des extrémités de la ligne. 

Nous allons chercher de méme Ja condition pour qu’une inté- 
grale de surface ne dépende que du contour L limitant cette sur- 
face; puis, en supposant cette condition remplie, nous exprime- 
rons l’intégrale de surface en fonction du contour. 

Soit un champ de vecteurs W défini par les projections F, G, H 
du vecteur W sur les axes. F, G, H sont des fonctions de z, y, 2 
comme plus haut, Soit un contour quelconque L ; faisons passer 
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par ce contour une surface continue quelconque S limitée au con- 
tour, et considérons l’intégrale de surface 


t= f [lak +664 yH)de= ff Wads 
s 


étendue a l’aire S. La signification de cette intégrale a été donnée 
précédemment : I est le flux du vecteur W 4 travers la surface S. 
Quand on fait varier S d’une maniére continue en assujettis- 
sant cette surface a étre toujours limitée au méme contour L, 
Vintégrale I change en général de valeur. 
Cherchons quelle condition doivent remplir F, G, H pour que 
lintégrale I dépende uniquement du contour L et non de la sur- 


face S. 


Pour cela (fig. 285), déformons d’une maniére continue la sur- 


Fig. 285. 


face S passant par le contour L, en conseryant le méme sens pour 
les normales et en supposant que dans cette déformation elle ne 
franchisse aucun point of F, G, H et leurs dérivées premiéres 
cessent d’étre finies; nous transformons ainsi la surface S en une 
autre surface S, pour laquelle le sens positif des normales est 
M,N, (4), 81, y:) et Vélément superficiel dz,. On devra avoir 


f far+pe+ynyde— f [(auF +P:G-+yH)ds=o, 
cy Ss “Ss, ; 


L’ensemble des deux surfaces S et S,. limite un volume V; la 
normale MN (a, 8, y) estextérieure a ce volume, la normale M, N, 
est intérieure; sien M, on méne la normale extérieure M, N’, ses 
cosinus directeurs sont 


a! = — a4, B"= — B,, Y= 
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et ’équation s’écrit 


J fake ecayydrs f [r+ p64 yH)dy=o, 
vs aS) 


ce qui veut dire que l’intégrale 


F 8G ve 
jis ee + 8G + 7H) de 


étendue a la surface totale S + S,, limitant le volume V, doit étre 
nulle. Mais, le contour L étant quelconque ainsi que les surfaces S 
et S,, la surface S+S, est arbitraire. La question a résoudre 
revient donc a celle-ci : Que doivent étre les fonctions F, G, H 
pour que lintégrale 


Jf flab -+BG+ 1M) de 


étendue a une surface fermée quelconque soit nulle, cest- 
a-dire pour que le flux a travers une surface fermée quel- 
conque soit nul? 

D’aprés la formuie de Green (n° 533), il faut et il suffit pour. 
cela que l’intégrale triple 


jab eae = aoe 

eae ) a 
étendue a un volume quelconque soit nulle : donc, i! faut et il 
suffit que l’on ait identiquement 


an oF 0G on 
) da * Oy * Os 


= 0, 


c’est-a-dire que la divergence du vecteur F, G, H soit nulle. 
Telle est la condition nécessaire et suffisante pour qu’une inté- 
grale de surface ne dépende que du contour. 
Cette condition étant remplie, l’intégrale 


J LE HBG + 1H) de 


doit pouvoir étre évaluée dés que l’on connatt le contour L de la 
surface d’intégration S, Pour résoudre cette dermiére question, 
nous démontrerons la proposition d’Analyse suivante ; 
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Si trois fonctions F, G, H, de x, y, 2, vérifient la condi- 
tion (11), on peut toujours trouver trots autres fonctions P,Q, R 
telles que 


OR 00m 
Oy 2028 iene 
oP eR 
(12) a5 amie 
00% sch igs 
re gir oe 


En d'autres termes, le vecteur F, G, H peut toujours étre 
regardé (et cela d'une infinité de facons) comme le tourbillon 
dun autre vecteur P, Q, R. 


Pour le montrer, cherchons d’abord une solution particuliére 
P,, Q,, Ry des équations (12). On peut prendre R, = 0, puis, 


pour vérifier la deuxieme équation, 
Piaf G(x, y, 2) dz, 
25 


‘ou Z9 est une constante. La premiére équation donne alors 


Qu _ 


Oz re A he ome 


la fonction la plus générale Q, vérifiant cette relation est 
Q,=— if F(a, y,z)dz+9(2, y), 
¢ étant une fonction arbitraire de x et 7. 


En portant ces valeurs de P,.et Q, dans la troisiéme équation, 
on a 


+ dB 0G \en 6 hee 
pik (Set G)de+ 2 = Hay, a), 


D’aprés lidentité (11), supposée remplie, la quantité sous le 


‘ oH 
signe fest nes on a donc 


0 
52 + H(2, 9,2) —H(2, y, 0) = H(2, y, 2), 
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dot 


to) 
se = H(2, y, 20). 


On pourra, par une quadrature, déterminer une fonction 
vérifiant cette derniére équation. 


Nous avons ainsi déterminé trois fonctions particuliéres P,, Q,, 


R, telles que 


OR cen axe 
Oe oat m,’ 
oP, oR, 

Sag? ere 
OO ely 
Ox Oat eee 


Pour avoir les fonctions P, Q, R les plus générales vérifiant les 
équations (12), il sufit de remarquer que l’on a, par soustraction, 


ot RE Ret) 00. 01) <5 
2 oy dz ; 
a(P—Pi)_o(R—Ri) _ | 
Uz ox a 
A(Q—Q:) O(P—Pi) 
Ox oy Tees, 


ces conditions expriment que P —P,, Q —Q,, R — R, sont les 
dérivées partielles d’une fonction U(z, y, 2); on a donc 
0 
(13) pip Uy R=R,+ 
Ox 


—~sy) 


0U 
SUN Sig at 03 


U étant une fonction arbitraire de x, y, s. 


Nous pouvons maintenant revenir 4 notre probléme. Si la con- 
dition (11) est remplie, Vintégrale 


ff qk + 8G +H) de, 
s 


étendue a une surface S limitée par un contour L, peut s’écrire, a 
aide des fonctions P, Q, R que nous venons de calculer, 


SS |G e) >| 
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elle est done, d’aprés la formule de Stokes, égale a l’intégrale 


[ Pdr+Qdy+Rds 
eG 


prise sur le contour. Cette derniére intégrale doit avoir la méme 
valeur, quelle que soit la fonction arbitraire U figurant dans les 
formules (13). C’est ce qu’il est aisé de vérifier. En y remplagant 
P, Q, R par les expressions (13) on obtient. 


[Pride Qdy+ Bids) f du, 
L YL 


expression indépendante de U, car 


d awe os 


Nous renverrons, pour une étude plus compléte au point de 
vue analytique, au JTraité d’Analyse de M. Picard, premier 
Volume. 


546. Champ résultant de plusieurs champs de vecteurs. — 
Soit un vecteur W,, de projections F,(2, y, z), G,(z,.7, 2), 
H, (2, y, 2), défini dans une certaine région de l’espace; soit, de 
méme, un deuxiéme vecteur W,,.de projections F3(27, y, 3), 
G,(x, y, 2), He (x, 9, 2), détini dans la méme région. On a ainsi 
deux champs de vecteurs. Le champ résultant s‘obtient en faisant 
correspondre a chaque point (z, y, z) de la région considérée le 
vecteur résultant de W, et W.. 

On a alors immédiatement les théorémes suivants : 


La divergence du vecteur résultant est la somme des diver- 
gences des vecteurs composants. 

Le flux du vecteur résultant a travers une surface est la 
somme des flux des vecteurs composants @ travers la méme 
surface. 

Le tourbillon du vecteur résultant est la somme eéomeétrique 
des tourbillons des vecteurs composants. 


547. Notations vectorielles. — Des notations spéciales ont été 
employées par divers auteurs pour désigner les grandeurs numé- 
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riques ou géométriques considérées dans ce Chapitre. Nous ne 
ferons pas usage de ces notations; on en trouvera un résumé 
dans plusieurs articles. de MM. Burali-Forti et Marcolongo: « Per 
Punificazione delle notazioni vettoriali » publiés dans les Ren- 
diconti del Circolo matematico di Palermo, t. XXIV, 1907, et 
des applications dans le Calcul vectoriel de J. G. Coffin, traduc- 
tion francaise par M. Véronnet, chez Gauthier-Villars. 


EXERCICES. 


{. Si Fon considére des surfaces (S) U(x, 7,5) = C, et si l'on prend le champ 
constitué par les vecteurs : 


accel Lc B= dU BS Noe 
FOUR dz” R dy tee RT Oa.” 
7oU\? yoU\? ~~ /OU\? 
REV (55) + (5) © ae). 
la divergence — aes en chaque point de l’espace est la courbure 


moyenne de ane des surfaces (S) qui passe par ce pea (APPELL, Intermédiaire 
des Mathématiciens, 1917), 


2. On trouvera des théorémes analogues au précédent et de nombreuses appli- 
cations géométriques dans divers Mémoires de M. Buhl (Annales de la Faculté 
de Toulouse, tomes IV, VY, VI, VUl,et Bull des Sciences. mathématiques, 1915 a 
1918), 

3. Soit S une cloison de contour L. La projection cylindrique de S et L sur 
Oxy définit le volume cylindrique classique U,. On définit de méme U, et U, par 
projection sur Oyz et Ozz. Les volumes U,, U,, U, s'expriment par des inté- 


tégrales doubles, attachées a S, dont les différences sont transformables, par la 
formule de Stokes, en 


UL =U; = [ zy dz, U,—U,= fede, U,—U,= f say. 
“L 1, L 


4. Le cone C, de base gauche S et de sommet O, ayant un volume Vj, on a, de 
méme, 


U,—V,= 5 [s(edy ~y ae), 
( Bua.) 


5. Le cone C découpe, sur une sphere de centre (a, b,c) et de rayon R, deux 
aires dont la diflérence est 


ae | eee -zdy)+6(zdzr- x dz)+e(rdy—ydr) 
‘ 1 Coat: 


(G, HUMBERT.) 
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CHAPITRE XXIX. 


ATTRACTION. POTENTIEL. 


I. — ATTRACTION DE POINTS ISOLES. 


548. Attraction newtonienne. — La loi de l’attraction univer- 
selle est la suivante : Deux points matériels de masses m et m! 
placés a une distance r exercent Vunsur l'autre une atlraction 
dintensilé 

fmm 
r? 


. 


Dans cette formule, la constante f est l’attraction de lunité de 
masse sur l’unité de masse a l’unité de distance; la valeur numé- 
rique de cette constante dépend donc du choix des unités. 

Si nous convenons de regarder l’action mutuelle de deux points 
comme positive quand les points se repoussent, et comme néga- 
tive quand ils s’atécrent, nous pouvons dire que l’action mutuelle F 
des deux masses mm et m’ est- 


vitor fmm ; 
= = 
Dimensions de f. — La formule précédente, ot F désigne une 
' Pad Fr? aha 
force, peut s’écrire f=—sS: Quand on prend une unité de 


longueur ) fois plus petite, une unité de temps t fois plus 
petite et une unité de masse u fois plus petite, F, r, m et m! 


F Fd : 3 : 
deviennent mee rh, mu, m'u; done f devient f=. Si Von 
+ T2 \ ine uc? 


convient de prendre comme unité de masse un cube d’eau ayant 
pour coté Punité de longueur, on a p= A$ et la valeur numérique 
de f dépend uniquement de l’unité de temps. Cette remarque 
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conduit a des conséquences indiquées par M. Lippmann que nous 
avons détaillées a la fin du n° 280 (t. I). 


o49. Attraction de plusieurs points isolés sur un point. Poten- 
tiel, — Soient n points fixes de masses m,, my, ..., Mn, el un 
point mobile P de masse p situé aux distances rj, fz, -.., Tn 
des points fixes. Les valeurs algébriques F,, F., ..., F, des 
attractions de ces points sur le point P sont 


gig a aaa fice ial 2 Bree: 


2 2 
TZ 3 


rie peed ein 
rn 

la résultante F de ces attractions dérive d’une fonction de forces 

que l’on obtient immédiatement comme il suit (voyes Tome ], 

Chap. IV). Imprimons au point P un déplacement infiniment 

petit PP’; te travail de la résultante F est égal 4 la somme des tra- 

vaux élémentaires des composantes qui sont F,dr,, F.dro, 


ne 
F,,dr, : il a done pour expression 


— fem oe dr, — cere dry— nt arn. 


~ ; Petes 
ry re n 


Or cette expression est la différentielle totale de la fonction 


En posant 


on voit que la résultante F dérive de la fonction de forces 
SU. 
Si l’on appelle z, y, 2 les coordonnées du point P, U est une 


fonction de x, y, 4, et il serail aisé de vérifier que les projections 
de F sur les axes peuvent s’écrire 


aU ; BU, een col 
X= fies? Ue ae La fs 
Il suffit done de connaitre la fonction U pour en déduire L’at- 


traction des points donnés sur le point P. Cette proposition est 
due 4 Lagrange. 
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En particulier, attraction résultante K des points donnés sur 
un point de masse 1 placé au point P a pour composantes, suivant 


.0U dU OU pf ‘ 
les axes, f —, Tian A fee Cette force K est normale aux surfaces 


U = const. 


appelées surfaces de niveau ou surfaces équipotentielles : elle 


est dirigée par rapport a chacune de ces surfaces du cété ot U 
re F Py yn 4 Ue er ZA UL ea Mi she? 3 
croit et a pour intensité iiepe = désignant la dérivée de U sui- 
vant la normale a-la surface de niveau. 
La composante de J’attraction K suivant une demi-droite quel- 
conque PD est égale a la dérivée de fU susvant la direction PD, 


Kp = flim Jae 


quand PP’ tend vers zéro (Tome J, Chap. IV). 

Nous appellerons le point P ot l’on prend la valeur du poten- 
tiel, le point attiré ou le point potentic; cette derniére expression 
est employée par M. Boussinesq dans ses Comp/éments de Calcul 
integral, 


550. Champ de forces; lignes de forces; tubes de forces. — 
L’ensemble des forces K qui agissent sur un point de masse 1 
occupant successivement diverses positions de l’espace s’appelle 
un champ de forces. En chaque point P du champ, la force K 
est déterminée : la direction et lintensité de la force K en P s’ap- 
pellent direction et intensité du champ au point P. Sur un point 
de masse p placé en P agit une force F= pK. On dit que le 
champ est un/forme quand les forces qui le constituent sont 
égales et paralléles. Par exemple, dans une petite étendue, !a 
pesanteur donne naissance & un champ uniforme. 

On appelle, d’apres Faraday, lignes de forces, des lignes telles 
que leur tangente en chacun de leurs points coincide avec la 
force K du champ en ce point. Ces lignes sont les trajectoires 
orthogonales des surfaces de niveau. Par chaque point du champ, 
en dehors des centres attractifs, il en passe une, et une seule. Par 
exemple, dans un champ uniforme, les lignes de forces sont des 
droites paralléles; dans un champ provenant de l’attraction d'un 
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seul point m,, toutes les forces sont dirigées vers ce point.et les 
lignes de forces sont des droites concourant en m,. 


Tubes de forces. — Considérons dans le champ un contour 
fermé C : les lignes de forces partant des divers points de ce 
contour forment un tube qu’on nomme tube de forces. Par 
exemple, dans un champ uniforme, les tubes de forces sont des 
cylindres; dans le champ produit par un seul centre m,, ce sont 
des cones de sommet m,. 

oo1. Signification mécanique de la fonction U. — Si l’on con- 
sidere l’unité de masse soumise a attraction résultante des 
centres m,, M2, ..., Mp, le travail élémentaire de cette attraction 
résultante, correspondant a un déplacement infiniment petit de 
cette unité de masse, est 

fdvu. 


Supposons que l’unité de masse passe de la position Po, ou le 
potentiel a la valeur Uy, a la position P ou il a la valeur U, le 
travail de la résultante des attractions est 


TefU— Uy. 


En particulier, si la position Py est infiniment éloignée, Uy est 
nul, car toutes les distances 7, 7), ..., 7, Commencent par étre 


infinies, et l’on a 
eh Us 


La valeur de la fonction fU en un point P est donc le travail de 
la résultante des attractions sur un point de masse unité amené 
de Vinfini a la position P. 


55%, Attractions électriques et magnétiques. — On sait qu'une 
masse électrique ou magnétique peut étre positive ou négative. 
Soient deux masses électriques m et mm’ placées a la distance r: 
si l’on convient, comme plus haut, de regarder !’action mutuelle 
de ces deux masses comme positive quand elles se repoussent et 
comme négative quand elles s’attirent, cette aciion mutuelle F a 
pour valeur algébrique 


mm’ 
r2 


Fak 


? 
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k désignant une constante positive; en effet, quand m et m’ sont 
de mémes signes, les masses m el m! se repoussent; quand m etm’ 
sont de signes contraires, elles s’attirent. 

La méme formule donne l’action mutuelle de deux masses ma- 
gnétiques. 

On passera donc des formules relatives 4 l’attraction newto- 
nienne aux formules relatives aux attractions et répulsions élec- 
triques ou magnétiques, en remplagant la constante f par la 
constante — k. 

A cause de ce changement de signe, la force appliquée a |’unité 
de masse qui, dans l’attraction newtonienne, est dirigée par rap- 
port aux surfaces de niveau du cété des potentiels crodssants, 
est, au contraire, dans les attractions électriques ou magnétiques, 
dirigée du cété des potentiels décroissants. 

En résumé, qu'il s’agisse d’attracion newtonienne ou d’attrac- 
tions et répulsions électriques et magnétiques, on est toujours 
ramené a calculer la fonction potentielle 


pope eS eR te eae Nees 
Tr; re Tn 7 
Exemple. — Soient deux masses agissantes de masses 4 et 1 


placées aux points A et B. Ona 


r, el rz désignant les distances du point P aux deux centres A 
et B. Les surfaces équipotentielles 


hes 


sont évidemment de révolution autour de AB : il suffit, pour les 
déterminer, de connaitre leurs traces sur un plan passant par AB. 

Dans ce plan, les lignes équipotentielles ont la forme indiquée 
dans la figure 286 empruntée au Vraité d’Electricité et de Ma- 
gnétisme de Maxwell et reproduite dans les Legons sur I’ Elec- 
tricité d’Eric Gerard. Si C est trés grand, la ligne 


i= -G 


se compose de deux courbes fermées entourant l’une A, l’autre B 
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car, pour que U soit trés grand, il faut que r, Ou Py soit tres 
petit. La constante C diminuant, il arrive un moment ow ces deux 
courbes fermées se soudent de facon a former une courbe unique 
avec un point double entre A et B. Puis, C diminuant encore, les 


‘lignes équipotentielles forment des courbes fermées entourant les 
deux points a la fois. 


Fig. 286. 


1 
! 
i 
1 


En chaque point, la force résultante est normale a la surface 
équipotentielle passant par ce pomt. En particulier, au point 
double entre A et B, la force devrait étre normale aux deux nappes 
se soudant en ce point; comme cela est impossible, il faut en 
conclure qu’en ce point la force est nulle et que ce point est une 
position d’équilibre (d’ailleurs instable). 

Les lignes équipotentielles tracées en traits pleins sur la figure 
correspondent a des valeurs du potentiel variant en progression 
arithmétique. Les lignes pointillées sont des lignes de force. En 

A, — Ill. 3 
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chaque point, la force est dirigée suivant la ligne de force, du 
cété ot U croft, et-a approximativement uné intensité inverse- 
ment proportionnelle au petit segment de ligne de force compris 
entre les deux surfaces de niveau voisines. 


533. Energie potentielle d’un systeme de points soumis 3 des 
forces newtoniennes. — Soient n points mobiles, de masses m,, 
Mg, +++, My, s’attirant suivant la loi de Newton; appelons 7;;, la 
distance des points m,, mj, : l’action mutuelle de ces deux points 


“est 


Si lon déplace infiniment peu tous les points, le travail élé- 
mentaire de l’action mutuelle des deux points mj, mj; est 


mm; 


af 
2 rij 


Ati}, 


la somme de tous les travaux élémentaires des actions mutuelles 
des points deux a deux est 


(1) G.=— fy driy, 
7 ij 
y 


J 


la somme étant étendue a toutes les combinaisons des points m,, 
My, -.+, My, deux a deux. On peut écrire évidemment|’expression 


ci-dessus 
e= fav, 
en posant 
(2) i eee, 
Ti; 


a 
L’expression fV s’appelle énergie potentielle du systeme des 
points m,, mz, ..., mn (n° 353). 
Quand ces points passent d’une position initiale 4 une position 
finale, le travail total des forces attractives est égal a 


Jf %= [sav = fv —Vo). 


V, et V désignant les valeurs de la fonction V dans les positions 
initiale et finale. En particulier, si dans la position initiale les 
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points sont infiniment éloignés les uns ‘des autres, on a 


fe Fh 


L’énergie potentielle des points, dans une certaine confi- 
guration, est donc le travail total que produiraient les forces 
attractives, si les points, d’abord infiniment éloignés les uns 
des autres, étaient amenés a la configuration considérée. 

On peut dire aussi que cette énergie potentielle est le travail des 
forces extérieures qu’il faudrait faire agir sur le systéme de points, 
dans la configuration considérée, pour séparer ces points et les 
amener au repos, a des distances infinies les uns des autres. 


Autre expression de lénergie potentielle. — La fonction 
yay mings 
Lay | 


peut étre écrite comme il suit ; 


: I / Mo m3 My 
V= a eae somes } 
2. isa "4.3 Piva 
I m4 m3 Mn 
+ = My ( — 4+ — 4 et 
2 Po,4 72,3 T2,n 
=e tatatisialiehe te) tuecaketicne erelielersva Sues ele sets 
Ai my, Mos Mp—4 
+=—Mp + +... | 
2 Ta ln,2 ln,a-1 


ou r;;=7;,j. Dans cette expression, le coefficient de m, est la 
somme des quotients des masses autres que 7, par leurs distances 
a m,; celui de mg, la somme des quotients des masses aulres que 
m, par leurs distances & m,, etc. On peut remarquer que cette 
expression de V résulte aussi du théoréme des fonctions homo- 
genes appliqué a V considérée comme fonction de m,, M2, ..., Mn. 

Soient alors U, la valeur du potentiel des masses 77, m3, ..-, Mn 
au point m,; U, celle du potentiel des masses ™m,, M3, ..., Mn au 
point mz, etc.; U; la valeur du potentiel de toutes les masses 
excepté m; au point m;; on peut écrire 


A 
V= sm Use rg Ua so mn Un), 


ou 


(3) oe ae 


1 
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554. Flux de force. — Prenons d’abord un élément de surface 
infiniment petit do placé au point P et menons la normale PN a cet 
élément dans un sens déterminé: pour distinguer les deux faces 
de cet élément, nous appellerons face positive celle qui porte 
la normale PN et face négative V’autre face. Soient K la force du 
champ au point P, 4 langle de cette force avec PN, et K, la pro- 
jection de cette force sur PN. D’aprés une définition déja donnée 
(n° 534), on appelle flux de force a travers l’élément do dans le 


sens PN la quantité 
K cos§ ds = K, do. 


Soit U le potentiel en P; on sait que la composante K,, suivant 
dU AAS) ohn y : 3 
PN a pour valeur IH la dérivée étant prise normalement a 


Vélément dans le sens PN; le flux de force élémentaire a travers do 
a donc aussi pour expression 


dU 
M So dc. 


Ce flux est positif ou négatif suivant que @ est aigu ou obtus ou, 
ce qui revient au méme, suivant que U croft ou décroit pour un 
déplacement effectué dans le sens PN. 

Si la force K est la résultante de plusieurs autres, K’, K”, ..., 
le flux de force dia K 4a travers de est la somme des flux de forces 
dus aux composantes K’, K’, ... Cela résulte de ce que, en pro- 
jetant sur PN, ona 


K, = Ki,+Ki+t.... f 
Flux de force & travers une surface d’étendue finie. — Le 
flux de force a travers une portion de surface S, dans un certain 


sens, est la somme des flux de force a travers les divers éléments 
superficiels do de cette surface. Il a donc pour expression 


[ fscostde= ff Kuas= yp ff Pas, 
ef e/g ES ee gs an 


r . ; . a = 
Vintégration étant étendue a la surface S. 


Interpretation du flux de force. — Imaginons un liquide a 
de oie . . reer 
Pétat de régime permanent remplissant espace considéré, et sup- 
posons que chaque molécule liquide, en arrivant au point géomé- 
, 


CHAPITRE XXIX, — ATTRACTION. POTENTIEL. 37 


trique P, y posséde une vitesse égale a K en grandeur, direction et 
sens. Les vitesses des diverses molécules liquides sont ainsi repré- 
sentées par les mémes vecteurs que les forces du champ : les tra- 
jectoires des molécules liquides sont les lignes de forces. Prenons 
un élément superficiel do fixe placé en P Nous allons montrer 
que le volume du liquide traversant Vélément dco, dans le 
sens PN pendant Cunite de temps, est égal précisément ak, ds, 
Cest-a-dire au flux de force & travers ds. En effet, considérons 


Fig, 28>. 


’ 


les molécules liquides placées a l’instant ¢ sur dz: al instant ¢ + de, 
chacune d’elles se sera avancée de K d¢ dans la direction K : les 
molécules ayant traversé do dans le temps dé forment donc un cy- 
lindre oblique de base do et d’aréte’K at; la hauteur de ce cylindre 
est K, dt et son. volume K, do dt. Le volume de liquide traversant 
de dans l’unité de temps est donc bien K, de. 

D’aprés cela, le flux de forces a travers une surface d’étendue 
finie est égal au. volume du liquide traversant cette surface pen- 
dant l’unité de temps. 


555. Expression du flux de force dans le cas ov le champ pro- 
vient de Vattraction d’un seul point. — Supposons qu'il n’existe 
qu’un centre attractif de masse m; la force K agissant sur l’unité 


de masse placée en, P est alors dirigée suivant P m et égale af» 


r désignant la distance P m; le potentiel est 


les surfaces de niveau sont des spheres de centre m et Jes tubes de 
forces, des cénes de sommet m. 
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1° Flux de force élémentaire. — Soient ds un élément super- 
ficiel placé en P, PN la normale a cet élément et 4 l’angle m PN 
que fait la force K avec cette normale; le flux de force a travers 
ds dans le sens PN est 
es 
f M008 0 ds =f Fede = fm” do, 


la dérivée étant prise dans le sens PN ( fig. 288). 


Considérons le céne de sommet m et de base de : soit dw l’ou- 


Fig. 288. 


verture de ce cone égale par définition a l’aire de sa trace sur une 
surface sphérique de centre m et de rayon 1; soit dw! laire de la | 
trace du méme céne sur une sphére de centre m et de rayon 
-mP =r. Supposons d’abord 6 aigu : langle du plan de de avec celui 


de dw’ est Feet Yona 
dw'= ds cos6, 


car dw’ peut étre regardé comme la projection de de sur le plan 
tangent 4 la sphére de centre m et de rayon mP =r. D/ailleurs, 


ari doy’ ds cos 
ate LS ieee STE | 


On a donc, pour le flux de force a travers ds, 
flux = fm dw. 


Si nous supposons, au contraire, 4 obtus, l’angle aigu du plan 
de ds avec celui de dw! est x — 4 et Yon a 


dwy' = — ds cos, 


i, do ds cosQ 


re r2 
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L’expression du flux est alors 


# 


flux = — Jim dw. 
Le flux élémentaire a travers de est donc 
+ fm dw, 


ou il faut prendre + ou — suivant que 4 est aigu ou obtus, ou 
encore suivant que l’on voit du poini m la face positive ou la foe 


négative de l’élément de, en appelant face positive celle qui porte 
la normale PN. 


Premier exemple de ia conservation du flux dans un tube 
de forces. — Dans le cas actuel, les tubes de forces sont des cénes 
de sommet m : prenons un de ces cénes d’ouverture dw; le flux 
est le méme a travers toutes les sections do du céne et égal a 
+= fmdw. Imaginons qu’un liquide a l’état de régime régulier 
se meuve de facon que chaque molécule ait une vitesse repré- 
sentée par le méme vecteur que la force du champ au point ou 
elle se trouve. Alors les molécules suivent des droites dirigées 
vers m, et l’on peut regarder un tube de forces comme un canal 
conique que suit le courant en se dirigeant vers le point m, ot la 
vitesse du courant devient infinie et ot le courant disparait comme 
dans une prise d’eau. La quantité de liquide traversant une sec- 
tion quelconque du tube pendant l’unité de temps est fm dw; 
elle est constante. 


2° Klux a travers une surface d’étendue finie. — Soit S une 
portion de surface 4 laquelle on méne les normales PN d’un cété 
déterminé, Le flux de force a travers S provenant de l’action d’un 
seul point m est la somme des flux élémentaires 4 travers tous les 
éléments do de S; il a donc pour valeur 


fm [= dw, 


dw) étant l’ouverture du céne ayant pour sommet m et pour base 
un des éléments ds de S, et le signe étant choisi comme nous 
Vavons vu. Si l’on désigne par 9 la somme 


2 o= fede, 
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qu’on peut appeler valeur algébrique de Vouverture du cone C 
constitué par la réunion de tous les cones élémentaires ayant m 
pour sommet et pour bases les divers éléments do de 5S, le flux de 
force a travers S dans le sens PN est ; 


fme. 


Ce cone C est un tube de forces; le flux traversant une section 
quelconque du céne est 


Jme. 
3° Flux de force di a un point a travers une surface fer- 
mée. — Trois cas sont a distinguer, suivant que le centre attrac- 


tif me est a l’intérieur ou a l’extérieur de la surface fermée, ou sur 
Ja surface. 


Premier cas. — Quand le centre attractif est a Vintérieur 
d'une surface fermée, le flux total a travers cette surface de 
Veaxtérieur vers Cintérieur est 


4n fm. 


La face posttive de la surface est alors la face interne. Du 
point m comme sommet, tracons un céne d’ouverture infiniment 
petite dw; ce céne découpe sur la surface un nombre impair d’élé- 
ments superficiels ds, ds’, dso", ... tournant alternativement leurs 


Fig. 289. 


faces positives et leurs faces négatives vers le point m. D’ apres 
cela, le flux 4 travers do est positif et égal 4 fm dw: de méme le 
flux a travers do’ est négatil et égal 8 — fm dw; a travers do", i) 
est fmdw, ... et ainsi de suite. Comme le nombre des éléments 
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dc, do’, do", ... est impair, la somme des flux de force a travers 
ces éléments est 
Jm do. 


Si maintenant on considére tous les cones élémentaires tracés 
dans toutes les directions autour de m, on voit que la somme des 
flux de force a travers tous les éléments de la surface est 


fin [des 


“Actuellement [dw est l’aire de Ja sphére de rayon 1 ou 4x. On 


a donc pour flux total 
4nfm. 


Ce théoréme devient intuitif par la comparaison avec le mou- 
vement d’un liquide. Si l’on imagine tous les cénes élémentaires 
de sommet m et d’ouverture dw orientés dans toutes les direc- 
tions autour de ce point, chacun de ces cénes est le siege d’un 
courant uniforme qui améne vers le point m dans lunité de temps 
une quantité de liquide égale a /mdw. La quantité totale de 
liquide qui, dans ce méme temps, pénétre dans une surface fermée 
entourant m est alors évidemment 


fn [de = 4nfm, 


ce qui donne le théoréme a démontrer, 
Le flux de force de Vintérieur: vers Vextérieur a travers la 
méme surface est égal et de signe contraire au précédent; ila pour 


valeur 
—4rfm. 


Deuxtime cas. — Quand le centre attractif est a Vextérieur 
dune surface fermée, le flux total, a travers cette surface est 
: ; 
NUL. 


En effet, si du centre attractif m comme sommet on décrit un 
cone d’ouverture infiniment petite dw (fig. 289), ce céne coupe 
la surface en un nombre pair d’éléments ds, do’, ... tournantalter- 
nativement leurs faces négatives et positives vers m. A travers le 
premier élément, le flux de l’extérieur vers l’intérieur est 


— fm dw, 
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a travers le deuxiéme il est +m dw.... Comme le nombre de ces 
éléments est pair, la somme de ces flux est nulle. Le flux total a 
travers la surface est donc nul. 

Ce théoréme devient évident a l’aide de la comparaison déja 
faite. Le courant qui suit chaque céne élémentaire de sommet m 
entre dans Ja surface en un point, mais en ressort intégralement 
par un autre. La somme algébrique des quantités de liquide pé- 
nétrant dans la surface est donc nulle. 


Trotstime cas. — Sé le point. m est sur une surface fermée, 
le flux de force & travers la surface de Vextérieur vers Vinté- 
‘rieur est 2 n fin, & condition quwau point mle plan tangent ala 
surface soit bien déterminé. 


En effet, si ’on considére tous les cénes élémentaires d’onver- 
ture dw ayant m comme sommet, ceux de ces cénes qui sont, par 
rapport au plan tangent en m, du méme cété que l’intérieur de la 
surface, coupent celle-ci en un nombre impair d’éléments superfi- 
ciels et le flux qui entre par un de ces cénes est fmdw; au contraire, 
ceux des cones qui sont de l’autre cété du plan tangent en m 
coupent la surface en un nombre pair d’éléments et Je flux qui 
entre dans la surface par un de ces cones est nul. La somme des 
flux qui entrent est donc la somme des quantités fm dw relatives 
aux cénes situés d'un cété du plan tangent, c’est-a-dire afm, car 
la somme des ouvertures de ces cénes est !’aire d’une demi-sphére 
de rayon 1. } 


556. Théoréme de Gauss. — Soient m,, m2, ..., my, un nombre 
quelconque de masses attirantes, les unes extérieures, les autres 
intérieures a une surface fermée. Le flux de forces total a tra- 
vers cette surface de Pintérieur vers (extérieur est égal au 
produit' de —4nxf par la somme des masses intérieures. En 
effet, Je flux de forces total provenant de toutes ces masses est égal 
a la somme des flux de forces provenant de chacune d’elles; celles 
qui sont extérieures donnent des flux de forces nuls; celles qui 
sont intérieures donnent des flux de forces de la forme — 4nfm. 


Le flux total est donc ; : 
— Arf M. 


M’ désignant la somme des masses intérieures. 
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Autre forme du théoréme précédent. — Soit U le potentiel 
des masses m,, ms, ..., Mn, le flux de forces A travers un élément 
de surface de de l’intérieur vers l’extérieur est 


au 
aories 


iss ake 3 s E ; 
aE désignant la dérivée prise suivant la normale extérieure a )’élé- | 


ment. Le flux de forces total a travers une surface fermée S est donc 


tf [ye 


Vintégrale étant étendue a toute la surface. Ce flux est d’ailleurs 
égal a — 4nfM’; on a donc 


dU , 
J Sf Gara oe 


507. Conservation du flux dans un tube de forces. — Imaginons 
un champ produit par l’attraction de masses m,, Mz, ..., Mp etun 
tube de forces correspondant 4 ce champ (n° 549). Soient S et S! 
deux sections transversales planes ou courbes faites dans ce tube. 
Supposons que dans le tube, il ne se trouve aucune masse agis- 
sante entre les deux sections. Alors le flux de forces traversant 
la section S dans un certain sens est égal au flux de forces 
traversant S' dans le méme sens. En effet, considérons la sur- 
face fermée constituée par les deux sections S et S’ et les parois 
du tube. Le flux de forces total a travers cette surface fermée est 
nul, d’aprés le théoréme précédent. Mais le flux de forces a travers 
la paroi Jatérale est nul, car, en un point de la paroi latérale, la 
force du champ est tangente a cette paroi et sa composante nor- 
male est nulle; donc les flux de forces sortant de la surface fer- 
mée A travers les sections S et S! sont égaux et de signes con- 
traires. On peut dire aussi que le flux de forces entrant par la 
section S est égal au flux sortant par S’. 

Si, entre les deux sections S et S’ du tube de forces se trouvent 
des masses agissantes ayant pour somme M’, un raisonnement ana- 
logue montre que le flux de forces entrant par S est égal au flux 
_sortant par S’ augmenté de 4xfM’. 

Supposons que le tube ait une section infiniment petite et soient 
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do et do’ deux sections droites entre lesquelles ne se trouve au- 
cune masse attirante; les forces en do et ds’ sont normales a ces 
sections; en écrivant que les flux sont égaux, on a 


K do = K' do’; 


le long d'un tube de force infiniment petit, la force varie donc 
en raison inverse de la section droite. 

Dans la comparaison avec le mouvement permanent d’un liquide, 
le tube de forces se présente comme un tuyau dans lequel circule 
le liquide. La quantité de liquide traversant deux sections S et S' 
est la méme, a condition qu’entre S et S! ne se trouve aucune 
prise d’eau; sinon la différence entre ces deux quantités est égale 
au liquide absorbé par les prises. 

Ce théoréme montre que les tubes de forces ne peuvent pas s’ar- 
réter brusquement dans la portion de l’espace ot ne se trouve 
aucune masse agissante; car, si un tube se rétrécissait de fagon 
a avoir finalement une section nulle en un point, la force devien- 
drait infinie en ce point. Un tube de forces se continue donc jus- 
qu’a ce qu’il revienne sur lui-méme en constituant un canal, ou 
jusqu’a ce qu'il s'éloigne indéfiniment, ou enfin jusqu’a ce qu il 
rencontre une masse agissante. 

Faraday évalue le flux de forces a travers une surface, par l'image 
suivante : Supposons que l’on prenne une unilé de surface trés 
petite et appelons tube de forces unité un tube dans lequel le flux 
de forces est égal 41. Nous pouvons alors nous représenter !’espace 
comme rempli de tubes de forces unités placés les uns a cété des 
autres’ Le flux a travers une surface sera sensiblement égal au 
nombre de tubes de forces unités traversant cette surface. 


558. Equation de Laplace. — Le potentiel 
yma ae 
Lan re Ta 


est une fonction des coordonnées x, y, z du point P, finie et con- 
tinue dans tout l’espace, excepté aux centres attraclifs eux-mémes 
ou elle est évidemment infinie. Nous allons montrer qu’en tous 
les points de l’espace, a |’exception des centres attractifs, elle 


CHAPITRE XXIX. — ATTRACTION, POTENTIEL. 45 
vérifie Véquation de Laplace 


ou, sous forme abrégée, 
AU =o. 


En effet, en appelant a,, b,, c, les coordonnées du point fixe my, 
4 
ona ~~, 


1 ! 


mM V(@—a)?+ (y— 62+ (2— C1)? 
donc 
I 
Sam 
Tile a Cline i I 
cy hee ri 4 
I 
Qpee 
in AS oak e nae 
Ces Boe ner a rie 
[ 
‘ques 
iP (2—¢,)?~> 1 
Begin 2: wae htt? 
03" rT? ry 


‘Ajoutant ces trois expressions, on trouve zéro dans le deuxiéme 
membre. Donc 


De méme 


I 
A— =0, ret A— = 0. 
re vn 


Or, d’aprés l’expression de U, 


: 1 { fis 
AU = myA— + mg A— +...4+ my, A—;} 
v1 rr Tn 
donc 
AU =o. 
S59. Autre démonstration du théoréme de Gauss. — La démon- 


straion du n° 556 a un caractére élémentaire; en voici une autre 
reposant sur l’équation de Laplace. 

1° Soit d’abord une surface fermée S ne contenant dans. son. 
intérieur aucun des centres attractifs. Le flux de forces a. 
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travers cette surface, de l’intérieur vers lextérieur, est 


dU 
tf fae 


la dérivée étant prise suivant la normale extérieure. La fonction U, 
ainsi que ses dérivées premieres et deuxiémes, étant uniforme et 


finie dans S, on a, d’aprés la formule (4) du n° 537, 


Sf aeenSff fue 


Pintégrale triple étant étendue au volume V limité par S. Mais 


ona i 
AU =o; 


Vintégrale triple est donc nulle et il en est de méme de Vintégrale 
double. Le flux de force est donc nul. 

2° Soit maintenant une surface fermée S contenant dans son 
intérieur certains des centres attractifs m,, my, ..., mp. Le flux 
de force 4 travers cette surface de l’intérieur vers l’extérieur est 


If fee 


Ja dérivée étant prise vers extérieur. La fonction U n’est pas con- 
tinue dans tout l’intérieur de S, car elle devient infinie aux points 
M1, Mg, ..+, Mp (fig. 290). De ces points comme centres res- 


Fig. 290. 


pectifs décrivons des sphéres s,, 2, -.., Sp de rayons trés petits: 
considérons le volume V intérieur a la surface S et extérieur a ces 
sphéres. Ce volume est limité par les surfaces S, s,, Say Spe 
Dans ce volume la fonction U est continue, ainsi que ses déri- 
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vées; on a donc, d’aprés la formule (4) du n° 537, 


Siam naff foe. 
S+sy+ Sat...+Sp 


la premiére intégrale étant étendue a l’ensemble des surfaces S, 
$1, So, +++, Sp et la deuxiéme au volume V. Mais on a 


AU = 0, 


donc l’intégrale triple est nulle et l’on peut écrire 


f [Barf [Berne f [Bare 


en décomposant l’intégrale double en ses diversés parties. Dans 
cette formule, les dérivées de U sont prises suivant les normales 
extérieures au volume V : sur chaque surface sphérique la dérivée 
est donc prise vers l’intérieur de la sphére. Calculons \’intégrale 


étendue a l’aire de la sphére s,. On peut écrire 


my, 


U= — +U;, 


Tr, 


ot U, est une fonction continue dans s,, car c’est Je potentiel des 
masses M2, M3, ..-, My, dont aucune n’est dans la sphére s,. 


On a alors 
my, 
ae ihe dU, 
cae can +f fare 


La deuxiéme intégrale est nulle d’aprés le premier cas examiné, 
car Cc "est le flux de forces 4 travers s, provenant des masses mg, 
M3, +--+, Mn, toutes extérieures as,. Quant a la premiére, comme 
la normale intérieure a la sphére en un point P coincide avec le 
rayon Pm,, on a, enappelantr, la distance du point P aucentre m, 
et r;-+dr, la distance au centre du point P’ infiniment yoisin 
de P sur la normale Pm,, 


dn = PP'=— dr;, 
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m my my : 
i= dd = do = —4rr? = 4rm, 
A re ae r2 1 
Mesitgccy A sy t 


car, sur la sphére s,, la distance 7, est constante el la somme des 
éléments do est l’aire de la sphére 4 rj. Les autres intégrales 
figurant dans l’équation (4) sont de méme égales a 47m, 
4m=mMp; et cette Equation donne finalement 


Done 


oy) 


SS ds =— 4x(m+ me+...+m,) =—4rM, 
° ° S 


M’ désignant la somme des masses attirantes intérieures aS. Le 
théoréme est ainsi démontré. 


Il. — MASSES CONTINUES. — GENERALITES. 
SIMPLE ET DOUBLE COUCHE. 


‘560. Potentiel d’une masse continue. — Les théorémes que 
nous venons de démontrer, relativement au champ de forces créé 
par l’attraction de points matériels isolés, s’étendent, comme I’a 
montré Lagrange, au champ de forces créé par Vattraction de 
masses continues. I] suffit, pour cela, de regarder une masse con- 
tinue comme formée d’un nombre infiniment grand de masses 
infiniment petites. Le potentiel 


ae 
? a 
se trouve alors remplacé par une intégrale définie. - 
Divisons la niasse continue en éléments de masse infiniment 


petits dm : soient a, b, ¢ les coordonnées d’un de ces éléments, 
rsa distance au point P(x, y, 2), 


r=y¥(e—aP+(y— b+ (2— 0). 


L’attraction newtonienne de l’élément dm sur l’unité de masse 
placée au point P a pour projections 


pr dae any e4 


rs r3 


nga h 


5 Z2—c 
dm, — f oa dm. 
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La résultante K de ces attractions a donc pour projections 


{spre xr—a 
ime! am, 
—b 
(K) v=—f [ 2 "am, 


Z=— ff am; 


les intégrales étant étendues a tous les éléments attirants dm. 
Considérons alors la fonction de z, y, z 


dm 
U= |] —;3 
= 
la régle de diflérentiation sous le signe [ 5 provisoirement admise, 


donne immédiatement 


La force K du champ dérive done de Ja fonction fU. 

De méme, l’attraction électrique ou magnétique d’une masse 
électrique ou magnétique continue, sur un point P de masse 
unité, dérive de la fonction — kU. 


561. Surfaces de niveau. Lignes et tubes de forces. Flux de 
force. — Les définitions et les propriétés données plus haut pour 
les surfaces de niveau, les lignes et tubes de forces, le flux de 
force, s’étendent d’elles-mémes au champ de forces créé par I’at- 
traction d’une masse continue. 


_ 562, Equation de Laplace. — Nous avons vu que le potentiel U 
d’un systéme de points isolés est une fonction des coordonnées 2, 
y, & du point attiré P vérifiant l’équation de Laplace 


AWk==20 


tant que Je point P ne coincide pas avec un des points attirants. 
On peut donc prévoir que le potentiel d’une masse continue véri- 
fiera également |’équation de Laplace, en tous les points de l’es- 
pace situés en dehors des masses attirantes. Pour le vérifier, 


eT fa 
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a prs 
ry r 


du potentiel, Vintégrale étant étendue a tous les éléments de la 
masse attirante. Dans cette intégrale 


r=y(e%7—a)t+(y—6)?+(4—¢)?, 


x, ¥, 5 désignant les coordonnées du point altiré et a, b, c celles 


reprenons l’expression 


de élément attirant dm; dans l'intégration x, y, 2 sont donc 
regardés comme constants et les coordonnées a, b, ¢c de dm 
varient seules; d’ailleurs, les limites de l’intégration sont indépen- 
dantes de x, y, 5. 

Si le point z, y, 5 est extérieur a la masse attirante, r ne s’an- 
nule pas dans l’intégrale, tous les éléments de l’intégrale restent 
finis et l’on peut appliquer, sans objection, la régle de la diffé- 


rentiation sous le signe} - On a alors 


2U r 
One® ax? 


Calculant de méme les dérivées secondes par rapport a x et y, 


AU = f atam, 
r 


I 0 
et comme A ~== 0 (n° 5o8), on a 


ona 


AU 0: 


L’équation de Laplace est ainsi démontrée. Elle exprime que la 
divergence de l’attraction est nulle en dehors des masses atti- 
rantes. 


563. Lignes, surfaces et volumes attirants. — Les masses con- 
tinues dont on étudie l’attraction peuvent former une ligne, une 
surface ou un volume. 

En Mécanique céleste, quand on veut étudier les attractions 
mutuelles des astres, on est conduit a des attractions de volumes. 
Dans la théorie de |’électricité, on est conduit a des attractions de 
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surfaces, car la matiére attirante est alors répartie sur la surface 
des corps conducteurs. L’attraction d’une ligne n’a pas de signifi- 
cation physique directe, mais on rameéne, dans certains cas, 
attraction d’un volume ou d’une surface a celle d’une ligne. 


564. Potentiel d’une ligne. — Soient ds un élément de longueur 


: dm 3 oe 
de la ligne, dm sa masse; le rapport =p s appelle densite 


linéatre de la ligne attirante. Cette densité peut varier d’un point 
de la ligne a l’autre; quand elle est constante, la ligne est homo- 
géne. Cela posé, en adoptant les notations précédentes, on a pour 
Ja valeur du potentiel de la ligne au point P(x, y, 3) 


ve f[F= 2, 
r ay ia 


Vintégrale étant prise le long de la liene. 


Le potentiel est alors exprimé par une intégrale simple. Il est 
une fonction continue de z, y, 5 admettant des dérivées également 
continues en tous les points ne coincidant pas avec un des élé- 
ments de la ligne attirante. Enfin la fonction U vérifie ’équation 
de Laplace. 

NUE S10) 


a 


en tous les points non situés sur la ligne attirante. 


565. Potentiel d’une simple couche. — Soit une couche attirante 
d’épaisseur infiniment petite ayant la forme d’une surface S. Soient 
ds un élément superficiel de cette couche. dm la masse de ma- 


DN - la wa F; dm 9 
tiére attirante contenue dans cette élément; le rapport Fe = PS ap 


pelle densité superficielle de la couche attirante; quand p est 
constant, la couche attirante est homogéne. En désignant, comme 
plus haut, par r la distance du point potentié P (x, y, 5) a Vélé- 
ment dm de coordonnées a, b, c, on a pour le potentiel 


ara Meares 
eat OT: 


Dans cette intégrale, a, 6, c, 9 sont, sur la surface S, des fonc- 


tions de deux parameétres. On a donc a calculer une intégrale 


double. 


. 
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La fenction potentielle U ainsi que l’attraction K qui en dérive 
sont continues en tous les points P de l’espace non situés sur la 
surface attirante. Le potentiel U reste méme continu quand le 
point P traverse la surface attirante; mais |’attraction varie alors, 
d’une maniére discontinue. C’est ce que nous montrerons d'abord 
sur des exemples. Enfin, en tous les points non situés sur la 
couche, la fonction U vérifie l’équation de Laplace AU = o. 


566. Exemple. — Potentiel d’une couche sphérique homogéne 
infiniment mince. — Nousallons établir les propositions suivantes : 


Soit une couche sphérique homogéne infiniment mince de 
masse totale M, de centre O et de rayon R; la valeur du poten- 
tiel de cette couche en un point P intérieur a la couche est 


‘ x M . . 
constante et égale a; la valeur du potentiel en un point P 


extérieur a la couche estie ale a a 
& OP 


Premigr cas : le point P est intérieur. — Tracons du point P 
comme sommet un céne d’ouverture infiniment petite découpant 
sur la sphére deux éléments superficiels do et do’ placés a des 


Fig. 290. 


distances r et r’ de P. Soit p Ja densité superficielle de la couche; 
les masses dm-et dm’ des éléments do et do’ sont 


dm=pds, dm'=peds'; 


- leurs attractions sur l’unité de masse placée en P sont dirigées en 
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sens Contraire el ont pour intensités 


Spo: ofp do’ | 
rz” r'2 


Mais les éléments do et do! font des angles égaux 4 avec une 
génératrice quelconque AA’ du céne: si donc on décrit de P 
comme centre avec PA =r et PA’=r' comme rayons des surfaces 
sphériques, le céne considéré découpe sur ces surfaces des élé- 
ments dw et dw! qui peuvent étre regardés comme les projections 
de dc et do’ sur un plan perpendiculaire aux génératrices, et l’on a 


du) = ds sin6, dw! = do' sin® ; 


d’autre part, dw et dw’ sont proportionnels aux carrés de leurs 
distances 7 et r’ au sommet P; on a donc 


dw ds r? 


du)’ ds' r'2 
ds ds’ 
peop, 


Les attractions des éléments do et do’ sur le point P sont donc 
égales et opposées. Toute la surface de la couche pouvant ainsi 
étre divisée en couples d’éléments do et do’ dont les actions se 
neutralisent, l’action totale de Ja couche sur le point P est nulle. 
Donc, en tous les points intérieurs, le potentiel est constant, car 


Nas : OU re) Ole ae ns ; 
ses dérivées partielles ya ay = qui définissent l’attraction sont 


nulles. La valeur constante de ce potentiel a l’intérieur est égale 
4 sa valeur au centre, qui est 


er at 


Devxiims cas: Le point P est extéricur. — Soit P’ le point 
conjugué harmonique de P par rapport aux deux extrémités du 
diamétre OP, c’est-a-dire le point tel que OP OP’= R?. Soit dm 
un élément de masse placé en A. Les triangles OAP et OAP’ sont 
semblables, car ils ont un angle égal O compris entre cétés pro- 
portionnels : en appelant r et 7’ les distances AP et AP’, ona 
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donc 
r OP 


= se 


Tr R 
Le potentiel U au point P est 
ia 


remplacant r par sa valeur tirée de la relation précédente, on a 
R dm 
| Oe op ee 


2A ast dm é 
Cette derniére intégrale i est la valeur du potentiel de la 


Fig. 291. 


dm: M 


et 


Nous avons ainsi l’expression du potentiel au point extérieur P. 
Ce potentiel est le méme que si toute la masse de la couche était 
concentrée au centre. On en conclut que /’attraction d’une 
couche sphérique homogéne sur un point extérieur est la méme 
gue st toute la masse de la couche était concentrée au centre. 
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Continuilé du potentiel. — Quand le point P, situé d’abord a 
, Rae ie , ae . é a 
lextérieur, se déplace d'une maniére continue, le potentiel varie 
: we : , het 
@une maniére continue: quand P atteint la couche infiniment 


mince, le potentiel prend la valeur ze quil conserve ensuite dans 


” Bore : ° és it oe is 
tout Pintérieur. Le potentiel varie done d’une maniére continue. 


quand P traverse la couche. [I n’en est pas de méme pour I’attrac- 
tion. - 


Discontinuité de l’attraction. — Si le point P est infiniment 
voisin de la couche @ lextérieur, Vattraction est dirigée suivant 


PO et égale a es. si, au contraire, le point P est infiniment 


voisin de la couche @ l’intérieur, l’attraction est nulle. Cette 
attraction varie donc brusquement quand P traverse la couche. En 
appelant o la densité superficielle de la couche, ona M = 4 R20, 
et Pon voit que fa composante de l’attraction normale a la 
couche (composante qui, dans le cas actuel, se confond avec l’at- 


traction méme) varie de 4nfo quand le point P traverse la 
couche. 


Energie potentielle de la couche. — Nous avons vu (n° 553) 
que l’énergie potentielle d’un systéme de points matériels soumis 
a Vattraction newtonienne est 


m désignant la masse d’un quelconque des points du systéme et 
U la valeur du potentie] des autres points en m. Dans le cas actuel, 
si dm est un élément de la couche, la valeur du potentiel du reste 


M 
de la couche en dm est Ri ona donc 


I M M? 
Vv = 5 i R dm= an e 
367. Attraction d’une aire plane homogéne. — Soit une aire 


s, She . , ° 
plane S homogéne de densité superficielle p. L’attraction H de 
cette aire sur un point m de masse 1 peut étre décomposée en deux 
forces, une H, dirigée suivant la perpendiculaire mp au plan et 
Vautre H, dirigée parallélement au plan. Nous nous bornerons au 


calcul de H,, qui conduit 4 un résultat simple souvent employé. 
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Un élément d’aire do placé en P a une distance Pm=r du 


fps dont la com- 
r2 


point m exerce en m une attraction élémentaire 


posante suivant mp est 
fod« 


a cos0, 
r2 


Q désignant l’angle Pmp. La composante H, de attraction totale 
est la somme de ces composantes élémentaires 


Hy= fof f Foose, 


Vintégrale étant étendue a l’aire attirante S. Le calcul de cette 
intégrale est identique a celui que nous avons fait n° 535 pour le 
calcul du flux de forces di a un point a travers une surface. En 
effet, si l’on méne la normale PN a l’élément do du cété de m, 


9 est aussi l’angle mPN; la force H, est donc le flux de forces qui 
serait produit par un centre attractif de masse p placé en m A tra- 
vers l’aire plane, dans le sens PN. Si l’on considére Je céne ayant 
pour sommet m et pour base l’aire plane, et si on désigne par @ 
Paire découpée par ce cone sur une sphére de centre m et de 
rayon 1, on a, comme on la vu au n° 555, 


Hp= fee. 


Si le point attiré m est trés prés du plan attirant, & une distance 
du plan qui est infiniment petite par rapport aux distances du 
point m aux points du contour de I’aire, l’aire © différe infiniment 
peu d’un hémisphére ; on a donc alors 


Hp =a2nfp.. 
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Il va de soi que !’on ne peut rien dire a priori de la compo- 
sante H, paralléle au plan, puisque cette composante dépend de la 
forme du contour de l’aire. Dans le cas particulier ot le contour 
de V’aire a pour centre de symétrie la projection p du point attiré m 


sur le plan, il est évident que, par raison de symétrie, H, est 
nulle. 


Discontinuité de Vattraction quand le point m traverse la 
surface attirante. — Si l’on prend deux positions m et m! du 
point attiré infiniment rapprochées de la surface S et symétriques 
l'une de l’autre par rapport au plan de cette surface, on voit que 
les composantes H, et H) de l’attraction sur ces deux points sont 
identiques, par raison de symétrie; mais les composantes H, et H), 
sont égales a 27 fp et dirigées en sens contraire, lune suivant mp, 
Vautre suivant m'p. La composante de l’attraction normale a la 
surface attirante subit donc une variation brusque de 4xfp 
quand le point m traverse la surface attirante. 

On a ainsi un deuxiéme exemple d’un fait général déja signalé 
a propos de l’attraction d’une couche sphérique. 


568. Attraction de deux aires planes homogénes identiques 
placées en face lune de l’autre. — Considérons deux aires planes S 
et S’ homogénes et identiques placées de facon a former les deux 
bases d’un méme cylindre droit. La symétrie de la figure par 


Fig. 293. 


‘ 
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rapport au plan Q équidistant de S et S’ permet de montrer que 
les attractions de S sur les divers éléments de S’ ont une résul- 
tante unique F’ normale 4 S’; réciproquement, les attractions 
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de S/ sur les éléments de S ont une résultante F égale et directe- 
ment opposée. En effet, soit A l’attraction d’un élément a de S 
sur un élément b! de S/; associons Ah l’attraction h' de élément b 
de S symétrique de b! par rapport 4 Q sur V’élément a’ de S’ symé- 
trique de a. Ces deux forces h et h’, égales et dirigées suivant les 
diagonales b’a et a'b du rectangle aa' bb’, ont évidemment une 
résultante normale a S/ et dirigée vers S: toutes ces résultantes 
élémentaires se composent en une force F’, Pour calculer F et H*. 
prenons sur S/ un élément do de masse odo placé en m; la compo- 
sante H, de ]’attraction de S sur unité de masse placée en m est, 
d’aprés ce qui précéde, fo, ov @ est l’angle solide sous lequel 
on voit de m Vaire S; sur l’élément pdo le plan 5 exerce done 
une attraction dont la composante normale au plan est 


fe8.p ds; 


Vattraction résultante F’ de S sur S’ étant normale a S’ est la 
somme de ces composantes normales. Donc 


FaF= fet f feds. 


Cas ot les plans sont @ une distance infiniment petite par 
rapport & leurs dimensions. — Dans cette hypothése, pour tous 
les points m de S!, excepté pour les points infiniment voisins des 


bords, on a sensiblement 0 = 2x. Comme, d’autre part, ee ds 


est aire S des deux surfaces planes, on a 
Res pr Ssaref oc 5; 


formule employée dans la théorie des condensateurs électriques. 


569. Discontinuité de l’attraction d'une simple couche quand le 
point attiré traverse la couche. — Soit une surface attirante S de 
densité superficielle variable 9. Soient A un point de la surface, 
m et m’ deux points placés sur la normale en A, infiniment pres 
de la surface et de part et d’autre de A. Appelons H et H’ les 
altractions de la surface surl’unité de masse placée en met en m’, 
et H,, Hl, les composantes de ces attractions suivant la normale 
mm', estimée positivement dans le sens mm’. On a, dans ces 
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conditions, 
/ 
Hp—H, = 4rfe, 


e désignant la valeur de la densité en A. Nous ne démontrerons 
pas ce théoréme en toute rigueur et nous nous contenterons de 
Vindication suivante, en renvoyant pour plus de détails aux lecons | 
de Riemann, Schwere, Electricitét und Magnetismus. Tracgons 
sur la surface, autour du point A, une courbe fermée détachant 


Fig. 204. 


une aire lrés petite S,. La surface S est ainsi partagée en deux 
parties S, et Sy=S —S,. Lvattraction de S sur un point quel- 
conque P est la somme géométrique des attractions H, et H, 
de S, et Sy. Quand le pointattiré P va de m en m’, lattraction Hy 
de S, varie d’une maniére continue, car P ne traverse pas Sq: les 
composantes normales de H, aux points m et m’ différent donc 
infiniment peu. La petite surface S, peut étre regardée comme 
une aire plane située dans le plan tangent en A et ayant une den- 
sité constante p : en lui appliquant le résultat démontré pour 
attraction d’une aire plane (n° 567), on voit que, Pallant de m 
en m’, la composante normale de H, diminue de 4zp/. Donc la 
composante normale de H, somme des composantes normales 
de H, et Hy, diminue de 4xfo. 

Cette propriété a été entrevue par Coulomb, précisée par 
Poisson et démontrée rigoureusement par Laplace et Cauchy, 


570. Aimant élémentaire. — On appelle aimant élémentaire 
un aimant dont les dimensions peuvent étre regardées comme infi- 
niment petites par rapport aux dimensions du champ dans lequel 
on étudie son action. Les aimants élémentaires sont supposés avoir 
la forme de cylindres droits avec les péles concentrés sur les bases. 
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Soient m la masse magnétique positive répandue sur le pdle N, 
—m celle du péle S, ¢ la longueur de l’aimant; considérons une 
masse magnétique égale 4 l’unité positive placée en P, a des dis- 
tances r et r’ des péles S et N. Le potentiel magnétique en P est 


Ss mem m(r—r') 
Us See ae Ie TE 
7 ia Nee TT 


Comme la longueur e de ]’aimant est infiniment petite par rap- 
port aux distances r et 7’, le produit rr’ est sensiblement égal & r?; 


Fig. 299. 


d’autre part, si l’on décrit un arc de cercle NA de P comme centre 
avec PN comme rayon, le triangle SNA rectangle en A donne 


SA =r—r'=€ecos8@, 


§ étant langle de l’axe de l’aimant pris dans le sens SN avec la 
droite qui joint l’aimant au point P. Done 


: me cos8 
U= — 
r2 


. 


On peut aussi exprimer ce résultat de la facon suivante : Ecri- 
vons 
1 { 
nate 
U=me s 


€ 3 \ 


I I . I . I 

le facteur sytem est Vaccroissement A- de la fonction — quand 
. 3»? 93 

on passe du point S au point voisin N situé a une distance ¢ de S, 


Comme: est supposé infiniment petit, le rapport : A - est la déri- 


I : ORS : 
vée de = prise dans le sens SN, c’est-a-dire suivant la normale 
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menée a la base S du cété de N. Si nous désignons cette dérivée 
I 
d~ 
ar al nous aurons 
Par Gn’ 


La droite SN est l’axe de l’aimant élémentaire, et la quantité em 
son moment, d’aprés Poisson. 


Expression analytique. — Rapportons |’aimant élémentaire a 
trois axes rectangulaires et appelons a, 8, y les cosinus des angles 
que fait l'axe SN avec les axes, nous avons l’expression 


dans laquelle «, 8, y sont des constantes. Cette fonction U, étant 
un potentiel dd a des attractions et répulsions en raison inverse 
du carré de la distance, satisfait a l’équation de Laplace en dehors 
de l’aimant élémentaire. Cela est aisé a vérifier, car de l’iden- 


con I ; : yas : ‘ 4 
uté A- = 0, on déduit, en différentiant par rapport a Z, y ou z, 


Ke I J 
0- - O- 
k\ — Jeo NN fics 0 AN eto 
ry haeeee eae 

On a donc AU = 0. 

L’expression U du potentiel d’un aimant élémentaire dépend, 

f BAL aM “ I : 

comme on voit, des dérivées premiéres de Ps Des potentiels conte- 
nant des dérivées d’ordres plus élevés se rencontrent en pyroélec- 
tricité et en piézoélectricité (Maxwe ti, Treatise on Electricity 
and Magnetism). 


Surfaces équipotentielles. — Dans cet exemple, les surfaces 
équipotentielles U = const, sont évidemment de révolution autour 
de l’axe SN: il suffit donc de construire les courbes équipoten- 
tielles dans un plan passant par SN. Si on prend SN comme axe 
polaire, ces courbes ont pour équation 


cos 9 
or Cie 
r2 
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Expression de la force appliquée au point P de masse 1. 
— D’aprés la remargque générale du n° 552, la force appliquée 
en P dérive de la fonction de forces — kU. Ses projections sont 
donc. 


aU aU aU 
—k PPTL ee k oy > —k De. : 
S571. Feuillets magnétiques. Double couche uniforme. — On 


appelle feuillet magnétique un aimant lamellaire dont les faces 
ont des densités magnétiques égales et opposées. Imaginons donc 
un feuillet d’épaisseur constante ¢ affectant la forme d'une surface 
courbe quelconque : cette épaisseur ¢ sera regardée comme infi- 
niment petite : supposons que, sur une des faces du feuillet, soit 
distribuée une couche uniforme de magnétisme positif de densité 
superficielle p, de sorte que chaque élément superficiel ds con- 
tienne une masse magnétique pdo ; supposons que, sur !a face 
opposée, soit de méme distribuée une couche uniforme de den- 
sité —o. Un feuillet de ce genre peut étre considéré comme 
formé par la juxtaposition d’aimants élémentaires NS de longueur 
constante e, dont les axes sont normaux au feuillet et dont Jes 
bases do sont couvertes de masses magnétiques 


BN ¢() pee FOWL? fe 


Le potentiel de cette double couche en un point P est la somme 
des potentiels dus aux aimants composants. L’aimant élémen- 


Fig. 296. 


taire SN de base do a pour axe la normale SN au feuillet : soit 
§ langle de cette normale avec NP; le potentiel de cet aimant au 
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point P est, d’aprés la formule précédente, 


ude cosé 

re t 
r désignant la distance SP et ule produit eo. Ce potentiel élémen- 
taire est positif ou négatif suivant que § est aigu ou obtus, c’est-a- 
dire suivant que du point P on voit Ja base N ou la base S de 
Vaimant élémentaire. La valeur du potentiel de la double couche 
en P est alors, si l’on met p-en facteur, 


36 
van ff Soe, 
e he FE 


Pintégration étant étendue & toute la surface. 
On peut écrire aussi 


og 
ne 7 inet 
ae 
la dérivée = étant prise normalement au feuillet dans le sens SN. 


Cette intégrale a une signification remarquable qui résulte immé- 
diatement de ce quia été yu précédemment pour le flux de forces 
provenant d’un centre unique dans l’attraction newtonienne 
(n° $855). Nous avons vu, en effet, que le flux de forces dia un 
centre unique de masse m placé en P, a travers une surface 
donnée, est 


fm BR ds, 


On voit done que, U désignant le potentiel d'un feuillet 
magnétique en un point P, le produit 


JU als . aie ds 


est égal au flux de forces quenverrau a& travers le feuillet, 
dans le sens SN, un centre unique de masse y. placé en P. 


\ 
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Le potentiel U du feuillet en P est donc égal a 


po 


? 


@ désignant la somme algébrique des ouvertures = dw des cones 
élémentaires ayant leur sommet en P et ayant pour bases les divers 
éléments superficiels do d’une des faces du feuillet (n° 555). La 
face du feuillet qu'il faut actuellement regarder comme positive 
est la face N. 

Le potentiel U est une fonction de la position du point P qui est 
continue tant que le point P ne traverse pas la surface. JI vérifie 
|’équation de Laplace. | 

La force en P dérive de la fonction — kU. 


Conséquences. — 1° Si le feuillet est fermé, la face S étanta 
Vextérieur, son potenuel en un point intérieur est 47, en un 
point de la surface 2 mp et en un point extérieur 0. Quand le point 
attiré P se déplace d’une maniére continue de lintérieur vers 
Vextérieur, le potentiel en P diminue done brusquement de 27 
au moment ou P atteint le feuillet, puis diminue de nouveau de 
a7 quand il sort. 

2° Si le feuillet n’est pas fermé, la méme propriété a encore 
lieu. En effet, soit U le potentiel d’un feuillet ouvert #; fermons 
ce feuillet & l'aide d’un feuillet auxiliaire dont le potentiel au 
méme point soit U’. Alors on peut écrire 


U=(U+U')—U", 


ou U+ U’ est le potentiel du feuillet total fermé ¥ + ¥. Quand 
le point P traverse le feuillet ¥ de la face N vers S, le poten- 
iel U+ U’ du feuillet fermé total diminue deux fois de 27p, le 
potentiel U! du feuillet auxiliaire varie d’une maniére continue, 
donc U diminue deux fois de 2xu, une fois quand P atteint le 
feuillet, une seconde fois quand il I’a traversé. 

Ainsi, tandis que le potentiel d’une simple couche varie d’une 
maniére continue quand le point potentié P traverse la couche, le 
potentiel d’une double couche subit une double discontinuité. 


572. Double couche de densité variable. — Au lieu de supposer 
la densité superficielle + p constante, on peut supposer qu'elle 
varie d’une manfére continue sur chacune des faces du feuillet. En 
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posant encore cp = p, on a, pour la valeur du potentiel du feuillet 
en un point P, 


aS, 
tae [Sa = { ae 
a Syke : on oe 


ou » varie d’une maniére continue sur la surface. Cette fonction U 
vérifie l’équation de Laplace en dehors de la double couche. 

Les propriétés dy potentiel d’une double couche ont été étu- 
diées par Ampére, par Helmholtz, par Neumann, par M. Tauber 
(Monatshefte fiir Mathematik und Phystk, 1897), par M. Lia- 
pounoff (Comptes rendus, 1897, et Société mathématique de 
Kharkow, 1897). On trouvera des renseignements sur ce sujet 
dans Je premier volume da Traité d’Analyse de M. Picard 
(Gauthier-Villars), et dans la Théorie du potentiel newtonien, 
par M. Poincaré (Gauthier-Villars). 


373. Actions mutuelles d’un courant et d’un aimant. — L’action d'un 
courant fermé sur un pdle magnétique peut étre ramenée a l’action d'un 
feuillet magnétique ayant comme contour Ja courbe suivie par Je courant. 

Soit en P un pole magnétique dont la masse magnétique est égale 4 +1; 


Fig. -297. 


soit, d’autre part, un courant électrique d’intensité ¢ suivant un certain 
circuit. Désignons par ds un élément AB du circuit compté positivement 
dans le sens du courant; I’action du pole P sur ds est une force F perpen- 
diculaire au plan de P et de l’élément ds ayant pour intensité 


Mi es 
F= 3 as sing, 


A..— III. 5 
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ou r désigne la distance de P a ds, © l'angle PAB de r avec ds, Aun coef- 
ficient constant dont la valeur dépend du choix des-unités. L’orientation 
de cette force est telle qu'un observateur couché suivant AB, les pieds 
en A, la téte en B et regardant P, ait F 4 sa droite. 

Inversement, l’action de |’élément de courant sur l’aimant est une oie 
égale et directement opposée a F, comme il résulte du principe del exalste 
de |’action et de la réaction. L’aimant est un corps solide dont le pole P 
fait partie; la force F’ doit étre regardée comme appliquée a un point C 
invariablement lié a l’aimant. 

Nous pouvons, sans changer l'état de l’aimant, appliquer au point ah 
force F” égale et paralléle a F’ et une force —F’ égale et opposée : Ven- 
semble des forces F’, — I forme alors un couple, et l'on peut dire que 

‘Vaction de V’élément-ds sur V'aimant se- compose de la force F" égale et 
opposée a F appliquée en P et du couple F’, —f’. L’are ou moment de 
ce couple a une représentation géométrique simple. (Voyez Lippmann, 
Lecons sur les unilés électriques absolues, p. gt.) Considérons le cone 
ayant pour sommet P et pour directrice le courant et coupons ce cone par 
une sphére de centre P et de rayon 1: nous obtenons ainsi une courbe c. 
Les deux génératrices PA et PB de ce cone rencontrent la sphére aux 
deux points a et 6: nous allons montrer que l’axe du couple F’, — F’ est, en 
grandeur, direction et sens, égal au segment infiniment petit ab mulriplié 


par Ad. En effet, axe du couple F’, — F’ est un segment perpendiculaire 
au plan du couple et égal au moment p du couple. 


. ds sing 
feos 


os JE), g 


cet axe peut d’ailleurs étre placé en tel point de J’espace que l'on veut, 


Or axe infiniment petit ab est perpendiculaire au plan du couple: en 
outre, si l’on méne AB’ perpendiculaire a PB, on a 


AB’ =dssino, ab = eS 
Donc on a bien pour le moment 
p= diab. 
Courant fini. — Si l'on prend une portion finie GH du courant, son 


action sur l’aimant est la résultante des actions élémentaires des divers 
éléments tels que AB. Les forces F” provenant des divers éléments se com- 
posenten une seule, K, appliquée en P, et les couples se composent en un 
seul dont fe moment s’obtient en portant bout a bout les moments tels 


que Aiaé des couples composants et prenant la résultante du contour ainsi 
formé. Or, en portant bout a bout Jes éléments ab, on obtient Ja courbe 


sphérique gabh; la corde fermant ce contour est gh: le moment résultant 
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est donc 
high 
en grandeur, direction et sens. 
Courant fermé. — Si le courant est fermé, les deux points G et H se 


confondent, les deux points g et h également, et le moment résultant est 
nul, Donec laction d’un circuit fermé sur un point magnétique est une 
force K appliquée au point. 

574. Action dun courant fermé sur un point magnétique. Potentiel. — 
Soient, comme plus haut ( fig. 297), AB=ds un élément de courant, F 
Yaction du pdle magnétique P de masse +-1 sur cet élément et F’ l’action 
de élément sur l’aimant appliquée au point C de l’aimant. Le courant étant 
fermé, les forces F’ ont une résultante K appliquée en P et les forces F une 
résultante égale et directement opposée — K appliquée au circuit. 

Nous allons montrer, comme application de la formule d’Ampére et de 
Stokes, que l’action K du courant sur le point P est identique a celle d’un 
feuillet magnétique ayant pour contour la courbe suivie par le courant. 

Soient : 


a, b, c les coordonnées du point A du circuit; 
da, db, dc les projections de l’élément ds = AB sur les axes; 
x, ¥, 2 les coordonnées du point P. 


La force élémentaire F” appliquée au point P est orientée de telle facon 

ppg P ¢ 
que le courant tourne autour d’elle dans le sens négatif des rotations; elle 
a pour intensité 


A F 
=a 45 sing. 


Or le moment linéaire d’un vecteur AB =ds par rapport a P est per- 
pendiculaire au plan de P et de ds, dirigé en sens contraire de F” et 
égal a ey 

rdssing. 


ri 
[ a ’ ’ oe . , rik, . or es pe 
Donc F’ est égale et opposée a ce moment linéaire multiplié pat ra 


Le moment linéaire de ds par rapport a P a pour projection sur Ow 
(b —y) de —(c--2z) db. 
La force F” a donc pour projection sur Ox 


-- A [(b—y) de —(e—2) db}, 


ce qu’on peut écrire aussi 


oe on 
—ri\ “db— Sade }; 


68 EQUILIBRE £T MOUVEMENT DES MILIEUX CONTINUS. 


comme il résulte de l’expression r = V(a—ax)yt+(b6—y)?+(c—z)?. La 
résultante K de ces forces a donc pour projection sur Ow 


at a= 
pera W | abi eile 5 
L € 


Vintégrale étant prise le long-du circuit dans le sens du courant. Dans cette 
intégrale, x, y, 2 sont regardées comme des constantes; @, 5, c sont les 
variables d’intégration. On obtient de méme les composantes Y et Z de la 
force K par permutation circulaire. 

Jetons sur le circuit L une cloison continue formant une surface 5 limitée 
par L: la formule de. Stokes (n° 538) donne alors 


[ Pda+Qdb+Rde 
yea te i 
eG eee bi 


P, Q, R étant trois fonctions de a, 0, c. 
Pour transformer lintégrale donnant X, prenons 


( 


nous aurons 


oR __ 9Q ee ie ae S, r 
0b Oc oc? ~~— 0b? 0a? 
exe 
(2) oP oR r 


da 0b 0c da’ 


“ ey . ‘ I e : 
oi la premiére relation résulte de ce que — regardé comme fonction de a, 
r 


6, c vérifie l’équation de Laplace 


2 t AOS : : 
Comme 7 et toutes ses dérivées partielles par rapporta a,b,c ou x,y, % 


sont des fonctions des seules differences a —a, b—y, c— %, on voit qu’en 
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? ie. 8 ’ . . 
appelant w l'une quelconque de ces dérivées, on a identiquement 


Ou Ou 


Les trois expressions (2) peuvent donc étre écrites, en remplagant suc- 


I I 1 
OL DSS 

cessivement uw pat ry oy is 
0b’ Oc’ 


et la formule (1) donne 


I I 
ea |-2 a EH IE 
ze 0a (2) 0b) TY de \ We a5 
Si done on pose 
eee ae 
x. +8 sp 19g ) & 


on voit que X est la dérivée partielle de U par rapport a x. Un calcul 
analogue montre que Y et Z sont les dérivées partielles de U par rapport 
ayetz: 


oU o) 
sees SA aca 
Ox oy 0% 


La force K dérive donc de la fonction des forces U. On peut écrire 


aoe 
+ . r 
U =i A in oo 


la dérivée étant prise suivant Ja normale a S, dans le sens indiqué par le 
théoréme de Stokes. 

On voit que la fonction de forces U est, sauf le changement de Az en p, 
identique au potentiel d’un feuillet magnétique ayant pour contour le cou- 
rant, la face positive du feuillet étant du cété de la direction a, B, y de la 
normale adoptée dans le théoréme de Stokes. 

En appelant @I’angle solide sous lequel on voit du point P la face positive 
du feuillet, on a donc U = X28. Mais il faut remarquer que la force due au 
courant est opposée a celle qui est due au feuillet, car la premiére dérive 
de Ja fonction U et la deuxiéme de la fonction — kU (n° 552). 
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III. — VOLUMES. 


575. Composantes de l’attraction. Potentiel. — Soit un volume 
fini V limité par une surface fermée S. Désignons par dt un élé- 
ment de volume placé au point (a, b, c) et par dm \a'‘masse de cet 


élément : le rapport an ==/6.'S ‘appelle la densité de la masse atti- 


rante au point (a, b, A: cette densité est une fonction de a, b, € 
p = (4, 6,¢) 


que nous supposons continue dans la masse. Si p est constant, la 
masse attirante est homogéne. 

Considérons un point P de masse 1 ayant pour coordonnées 2, 
y, %; soit r la distance de P a l’élément dm. Les composantes X, 
Y, Z de l’attraction K du volume sur le point P sont données par 


xat fof [aes 
i Y= =f ff area 
rah [ire 


c’est ce qui résulte des formules générales données au n° 560, 
ot. dm = edt. L’indice V signifie que les intégrales triples sont 
étendues au volume attirant V. Les var lables d’ intégration sont a. 
Gice He sorte que 


les intégrales triples 


dt =dadbdc. 


Si l’on considére le potentiel 


(2) 


r désignant la distance \/ (a — x)? + (6— vy)? +(e— 2), on voit 


qu’on peut écrire 


paso 2 ,.0U aU 
(3) Ret agc Las ga meg 
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Ces formules résultent, sans difficulté, des régles de différentia- 


tion sous le signe [, tant que le point P est extérieur & la masse 
attirante, car, dans ce cas, r ne s’annule pour aucun systéme de 
valeurs de a, 6b, ¢ et tous les éléments des intégrales restent finis. 
Pour la méme raison, les fonctions U, X, Y, Z admettent des 
dérivées de tous les ordres par rapport a 2, y, 3 en dehors de la 
masse attirante. Mais, comme l’a montré Gauss, il faut examiner 


de plus prés ce qui se passe a cet égard quand le point attiré P est 
dans la masse attirante. 


576. Cas ov le point P est dans la masse attirante. — Nous 
allons démontrer les propositions suivantes : 


1° Les fonctions U, X, Y, Z sont finies et déterminées quelle 
que soit la position du point attiré P; 

2° La fonction U admet dans tout l’espace des dérivées 
premiéres et les relations (3) subsistent quelle que sott la 
position du point P;ilen résulte que la fonction U est continue 
dans tout l’espace; 

3° Les fonctions X, Y, Z adnate dans tout Vespace des 
dérivées premiéres, ou, ce qui revient au méme, la fonction U 
admet dans tout l’espace des dérivées secondes ; il en résulte que 
les fonctions X, Y, Z sont continues dans tout Lespace. 

4° Les dérivées secondes de U sont discontinues quand le 
point P traverse la surface du volume attirant. 


577. Les fonctions U, X, Y, Z restent finies et bien déterminées 
dans la masse attirante. — Supposons le point attiré P(x, y, 2) 
dans la masse attirante. Prenons un systéme de coordonnées 
polaires dans l’espace ayant le point P comme origine. Imaginons, 
par P, trois axes Pa’, Py’, Pz! paralléles & Ox, Oy, Oz, et défi- 
nissons la position d’un point m de lespace par la distance 
Pm =r, l’angle § de Pm avec Pz’ et l’angle’o du plan s’Pm avec 
3'Px’. Les coordonnées a, b, c du point m s’expriment alors en 
fonction de r, 4, par les formules 


a—x=rsin9 cose, 
b—vy=rsin6 sing, 


c— 2= cos. 
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Dans ce systéme de coordonnées, un élément gdt de volume a 


pour expression is 
dt =r*drsin@ dé dg, 


car cet élément de volume peut étre assimilé 4 un parallélépipede 
rectangle ayant pour arétes dr, rd@ etrsin§@ dg; il est, en effet, 
compris d’abord entre deux sphéres décrites de l’origine comme 
centre, avec r et r+ dr pour rayons; ensuite entre deux plans 
passant par Vaxe des z' et faisant entre eux un angle égala de; 
enfin entre deux cénes de révolution autour de l’axe des 2’ ayant 
leur sommet a l’origine et dont les génératrices font avec Vaxe les 
angles §et 9+ a9. - 
Les expressions de X, Y, Z, U deviennent alors 


X=S ff fearsint9 cose ad dy, 

Vyas ff [varsinr6sing a0 de, 
7, =the f fe dr sin6 cos6-d0 do, 
pe Jf ferar sine dd de. 


Ces intégrales ont leurs éléments finis et, comme elles sont éten- 
dues a des valeurs finies de r, 9 et 9, elles ont elles-mémes des 
valeurs finies et bien déterminées. 


(Wl) 


: al : ; 
578. Les relations X = f oy ... subsistent dans le volume aitti- 


rant. — Le point attiré P étant dans la masse attirante, considé- 
rons autour du point P un petit volume V,; le volume attirant 
total V est ainsi décomposé en deux parties, l’une V, et l'autre 
V.—= V — V,. Soient U, et Uy, les potentiels de ces deux volumes 
en P, X,, Y,, Z, les composantes de l’attraction du volume V, au 
point P et X,, Y3, Z, celles de l’attraction du volume V, au méme 
point. Ona évidemment 


U=U,+ U,, X = X;+ Xa, 


Soient, dans le volume V,, un deuxiéme point P’ de coordonnées 
“+ Ax, y, 3, obtenu en déplacant P parallélement 8 Oz, U’ la 
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valeur du potentiel total au point P’, U‘, et Uj, les valeurs des 
potentiels des volumes V, et V2. Ona 


— ——————. . 


(4) UU Uy U,—U, 
Agxv Ax Ag 


y — 
Quand P’ tend vers P, le rapport ee tend vers 7 Xay car, le 


point P étant extérieur au volume V2, ona 


Etudions le rapport eee En désignant par r et r’ les dis- 


tances d’un point variable m du volume V, aux points P et P’, on a 


Eke 
wih ff [28(0-2) 


I i} | . I 
Or la valeur absolue de — (+ — x) est moindre que —, car, 
Az \r r rr 
dans le triangle PmP’, la valeur absolue de Ax est supérieure a 
4 . poke I ° 
a celle de r' —r; d’autre part, il est évident que — est moindre 
ue £(4 4). Si nous appelons enfin le maximum de 
que s\a3 + 5a) pp rz : 


dans U,, ona donc 


JAS] <: oe Les eta ue 
Vv; 


ALT 
En prenant un systéme de coordonnées polaires ayant P comme 


ot le premier membre signifie valeur absolue de 


origine, on a, pour la premiere intégrale ci-dessus, 


Hat hi pi = =f fff esinddrad de 


Les angles 4 et  étant choisis, la direction correspondante ren- 
contre la surface limitant V, en un point dont la distance a P est R; 
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ona donc, en intégrant d’abord par rapport ar i o aR, puis par 
rapporta § deoanetaodeod an, 


27 v9 
Of: de f 0; Rsin6 do. 
0 i) 


Appelons C la plus grande corde de la surface limitant V,, on a 
Rea'Ge 


Vintégrale ci-dessus est donc moindre que 


27 TT 
ac f dg [sind a, 
0 <0 


c’est-a-dire que 4xp, C. De méme, on voit que 


dt 
SS fo <n 


re —U, 


On en conclut 
| < 4m 0,. 


Ainsi, dans la formule 


u-—U U-U U,—U, 
INE ae Ax Aa 


quand Aw tend vers zéro, le deuxiéme rapport du deuxiéme 


| fie: . 
membre tend vers 3X, et le premier reste en valeur absolue 


i 


moindre que 4xo,C. On peut prendre V, assez petit pour que C 
soit plus petit que tout nombre donné, et pour que X, différe de X 


w 


Saul tend vers £X et lon peut 


ig 


aussi peu qu’on le veut : donc 
encore écrire 
10) 


ox \ 


X= 


On voit, de méme, que les deux autres formules (3) subsistent. 
La fonction U ayant des dérivées premiéres en tous les points de 
espace est continue partout. 


O79. Dérivées secondes du potentiel : 1° Point, extérieur. — 
Quand le point P est extérieur aux masses attirantes, on a immé- 
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diatement, par la régle de différentiation sous le signe [ , 


(5) men J Ag Te = eae, 


Ces dérivées sont finies et continues tant que P est en dehors 
de la masse attirante. En les ajoutant, on trouve que. la quantité 
sous le signe d’intégration est identiquement nulle et l’on obtient 
Véquation de Laplace (point extérieur ) 

con DASE FE a Mee 
Ox? oy? oz" 


2° Point intérieur. — Quand le point P est intérieur au 
volume attirant, on ne peut plus calculer les dérivées secondes par 
la régle de la différentiation sous le signe { . Cela tient a ce que 
les intégrales (5) auxquelles conduit l’application de cette régle 
nont plus de sens a cause du facteur . qui devient infimi; c’est ce 
qu’on vérifierait en prenant encore des coordonnées polaires d’ori- 
gine P. Il ne faut pas conclure de la que les dérivées secondes 
n’existent plus dans ce cas, mais seulement qu’elles ne sont plus 
exprimées par les formules (5). Nous allons yoir que ces dérivées 
continuent 4 exister, nous en donnerons l’expression, puis nous 
montrerons qu’elles ne vérifient plus !’équation de Laplace, mais 
une autre équation appelée équation de Poisson. 

D’aprés ce que nous avons vu plus haut, on a toujours 


X OU { palace on 
Faas f TAN tly 


¢ et r sont des fonctions de a, 6, c; on peut écrire 


aff fe Si fee 


car 
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Appliquons ala premiére de ces intégrales la formule de Green 
(n° 533). Pour cela remarquons que la fonction = de a, 6, € 


devient infinie dans le volume V quand le point a, b, c coincide 
avec P. Entourons alors le point P d’une sphére s de rayon trés 
petit ¢; nous pouvons appliquer la formule de Green au volume 
V—s compris entre la surface S et la surface s de la sphére : | 
nous aurons 


see Pacdraen[ [foieaf f% aes) 


oi nous désignons par a, b, c les variables d’intégration. Quand 
le rayon ¢ de la sphére s tend vers zéro, l’intégrale double étendue 


a Vaire s tend vers zéro, car dans cette intégrale r= ¢, ds = ¢*?dw 
en appelant dw l’ouverture du cone ayant pour sommet P et pour 
base un élément do de s; ce qui montre que ¢ se met en facteur. 
La formule de Green donne dence, en faisant tendre ¢ vers zéro, 


ae =f feds: 


d’ot Von conclut 


FB aff ff [be 


la premiére intégrale étant étendue ala surface limite et « dési- 
gnant le cosinus de la normale extérieure avec Ox. Cette pre- 
miére intégrale peut étre interprétée comme étant le potentiel 
d'une simple couche de densité superficielle oa répandue sur la 
surface S limitant le volume attirant V. La deuxiéme peut éga- 
Jement étre interprétée comme le potentiel du méme volume, dans 


lequel la densité de l’élément dt, au lieu d’étre 0, serait ke 
0a 


D’aprés ce qui précéde, ces deux intégrales ont chacune une 
dérivée partielle par rapport a a, dérivée que l'on peut obtenir 


par la régle de différentiation sous le signe [. On a ainsi 


au | et 
sr=—f fs ge ee har. 
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E z eU &U 
On trouverait de méme ——~ , ——- 
oy? 022 
Ces dérivées secondes sont continues dans le volume : mais elles 
subissent une variation brusque quand le point P franchit la sur- 
face S, comme nous le verrons plus loin. 


580. Flux de forces. Théoréme de Gauss. — Nous venons de 
vow que l’attraction K d’une masse continue sur un point de masse 1 
placé au point P(z, y, z) est finie et déterminée quel ane soit P, 
et quelle dérive d’une fonction de forces fU. 

On peut alors étendre au champ de forces ainsi défini toutes les 
définitions antérieures relatives au flux de forces. Le flux de forces 
total & travers une surface ¥ est 


if foto st 


eau . : : 
la dérivée oa étant prise suivant la normale menée dans le sens 
7 


dans lequel on estime positivement le flux. 
On peut également étendre au cas actuel le théoréme de Gauss 
démontré au n° 556 pour l’attraction de points isolés. 


Sout X une surface fermée quelconque, M' la portion de masse 
attirante située dans cette surface; le flux de forces @ travers 
cette surface de Vintérieur vers lextérieur est 


—4nfM’. 


En @autres termes, ona 


ee ds =— 47M’, 


la dérivée étant prise suivant la normale ExviRiEuRE. 


Décomposons le volume attirant en volumes élémentaires, par 
exemple en petits cubes, au moyen de plans paralléles aux plans 
de coordonnées. Remplagons ensuite chacun de ces cubes par un 
point de méme masse que lui placé en son centre de gravité. Soit 
K’ le champ de forces da & ces masses isolées. D’aprés le théoreme 
de Gauss (n° 556), le flux a travers une surface fermée quel- 
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conque © est donné par la formule 


f [ Knas= —4nfM’, 
x 


M’ étant la masse totale des points attirants situés dans 2. 51 main- 
tenant on fait croitre indéfiniment le nombre des cubes élémen- 
taires, de fagon que le volume de chacun d’eux tende vers zéro, 
K’ tend vers )’attractton K due aux masses continues et la formule 


ff Xnae Lie FM 
5 


M’ étant la masse attirante totale contenue dans J. 

Le méme raisonnement étend la formule du flux de forces a l’at- 
traction d’une ligne ou d’une surface. 

De ce théoréme résulte, comme au n° 557, le théoréme de la 
conservation du flux dans un tube de force. 


devient 


581. Equation de Poisson. — Le théoréme de Gauss sur le flux 
de forces conduit immédiatement a I’ équation de Poisson. Soit dans 
la masse attirante une surface fermée quelconque %, ona 


aU 
(6) S Lap = eM, 


M’ désignant la masse contenue dans Y et os la dérivée du poten- 


tiel suivant la normale extérieure. Soit V’ le volume limité par &, 


w= ff fo 
*. y’ 


p= b(a, y, 2), dt = dx dy dz, 


ona évidemment 


Vintégration étant étendue au volume V’. D’autre part, la formule 


de Green donne 
S {Gens f fee 


L’équation (6) s’écrit donc 


ff foen—ee ff foe 
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Sf fav +4ne)ar= 0. 


Cette intégrale est nulle quel que soit le volume V' considéré 
dans l’intérieur de la masse attirante : donc l’élément différentiel 


ou 


est identiquement nul et l’on a 
AU =— dnp 
(équation de Poisson, point intérieur), 


AUS eu 2U 
ont oy? ry zt) watls 


e étant la densité au point 2, y, 2. 

Crest la léquation de Poisson. On peut dire qu'elle comprend 
comme cas particulier |’équation de Laplace, car, si le point 
L, JY, 3 est extérieur a la masse attirante, o est nul en ce point, et 


Yona 
AU=o0. 


582. Discontinuité des dérivées secondes de U. — On voit que 
les dérivées secondes de U sont nécessairement discontinues quand 
le point P traverse la surface qui limite le volume attirant. Car la 
quantité AU, qui est nulle tant que P est extérieur, devient brus- 
quement égale a — 4x0 quand P pénétre dans le volume. 


583. Equilibre électrique d’un corps conducteur, — Soit un 
corps conducteur isolé, chargé d’une certaine quantité d’électri- 
cité et mis en présence d’autres corps électrisés. Si l’électricité est 
en équilibre, une molécule de fluide positif 4 Pintérieur du corps 
ne doit étre sollicitée par aucune force, car, par hypothése, cette 
molécule peut se mouvoir dans tous les sens. Appelons U le poten- 
tiel dd a l’attraction des masses électriques considérées : a |’inté_ 
rieur du conducteur, la force est nulle, done 


aU any RE OO ET 
dn” OV tie Ags ae 
il en résulte que U est constant dans lintérieur du conducteur ; 


l’équation de Poisson, 
AU = — 47, 
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montre alors que la densité électrique p est nulle dans Vintérieur 
du conducteur, car AU est nul. . 

L’électricité se porte donc & la surface du conducteur. 

En dehors du conducteur, le potentiel U devient variable, mais, 
a cause de la continuité du potentiel, U est constant sur la surface 
du conducteur : cette surface est donc une surface de niveau et 
la force en chacun de ces points lui est normale. Les tubes de 
force partent donc de la surface du conducteur, normalement a 
cette surface. 


Densité électrique superficielle. Formule de Coulomb. 

Appelons p la densité superficielle de la couche électrique en 
équilibre sur Ja surface Sdu conducteur. Prenons sur S un élé- 
ment superficiel do et menons le tube de forces ayant pour section 
ds: ce tube est orthogonal a S, puisque S est une surface de 
niveau. Menons une section droite ds, de ce tube infiniment voi- 
sine de do et appelons K, la valeur de la force en do,, force qui 


ae la dérivée eS étant prise sut-. 
dn, dn, 

vant la normale a do,, et k désignant le coefficient d’attraction 
électrique (n° 552). Puis prolongeons ce tubea I’ intérieur du con- 


ducteur et fermons-le par une section ds,. Appliquons ensuite le 


est normale adzs,, etégale a — k 


Fig. 298. 


théoréme du flux de forces au volume ainsi limité. Le flux & travers 
Jes parois latérales du tube est nul; & travers dog, il est nul égale- 
ment, car la force est nulle dans le conducteur; enfin, & travers ds, 
il est K,do,. 

D’autre part, la masse contenue dans le petit volume considéré 


est pda. Ona donc 
K,ds,= 4nkpdo, 


car, en passant de l’attraction de Newton a l’attraction électrique, 


il faut remplacer f par — k (n° 552). 
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Si la section do, se rapproche indéfiniment de ds, K, tend vers 


la force K en ds, a tend vers 1 et ’ona 
Kew Aa 
C'est la formule de Coulomb. 


aU ito ; : ; 
En appelant a la dérivée de U prise suivant la normale exté- 


rieure ado, cette formule équivaut a 


584. Calcul de Vattraction d’un corps sur un point trés éloigné. 


— Soient P( fig. 299) le point attiré que nous supposons trés éloi- 
gné, m un point de la masse attirante de coordonnées a, b, c 


ho 


-La fonction potentielle a pour expression 


v= ff fe 


Vintégration étant étendue a tout le volume. 


Fig. 299. 


sr aaa 


Prenons, dans la masse altirante, un point quelconque O comme 
orjgine des coordonnées; dans le triangle mOP on a, en posant 


, Vass 
mO = 6, mOP. =>, OP =R, 


r?= R®--2R6 cosy + 6G. 


Quand le point m_ occupe successivement toutes les positions 
dans la masse attirante, 6 reste inférieur & un certain maximum; 


s 


R est supposé supérieur a ce maximum. 
6 
A. — III. 
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On peut écrire 


Développons la parenthése par la formule du binome 


1 
(i—k) F=1+ Le eS Ro, 


2.4 
ou 
pa 2? . OF 
c= 008 Y — Be; 


eek! 
nous aurons, en ordonnant par rapporta R’ 


I i 6 
~=5 +o, cosy+ 
= 


RR (3 cos? y=-1) = Jck. 


whe 


52 
R: 


Dans ce développement, le coefficient de —— est un polynome 


ari a+l 
en cosy, P,, (cosy), qui se nomme polynome de Legendre. En 
nous bornant, dans ce développement, aux trois premiers termes, 
nous aurons 


> 


Kepner 28 
(Pea R2 


R cosy + 


~(3 cos? + 


62 é 
Ro RY’ 

. : See ; x 
ott e reste fini quand R augmente indéfiniment. En remplacant a3 


par cette expression dans la valeur du potentiel U, on obtient les 
premiers termes du développement de U suivant les puissances 


Tae a : ‘ ; 
de Pour écrire ces premiers termes, nous imaginerons qu’on 


prenne OP pour axc des x : les coordonnées de m sont alors a, 0. 
cetlona 
a= 6 cosy. 


dt : 

Sei ye oe = 
h 

ton J p(3a?—B)de+ oy 


h vestant fini quand R augmente indéfiniment. 
Toutes ces intégrales triples sont étendues a la masse altirante 3 
elles ont des significations simples. La premiére est évidemmeni 


Donc 
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la masse totale 
ff edt = M. 


La deuxiéme a pour valeur MZ, cn appelant € Vabscisse du 
centre de gravité G de la masse attirante 


Jf feoeam 


en effet a est l’abscisse de la masse élémentaire odz. 
Pour évaluer la troisiéme intégrale, remarquons que 


62= a2+ 62+ c?; 


cette intégrale est donc 


f Jf fee-e-eyeds. 


Or les moments d’inertie de Ja masse altirante par rapport au 
point O et a l’axe OP sont 


mo= ff f(ar+ro+ ct) ed, =f f f(orrer)par; 


Pintégrale considérée est donc 
2M — 34. 
Le développement de U est ainsi 


Lee Kor.MeE io Ot oa 34 ak 
(7) PR ite rake... Kt 


> 


formule fréquemment employée en Mécanique céleste. 

Dans cette formule, § est la projection du vecteur OG sur OP. 
Quant & diy, en appelant A, B, C les moments d’inertie de la 
masse attirante par rapport a trois axes rectangulaires quelconques 
menés par O, on a pour le moment d’inertae par rapport au point O 


(n° 314) 
2Jhe= 44+ B+ C. 


_ Sil’on prend le point O au centre de gravité G, R désigne la 
distance GP, ona §=0 et la formule devient 


J M > JNlE—od h 
8) out SE TEE | 


y 
\ 
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ot dig est le moment d’inertie de la masse par rapport au centre 
de gravité et [le moment par rapport a Vaxe GP. 

Ces formules montrent que, quand R augmente indéfiniment, 
le potentiel U tend vers zévo et que le produit RU tend vers M. 


; : ‘ : . M 
On dit aussi que le potentiel devient nul 4 lVinfini comme x 


Quand le point attiré P est trés loin, on peut prendre approxi- 


mativement 


R désignant la distance du point P au centre de gravité; daprés 
vara 
la formule (8) l’erreur commise est de l’ordre de a 
585. Sphére pleine homogéne. — Soit une sphére pleine homo- 
géne de rayon R et de densité ¢; sa masse totale est 


S 
M = qa. 


, \ 
Cherchons l’action de celte sphére sur un point P, de masse 1. 


1° Le point P est extérieur. OP > R. — Si Von décompose le 
volume de la sphére en couches concentriques homogénes, l’at- 
traction de chacune de ces couches sur le point P est la méme que 
st la masse totale de cette couche était concentrée au centre O. 

L’attraction de la sphére entiére, somme des attractions des 
diverses couches, est donc la méme que si la masse tolale de la 
sphére était concentrée au centre : elle a pour intensité 


eM R3 


2 


OP 3 OP. 


La valeur du potentiel de la sphére au point P étant la somme 
des potentiels des diverses couches est égale a 


Magee Bs 
OR. 3.) or 


Sur la surface OP = R et le potentiel devient +noR?, 
3 0 


2° Le point P est intérieur. OP <R. — Divisons le yolume 
attirant en deux parties 1 el 2 par une surface sphérique de centre O 
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et de rayon OP. L’action de la partie externe 1 est nulle; l’attrac- 
tion de la sphére inierne 2 est la méme que si la masse tials de 


Fig. 300. 


—3 
cette spheére Ano OP était concentrée au centre : elle est donc 
* 2 
4 OP h 
=n f ——— = 3 ref OP. 
. OP 


Cette attraction varie proportionnellement a la distance au centre. 

Soit U la valeur du potentiel de la sphére en P; quand le point P 
subit un déplacement infiniment petit, U varie de aU et le travail 
de l'attraction F est fdU; d’autre part, ce travail est 


—fF dOP = —~no fOP dOP. 


Egalant ces deux valeurs, ona 


dU =— 4x 0PdOP, 
9, — touey 
U=—-+7n20P +0, 
9 


ou C est une constante indépendante de la position du point. Sur 
la surface, OP = Ret le potentiel devient 


— 5 7oR?+C. 
3 


: - ‘ h : 
Egalant cette valeur a la valeur 3 7p R? que nous avons trouvée 


plus haut pour le potentiel sur la surface, il vient 


Qo 70 R2, 
dot 
\ 


——4 
Di 27h? —— 57? ORT 
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On vérifiera aisément sur cet exemple Jes théorémes généraux 
établis précédemment. Si le point P(x, y, 2) est extérieur a la 


sphere, ona 
AU =0; 


stl est intérieur, 
AU = — 470. 


586. Autre expression du potentiel d’un volume homogéne. 
Formule de Gauss. — Soit un volume homogéne V de densité e 
limité par une surface S. Appelons a, b, c les coordonnées d’un 
élément 

dt = dadb de 
du volume V, ct do un élément de la surface S; a, 8, y les cosinus 
directeurs de la normale a de vers |’extérieur de V. Appelons enfin 
Z,y, 2 les coordonnées du point attiré P, et posons 


r=+Yla—at(O—yh 4 (e—e 


Le vecteur ayant pour projections 


is : Pea a bea 
r Aes Der: 
est défini en chaque point a, b, ¢ distinct de P; Ua pour diver- 
gence 
dS) 0B. 0G 4 
dah Cue RE. 


. { 
ila pour longueur = La formule de Green donne alors 


OA OB 710) 
SSI Qrar a) = =f [irs+ BB+ Cyas, 


c’est-a-dire 


au. t a(a—xy+Bl(b—y¥)+yle—s) 
ES le - ds. 


On voit facilement que cette formule s'applique, que le point P 


soil exterieur ou intérieur a V, quotque, dans ce dernier cas, — 
See 


devienne infini dans le champ de Vintégrale triple. HH suffit, pour 
cela, suivant le procédé classique, U’exclure de ce champ une sphére 
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de rayon ¢ et de centre P, et de vérifier qu’on obtient la formule 
en faisant tendre ¢ vers zéro. Dans cette formule, 


a(a—x) | B(b—y) y(e—2) 
rhe Tr Ips 
est égal a 
cos (7, nr), 


(7, m) désignant l’angle du vecteur Pds, joignant le point P al’élé- 
ment ds de coordonnées a, b, c, avec lanormale extérieure n ade. 
On a donc, pour le potentiel 


at 
U ===} of f é a. 
la formule 
(4) Ui bf feos, n)ds 
2 é 


due a Gauss. 

Appelons cété positif du plan tangent & la surface S au point a, 
b, c, le cété opposé a la normale extérieure, et désignons par p la 
distance du point P a ce plan tangent, regardée comme positive ou 
comme négative, suivant que du point P on voit le cété posiuf ou 
le coté négatif de ce plan. On a 


p=a(a—a)+8(b—y)+7(e—2) 
et 


(2) U=Ef [Fae 


Le potentiel du volume en P est done égal au potentiel d’une simple 
ete a5, + i. 
couche dont la densité superficielle, en do, seratt > pp. Cette den- 


sité fictive varie avec la position du point P. 
Les composantes de attraction 


J 
coy, a 


~ On’ A Qae Tid 


ont alors pour expressions 


(3) =f f fidew' f [PST Oas, 
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car 


Op r a—2z 
dnC hape Mies 


Mais on sait que l’on a aussi, 


a 
x=—ef f Fas, 


car, d’aprés la formule de Green 
’ p 1, 


1 
Ons 
a-—-aZz Vg Dik 5) & 
x=ef ff = fil of fia. 


On a donc, en remplacant dans la formule (3) la premiére inté- 


xX eat 
grale du second membre par — et réduisant, 


(4) x= of [2S o2 as, 


avec deux formules analogues pour Y et Z. Ces formules montrent 


que l’attraction du volume sur le point P est celle d'une simple 
couche dont la densité superficielle aurait la valeur 9p, double de 
la précédente. 


587. Attraction d’un polyédre homogéne. — Appliquons main- 
tenant ces formules a un polyedre homogene. Soient S,, Sz, ..., 
Sx les différentes faces planes qui limitent le polyédre; p,, ps, --., 
px les valeurs algébriques de leurs distances au point P, le signe de 
Ps €tant + Ou —-, suivant que, du point P, on voit le cété positif 
(intérieur) ou le cété négatif (extérieur) de la face S;. Ona, d’aprés 
la formule (2), en remarquant que, pour chaque face, p est cons- 
tant et égal a p;, et en posant 


ds. 
w= fof as 
S; U 
ott Vintégration est étendue aux éléments de la face S,: 


(5) U= © (pyUr+ peUst-...+ pan). 
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Cette formule donne le potentiel en P. Ce potentiel est la somme 
des potentiels des diverses.faces auxquelles on supposerait des den- 
sités superficielles égales respectivement a 


AP) ORE ne a PPS 
2 2 2 


Ce résultat est donné par Betti dans son Ouvrage Theorta delle 
Forze Neutoniane, Pisa, 1879, p. 100. 

Quant 4 Patiraction, elle a pour projections les dérivées de U 
par rapporl a 2, y, 3; mais, en prenant ces dérivées, il faut remar-: 
quer que py, Po, ..., px dépendent linéairement de x, y, 3. On 
pourra écrire le résultat, d’aprés la formule (4) qui donne 


(6) X =o (p:Xi+ prXo+...+ prXx), 


ou 


Vintégration étant étendue aux éléments do de la face S;. 

L’attraction du polyédre sur le point P est donc la résultante 
des attractions qu’exerceraient sur ce point les diverses faces S; 
auxquelles on attribuerait respectivement les densités 


PPi1, PP2, +++) PPk: 


doubles des précédentes. | Voir Tissenann, Traité de Mécanique 
céleste (Paris, Gauthier-Villars), t. II, 1891, Chap. V.| 


IV. — PROPRIETES GENERALES DES FONCTIONS 
VERIFIANT LEQUATION DE LAPLACE. 


388. Objet de ce paragraphe. — L’équation de Laplace 


presto YUL 
= Gat T Oye oat 


joue un réle trés important en Physique ot elle se rencontre dans 
les questions suivantes : l’attraction, [électricité statique et dyna- 
mique, le magnétisme, la propagation de la chaleur, Vhydrodyna- 
mique. ; ; 

Nous venons de yoir, en effet, que le potentiel da 4 l’attraction 
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newtonienne, ou a |’attraction de masses électriques ou magné- 
Liques vérifie }’équation de Laplace en dehors des masses altirantes ; 
én outre, ce potentiel est nul 4 Pinfini. Le flux de force se dirige 
dans le sens du potentiel croissant s’i) s’agit de’ l’attraction de 
Newton, et dans le sens du potentiel déeroissant s’il s’agit des 
attractions électriques ou magnétiques. 

Dans Ja théorie de la propagation de la chaleur, d’aprés Fourier, 
on rencontre également l’équation de Laplace. Imaginons, en effet, 
un-miliew conducteur de la chaleur, homogéne et vsolrope, c’est- 
a-dire jouissant des mémes propriétés dans toutes les directions. 
Supposons ce milieu limité par des surfaces maintenues a des 
températures, constantes en chaque point, mais pouvant varier 
dune maniére continue d'un point 4 autre des surfaces limites. 
fl s’étabhit alors un équilibre de température dans ce milieu : une 
fois cet équilibre atteint, la température U en chaque point du 
milieu est une fonction des coordonnées x, y, 3 vérifiant l’équa- 
tion AU = 0. Les surfaces U = const. s’appellent alors surfaces 
tsothermes. Le flux de chaleur a travers un élément dz du milieu 
marche dans le sens des températures décroissantes et son expres- 


sion est — kde, k étant le coefficient de conductibilité du 
milieu et oi la dérivée de U prise normalement a l’élément. Si 


le milieu conducteur est illimité, action des sources de chaleur 
ne se fait pas sentir & Vinfini. - 

Enfin, en Hydrodynamique, on rencontre la méme équation 
dans les conditions suivantes : Imaginons un liquide animé d’un 
mouvement permanent dans une certaine région de l’espace. Alors 
les molécules liquides qui passent suecessivement en un point 
géométrique déterminé x, 7, 3 y passent avee une vitesse constam- 
ment la mémce : soient wu, ¢, « les projections de cette vilesse; ces 
guantités sont des fonctions de x, y, 3 vérifiant la condition d’in- 
compressibilité 


(1) Ou ov Ow 


dx ov * Os oO, 


que nous établirons plus tard. Supposons que ces vitesses dérivent 
d’un potentiel U, c’est-a-dire que Von ait 


tea) [a vn 


Ox 


ee ee a ae ey 
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alors la fonction U est, d’aprés (1), assujettie & vérifier l’équation 
de Laplace AU=o dans toute la masse liquide. Les lignes de forces 
sont ici remplacées par les trajectoires des molécules. Le flux de 
forces a travers un élément do est remplacé par le volume du 
liquide traversant cet élément pendant lunité de temps 


Chaque propriété des fonctions vérifiant l’équation AU =o 
pourra étre interprétée dans ces trois ordres de phénoménes. 
Inversement, cerlaines propriétés des fonctions vérifiant cette 
équation peuvent devenir intuitives, suivant qu’on les interpréte 
de lune ou l'autre facon. 

Nous allons indiquer les propriétés les plus importantes des 
fonctions vérifiant l’équation AU = 0, fonctions que nous appel- 
lerons, pour abréger, fonctions harmoniques. Nous nous bor- 
nerons, sauf mention expresse du contraire, aux . fonctions 
uniformes. 


589. Signification de AU. — D‘aprés le théoreme de Green 
(n° 537), o& Von fait o=1, 4) =U, on a pour un volume quel- 
conque, dans lequel U est finie ainsi que ses dérivées premiéres 
et secondes, 


(a) | fffea=f fae 


En particulier, si le volume V est un volume infiniment petit dt 
entourant un point (x, y, 5), la premiére intégrale comprend un 
seul élément et l’on a 


ce qui donne une signification de AU indépendante du choix des 
axes. La quantité AU est done une fonction invariante pour toutes 
les transformations de coordonnées orthogonales : c’est, d’aprés 
Lamé, un paramétre différentiel. 

Si la fonction U est harmonique dans un volume donné V et 
reste finie ainsi que ses dérivées premiéres et secondes dans ce 
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volume, on a, d’aprés (2), 


(3) SL Ger 


Cette derniére équation signifie que le flux 4 travers la surface S 
est nul; c’est ce que nous avons vu (n° 545). 


590. Absence de maximum et de minimum. — L’équation que 
nous venons d’écrire permet d’établir le théoréime suivant : 


Une fonction harmonique finie, ainsi que ses dérivées pre- 
miéres et secondes dans un volume, n’a, dans ce volume, ni 
maximum, ni minimum. 


Soit P un point quelconque du volume, nous allons montrer 
qu'il est absurde de supposer que U est maximum en ce point. 
En effet, décrivons de P comme centre une sphére de rayon R 
assez petit pour que cetle sphére soit tout entiére dans le volume. 
Le théoréme précédent, appliqué a cette sphére, donne 


(4) SLGRe=> 


Vintégrale étant étendue 4 la surface de la sphére et la dérivée 
de U étant prise suivant la normale extérieure, c’est-a-dire suivant 
le rayon prolongé. Cette intégrale doit étre nulle quelque petit 
que soit R : or, si la fonction U était maximum en P, elle devrait 
diminuer quand on s’éloigne de P dans une direction quelconque; 


dU Kies i é 
toutes les valeurs de Faux divers points de la surface sphérique 


. ; : ¢ aU < 
seraient donc négatives et la somme des produits a at serait 
nh 


négative et non nulle. [1 n’y a donc pas de maximum de U en P. 
De méme, il n’y a pas de minimum. 

Si U désigne un potentiel di A Vattraction newtonienne ou a 
des attractions électriques ou magnétiques, le résultat précédent 
s'énonce ainsi: Le potentiel n’a ni maximum ni minimum en 
dehors des masses attirantes. D'aprés la réciproque du théoréme 
de Dirichlet (t. U, n° 449, p. 325), on voit qu’il ne peut exister 
de position d’équilibre stable pour un point attiré, entigrement 
libre, en dehors des masses attirantes. 


at 
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Crest ainsi, par exemple, que, pour un point matériel attiré par 
deux centres fixes A et B en raison inverse du carré des distances - 
(n° 552), il existe une position d’équilibre entre les deux points : 
mais c’est évidemment une position d’équilibre instable. 


(4 fyiltee . ” . ‘ . 
Vntorime. — Une fonction harmonique ne peut pas avoir 
sur une surface, sur une ligne ou dans un volume, une valeur 


constante plus grande ou plus petite que toutes les valeurs 
VOIsiNes. 


Soit, comme précédemment, U une fonction harmonique uni- 
forme finie ainsi que ses dérivées premiéres et secondes dans une 
certaine région de lespace. Il est impossible que, dans cette 
région, il existe une surface S sur laquelle U) prenne une valeur 
constante plus grande (ou plus petite) qu’en tous les points voisins 
situés de part et d’autre. En effet, s'il en était ainsi, on pourrait, 
d’un point quelconque A de cette surface comme centre, décrire 
une sphere d’un rayon assez petit pour que, sur cette sphere, 


qq, alt un signe constant, excepté peut-étre le long de la ligne 


a . : x he Ryan 
d’intersection de la sphére et de la surface ot a pourrait étre 


nul. En effet, si U est, sur la surface, plus grand que dans le voi- 

sinage, U décroit quand on s’éloigne de A dans une direction quel- 
conque, sauf pour les directions situées sur la surface pour les- 
quelles U est constant. Mais alors l’intégrale 


(5) lfRe 


étendue & la surface de cette sphére serait différente de zéro, car 
tous les éléments auraient un signe constant; ce quiesl en contra- 
diction avec l’équation (4). 

On voit de méme qu’il est impossible que, le long d’une ligne, 
U ait une valeur constante plus grande (ou Be petite) que les 
valeurs aux points voisins. 

Enfin, il est impossible que, dans la région considérée de l’es- 
pace, il y ait un volume » dans lequel U serait constant, de telle 
facon que, dans le voisinage immédiat de «, U soit constamment 
plus grand (ou plus petit) que dans ». En effet, s’il en était ainsi, 
en prenant un point quelconque A sur la surface s limite de ¢, et 


, 
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décrivant de ce point comme centre une sphére d’un rayon suffi-. 
samment pelit, on aurait :. 

é 3 f he , dU 

1° Sur la portion de surface sphérique extérienre av, pour 7— 


un signe Constant; 


; Usa Bea 1a 
2° Sur la portion intérieure, =~ = 0. 


L’intégrale (5) étendue & laire de cette sphére ne serait donc 
pas nulle, ce qui est en contradiction avec l’équation (4). 

On conclut de ce qui précéde le théoréme suivant, relatif a une 
fonction harmonique nulle sur une surface fermée : 


St une fonction harmonique U est uniforme, finie ainst que 
ses dérivées premiéres et deuxiémes dans un volume V, et prend 
la valeur zéro sur la surface limite S, elle est nulle dans tout 
le volume. 


En effet, si la fonction n’était pas nulle en tous les points du 
volume, parmi les valeurs qu'elle prendrait dans le volume, ul y en 
aurait une C qui serait plus grande ou plus petite que toutes les 
autres. Le lieu des points pour lesquels on aurait 


UG 


se composeratt ou de points isolés, ou de lignes, ou de surfaces, ow 
de volumes. Dans le premier cas, la fonction serait maximum 
ou Minimum en un point, ce qui est impossible. Dans les autres 
cas, la fonction aurait, sur une ligne, une surface ou, dans un 
volume, une valeur constante plus grande (ou plus petite) que 
toutes les valeurs voisines; ce qui est également impossible. Donec 
la fonction U est rulle. 

Dans ce théoréme, le volume considéré V a une forme quel- 


conque : par exemple, la forme d’un tore, ou du volume compris 
entre une sphére et une sphére intérieure, etc. 


Cas d’un volume indéfint. — Un théoréme analogue a lieu 


pour les fonctions harmoniques &.l’extéricur d’une surface fermée 
donnée : 


Si une fonction harmonique U reste finie ainsi que ses déri- 
vées premiéres et secondes a Vextérieur d'une surface fermée 
donnée %, side plus cette fonction prend la valeur zéro sur 3 
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et sannute a Vinfint, la fonction U est nulle dans tout l’espace 
considéré. 

En effet, si la fonction U n’était pas constante dans le volume 
indéfini considéré, il existerait dans ce volume soit des points, soit 
des lignes ou des surfaces, soit des volumes ow la fonction prendrait 
une valeur constante plus grande (ou plus petite) que les valeurs 
voisines. Ce qui est impossible. Donc U =o dans tout le volume. 


Conséquence: 


Si deux fonctions harmoniques U, et U2 finies ainsi que 
leurs dérivées premiéres et secondes dans un volume donné V 
prennent sur la surface limite les mémes valeurs, elles sont 
identiques dans V’intérieur du volume. 


En effet, la différence U,— Uy, est une fonction harmonique 
finie ainsi que ses dérivées dans le volume V ct s’annulant sur la 
surface. D’aprés le théoréme précédent, cette difference est nulle 
dans tout le volume. 

Un théoréme analogue a lieu pour un volume indéfini situé a 
Pextérieur d’une surface fermée 2, a condition que U,— U2 s’an- 
nule sur la surface = et 4 l’infini. 


391. Une fonction harmonique uniforme finie et déterminée ainsi 
que ses dérivées premiéres et deuxiémes en tous les points de 
Vespace, a distance finie ou infinie, est une constante. — Imaginons 
une fonction harmonique U, finie ainsi que ses dérivées premiéres 
et deuxiémes dans tout espace, el prenant une valeur finie déter- 
minée quand le point «, y, % s'éloigne indéfiniment suivant une 
loi quelconque. Cette fonction U(2, y, %), si elle n’est pas 
constante, a nécessairement un maximum et un minimum. Le 
maximum, par exemple, peut étre attemt a I infini; mais alors le 
minimum est A distance finie. Soit C la valeur minimum de U. Le 
lieu des points tels que U(z, y, 4)==C peut se composer de 
points isolés, ou de lignes, ou de surfaces, ou de volumes. Mais 
cela est imposssible, d'aprés les théoremes du numéro précédent ; 
la fonction est donc une constante. 


502. Détermination d’une fonction harmonique par ses valeurs 
sur une surface; théoréme d’existence. — Nous avons vu (n° 590) 
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que, si deux fonctions harmoniques dans un volume V, finies ainsi 
que leurs dérivées premieres et secondes, prennent les mémes 
valeurs sur la surface limite S, elles sont identiques. Cela revient 
a dire qu’il n’existe pas deux fonctions harmoniques prenant des 
valeurs données sur une surface fermée et remplissant a l’intérieur 
les conditions indiquées. Mais on est alors conduit a se demander 
sil existe toujours une fonction harmontque prenant sur la sur- 
face des valeurs données a l’avance. La réponse est fournie par le 
théoréme suivant : 


Il existe une fonction harmonique untforme finte ainsi que 
ses dérivées premicres et deuxiemes dans le volume V et pre- 
nant, sur la surface 8, des valeurs données a Vavance se suc- 
cédant d’une maniére continue. 


On peut se rendre compte de ce fait par des considérations phy- 
siques. [in effet, regardons le volume V comme un milieu homo- 
géne et isotrope conducteur de la chaleur; maintenons les divers 
points de la surface S & une température constante pour chaque 
point, mais variant arhbitrairement d’un point a lautre. Il s’établit 
alors, dans l’intérieur du volume, une température stationnaire. 
Cette température est une fonction U(r, y,z) qui prend les valeurs 
données sur la surface et qui, comme I’a montré Fourier, est har- 
monique dans le volume. - 


Cas Wun volume indéfint. -- Supposons que le volume V 
s’étende a l’infini et comprenne toute la partie de l’espace exté- 
rieure a des surfaces fermées données dont l’ensemble constitue 
la surface limite S$. Jl existe encore une et une seule fonction 
harmonique dans V, finie ainsi que ses dérivées premiéres et 
deuxiémes dans V, prenant sur la surface limite S des valeurs 
données et sannulant a@ Vinfini. 

L’existence de cette fonction résulte des mémes considérations 
physiques que pour le cas d’un volume fini. 


593. Principe de Dirichlet. -- Pour démontrer mathématique- 
ment l’existence d’une fonction harmonique répondant aux condi- 
tions indiquées ci-dessus, Dirichlet emploie un raisonnement qui 
repose sur le principe suivant : 


Soit une fonction quelconque o(2z, y, z) (harmonique ou non) 
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finie ainst que ses dérivées premieres et deuxiémes dans le 
is me a , M) 
volume V et prenant sur la surface S les valeurs données : soit, 
’ r s : : ae 
dautre part, lintégrale triple essentiellement positive 


Ve) la ae ete) [2 


étendue au volume. Dirichlet regarde comme évident que, parmi 
les fonctions 9 en nombre infini remplissant les conditions 
indiquées, tl en est une U qui rend iintégrale | minimum; 
puis. il fait voir que cette fonction U réalisant le minimum est 
harmonique, ce qui démontre le théoréme. 

Voici le calcul de Dirichlet : 

Soit ¢ la fonction rendant 1 miénimum, prenons une fonction 
voisine . 

e+ eb, 


¢ étanl une constante infiniment petite ety u désignant une fonction 
arbitraire dans V, assujettie aux mémes eedinone de. continuité 
que ¢ ect nulle sur S. Si Pou remplace © par © + eb, Vintégrale 
doit prendre une valeur J plus grande que [. Cette nouvelle 
valeur J est 


SS LUE) 


en posant 


dt = 1+2cH+e?K 


w= ff [( gs se eh PR Bn a ee 
OL Ox Oy oy 02 02 
J —I devant étre positif quel que soit le signe de <, on doit avoir 


Heo, 


quelle que soit 4. Mais, d’apreés la formule (2) de Green (p. 7), 
Vintégrale H peut s’écrire 


H =f y («St = es oY Sip te! Ay dx, 


ou la premiére intégrale est étendue a ta surface 5 limitant le 
volume V. Mais sur S, la fonction % est supposée nudle; Vinté- 
A, - III. 7 
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grale double est donc nulle et l’on a 


H=— ff [sear 


cette intégrale devant étre nulle, quelle que soit la fonction 4, 


on a nécessairement 
Ag == 71) 


dans tout le volume V: Car $i Ao avait un certain signe dans une 
portion de V, il suffirait de prendre pour ¢ une fonction ayant ce 
méme signe, pour que H ne soit pas nulle. 

La fonction 9 qui rend I minimum est par suite harmonique : 
il existe donc une fonction harmonique dans V, prenant sur S des 
valeurs données. Tel est le raisonnement de Dirichlet. 


Mais Weierstrass a montré, dans une critique approfondie des principes 
du calcul des variations, qu’il n’est pas permis d’affirmer @ priori l’exis— 
tence d’une fonction U remplissant les conditions indiquées a l’intérieur et 
sur la surface, et rendant J’intégrale I minimum : on peut seulement 
affirmer qu'il existe pour l’intégrale I une limite inférieure dont elle 
s’approche autant qu’on le-veut par un choix convenable de la fonction 9, 
mais qui n’est pas nécessairement alteinte effectivement pour une détermi- 
nation spéciale de » remplissant toutes les conditions exigées. 

Un théoréme d’existence du méme genre, fondé sur le méme raisonne- 
ment et relatif 4 des fonctions de deux variables, a été employé par 
Riemann dans la théorie des fonctions d'une variable complexe qui se rat- 
tache a celle du potentiel logarithmique (vozr Ja fin du Chapitre). 

On posséde actuellement des démonstrations mathématiques rigoureuses 
du théoréme d’existence tant pour le cas de deux que de trois ou méme 
de n variables. Citons entre autres les travaux de M. Schwarz (QEuvres 
complétes, t. If), de Christoffel (Annali di Matematica, 1870), de 
M. Harnack (Grundlagen der Theorie des logarithmischen Potentiales, 
Leipzig, 1887), de M. Painlevé (Comptes rendus, t. CXII, 1891). 

Pour l’espace, Ch. Neumann a donné une méthode appelée Méthode des 
arithmetischen Mittels (Allgemeine Untersuchungen iiber das New- 
tonsche Princip der Fernewirkung, Leipzig, 1877); cette méthode-a é1é 
étendue par C. Neumann lui-méme au cas de deux .variables et par 
M. Riquier au cas de n variables (Thése de Doctorat, Paris, 1886). Une 
méthode quil faut rapprocher de celle de Ch. Neumann est la méthode 
donnée par Robin dans sa Thése de Doctorat, insérée aux Annales de 
l’Ecole Normale (1886). M Poincaré a indiqué une méthode dite métho ‘e 
du balayage (American Journal, t. XA, 18go ). Enfin M. Hilbert a publie 
deux Mémoires, l'un traduit par M. Laugel dans les Nouvelles Annales 
de Mathématiques, t. VIII, 1900; l'autre publié dans les Mathematische 
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Annaten, t. X{X, 1904; on doit rapprocher de ces deux articles un travail 
de M. Lebesgue (Rendiconti di Palermo, 1907). 

Ces méthodes ne se bornent pas a prouver l’existence de la fonction har- 
monique, elles en donnent des expressions approchées. II nous est impos- 
sible d’entrer ici dans les développements mathématiques qu’elles'com- 
portent. 


dU he 
594. Cas ov an &st nul sur une surface fermée. — Soient une 


surface fermée S, U une fonction harmonique uniforme finie 
ainsi que ses dérivées premitres et secondes dans le volume V 


Fee : _d 

limité par cette surface; si = 
nr 

surface 8, U est constant dans le volume. Appliquons, en effet, 


a ce volume la formule (8) de Green (n° 535) en faisant 


est nul en tous les points de la 


Wim Cenk UNCC cept Yana) 
Nous aurons 


Jf f foswe 
a oe dU\2, (0U\?_ /0U\? Sede 
pee Sc 4 ae i = 5 — 
yeti [es aay) aie oan Tp oa ae 


; : dU 
Or, actuellement, AU =o dans le volume et 0 sur la sur- 


face. Donc ona 


ee ae) ay) ze) -| 2 


Si U n’était pas constant dans V, ses trois dérivées partielles ne 
seraient pas nulles, et cette derniére intégrale ayant tous ses élé- 
ments positifs ne serait pas nuJle. Donc U est constant. 

Par exemple, si, dans un champ de forces créé par des attractions 
newtoniennes, électriques ou magnétiques, il existait un tube de 
forces fermé, comme un tore, ne contenant aucune masse agis- 
sante et tel que le potentiel U soit uniforme dans son intérieur, 
le potentiel serait nécessairement constant dans tout le tube, car 


5 aU 
en tous les points de la surface du tube on a a= 
Conséquence. — Si dans un volume V deux fonctions harmo- 


niques uniformes U, et U, sont finies ainsi que leurs dérivées 
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ieres et d tsi la surface dU eaoal Wee la 
premieres et secondes, et si, sur la Hip = g a,” i 


différence U, — U, est constante dans le volume, car cette diflé- 
rence est une fonction harmonique U remplissant les conditions 
précédentes. 


Remarque. ie L’équation (6) peut servir également a établir le 
théoréme du n° 590, car, si la fonction harmonique U est nulle 
sur S,on a encore |’équation (7); done U est constante dans V, et, 
comme elle est nulle sur S, elle est nulle dans V. 


595. Détermination d’une fonction harmonique U dans un 


dU 
volume, quand on connait U et a 


un volume limité V deux fonctions uniformes U et U! de z, y, 5 
finies ainsi que leurs dérivées partielles des deux premiers ordres 
et vérifiant chacune |’équation de Laplace; la formule de Green 


(n° 535, 3 bis), ot gp==U, b= U’, devient 


«) Coe 
s dn dn 


Pa intégration cue étendue Aa la surface qui limite le volume con- 


sur la surface. — Soient dans 


a 


sidéré, et nots . désignant les dérivées prises suivant la normale 


extérieure a cette surface. 
Si Pune ou autre des fonctions cessait de remplir les condi- 
tions de continuité indiquées, la formule devrait étre modifiée. 
Supposons, par exemple, que U(z, y, 3) vérifie dans le volume V 
les conditions indiquées, mais prenons pour U! la fonction 


Ui es 1 
CNS ea Oger varie 


a, b, ¢ désignant les coordonnées d’un point fixe A situé dans le 
volume V. Cette fonction U! de z, y, 3 vérifie ’équation 


SUs==vos 


mais elle cesse d’étre continue au point A. Entourons le point A 
3 < x C L , 

dune sphére o de centre A et de trés petit rayon, et considérons 
hi portion du volume V extérieure & cette sphére. Dans ce nouveau 
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volume, U! est continue : les surfaces limitant ce nouveau volume 
se composent de la surface S limitant V et de la sphére o. 


Fig. 3or. 


On a donc, en appliquant la formule générale (8) au nouveau 
volume ainsi limité, 


1 e 1 
o {fe ie ‘ [(.# Wet aee 
9 rdn vain ; zy es PRG eae pane 


la premiére intégrale étant étendue 4 la surface S limitant le 
volume primitif et la seconde a la sphere ¢; les dérivées sont prises 
suivant les normales extérieures au volume, c’est-d-dire exté- 
rieures a la surface S et intérieures a la sphere c. 

La premiére intégrale étant évidemment indépendante du rayon 
de la sphére oc, il en est de méme de la seconde. Dans cette seconde 
intégrale, le premier terme s’écrit 


Lf [Ges 


car 7 est constant sur la surface o et égal au rayon de la sphere; 
d’autre part 


on le caleule comme il suit : La normale intérieure & la sphere 
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coincide avec le rayon; la longueur dn d’un élément de normale 
intérieure est — dr et 


He ee 
ie 5 


ane dr r? 


L’intégrale ci-dessus est donc, en appelant r le rayon de la 


sphere c, 


. I 
ae ye ae 


En prenant des coordonnées polaires d’origine A, on a, sur la 
sphere o de centre A et de rayon r, 


x=a+rsin§coso, 
y=b+rsinGb sing, 
&6=¢+7rcosO, 
ds =r? sin§ di dy; 


Vintégrale est donc 


! 27. wT 
—f dy f U(a+rsin§cosy, b+rsin8 sing, c+rcos6) sind dé. 
0 0 


Cette intégrale étant indépendante du rayon r de la sphere, 
nous aurons sa valeur en faisant tendre 7 vers zéro : on trouve ainsi 


—4nU(a, b, ce). 


La formule (g) devient donc 


(10) 


ia) 
I 
fees 
aU , 
Carb eye is ea pila Noes fs) 
a AT 5) rdn ae at 


Elle donne la valeur de la fonction harmonique Uren un point | 


(a, b, c) intérieur au volume quand on connait les valeurs de U 


et gn sur la surface limite S. 
dn 


Mais, comme il résulte du théoréme d’existence, les valeurs 


U ‘ i e Ogee 
de U et qn Ne peuvent pas é¢tre prises, en méme temps, arbitrai- 


rement. 


! 
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Cas d’un volume indéfini. — Supposons que le volume V 
soit indéfini et se compose de la région de l’espace extérieure a 
une surface fermée Y. La méme formule s ‘applique pourvu que la 
fonction U et ses dérivées eer nulles & Vinfini de telle fagon 


que les produits RU, R22 ane Re > RO restent finis quand z, 


_Yy,% deviennent infinis, fe ad pour valeur /x?+ y?+ 27; la 


dé ead dU fi : © . . 
érivée —— figurant dans la formule doit toujours étre prise vers 


Vextérieur du volume V. 

En effet, décrivons de O comme centre, une sphére 3! ayec un 
rayon R assez grand pour que la surface limite Z soit dans cette 
sphére. Considérons le volume V’ extérieur 4 = et intérieur A ¥! et 
appelons (a, 6, c) un point de ce volume. La formule (10) s’applique 
a condition de regarder comme surface S limitant le volume V' 
lensemble des surfaces ¥ et 3’. On peut donc écrire 


I 
vanom Ef [8 vz)a 
t 
a 1 dU a: of 
\ ae ot rdn Mer ee 


ot la premiére intégrale est étendue a la surface %, la seconde & la 
sphére ¥’: r est la distance du point a, 6, c a |’élément de. 

Si maintenant on fait croitre R, rayon de ©’, indéfiniment, la 
derniére intégrale tend vers zéro. En effet, en appelant , 8, y les 
cosinus directeurs de Ja normale extérieure aX’, ona 


(11) 


wid i Seats dlp 
‘dn 0x oy v Oe? 


d’autre part, comme nous l’avons vu précédemment (n° 555), on a 


§ désignant l’angle de la normale extérieure a la surface en un 
point do avec la droite r allant du point a, 6, ca élément do. 


Enfin 
ds = R? dw, 
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dw étant Vouverture du cone de sommet O et de base: ds. La 


deuxiéme intégrale peut donc s écrire 


fe [sil il DN EES Se = RU cos) do). 
ae te S 


ee ae au : 
Quand R augmente indéfiniment, R? 7, et RU restent finis, le 


R nity : lage d 
rapport — tend vers 1. La quantité sous le signe d’intégration reste 
Fe 


Oo- 


donc finie; 


I 
4aR 
duit tend donc bien vers zéro. 

La formule (11) donne alors une formule identique a (10), avec 


cette différence que le point (a, 6, c) est extérieur a & 


1 

t a= 
( ) U I 5 au ipees Fae, 
12 a, D , com) —— -—— lo 

( y r dn dn 

les dérivées étant prises en suivant la normale interieure a XS. Si 
Von prend les dérivées vers Vextérieur de X, il faut changer le 
stgne du deuxiéme membre. 


596. Premiére application. — La valeur moyenne d'une 
fonction harmonique sur une sphére est égale a sa valeur au 
centre. — Supposons, dans la formule générale (10) qui précéde, 
que.S soit une sphére ayant pour centre le point (a, b, c). Alors 

[ 
ae 
. le | 
sur cette sphére 7 est constant; de plus = er car la normale 
< € tee 
extérieure dv est égale a Vaccroissement infiniment petit dr du 
rayon. La formule devient alors 


Uae baeee [Sas 
; far) Ss dn 
Ba iadeon | [ Cas. 
POra 5 


Mais U étant, par hypothése, finie ainsi que ses dérivées pre- 
miéres et deuxiémes dans la sphére S, on a (n° 587) 
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Done 


one Stokes 
Vie h c\= [ U ds, 
4m? 
« a § 
ce qui démontre le théoréme, car le deuxiéme membre est ce qu’on 
appelle valeur moyenne de U sur la surface de la sphére. 


597. Deuxiéme application. Couches de niveau. — Imaginons 
un systéme de masses attirantes dont le potentiel soit U. Puis con- 
sidérons une surface de niveau fermée XY comprenant toutes les 
masses attirantes a ‘son intérieur. Soit U = € Véquation de cette 
surface. Distribvons sur © une simple couche dont la densité en 
chaque point ait pour valeur 

1 aU 
0b es 


: An dn 


la dérivée étant prise normalement a¥ vers Vertérieur. On obtient 
ainsi ce qu’on appelle une couche de niveau : cette couche a les 
propriétés suivantes : 


Lattraction de cette couche sur un point extérieur est la 
méme que celle des masses attirantes données. Son attraction 
sur un point intérieur est nulle. 


Pour démontrer ce théoreme, il suffit de montrer que, si l'on 
appelle U' le potentiel de cette couche 


1° A Vextérieur de S, U' est égalaU; 
2° A Vintérieur de 3, U! est constant. 


En effet, prenons d’aberd un point P(a, b,c) extérieur a la 
couche. Le potentiel U! de © en ce point est 


re prea ty 1 (ipa es 
U'(a, bey= f [bae= 4z.} Jagr dn a 


r étant la distance de Pa l’élément de. Mais, d’aprés la formule (12) 
du n° 595, on a, puisque les dérivées sont prises vers Vexterieur 


de &, 
ype 
1 1 aU r 
Pee eae aie Rage any 
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On en déduit 


; % Pi 
U'(a, 6, c)= Ula, Rvenreg yet 


La derniére intégrale est nulle; en effet, sur 3, U= C; cette 
intégrale est donc 


c’est-a-dire zéro, car le point P(a, b,c) est en dehors de 2 (n° 555). 
On a donc bien 
Ul (ab, 6) Ulan byEc)- 


ce qu il fallait démontrer. 


fl est facile de voir maintenant que, dans 2, U! est constant. En . 


effet, le potentiel U’ de la couche ¥ est continu dans tout l’espace 
et vérifie partout l’équation AU'=o, excepté sur la couche. 
Comme a l’extérieur U' est identique a U, on a, sur la couche, 
Utes€. 

La fonction U!— Cest alors, dans l’intérieur de 2, une fonction 
harmonique finie ainsi que ses dérivées premiéres et deuxtémes ; 
de plus cette fonction s‘annule sur £ : elle est donc nulle dans ©. 

Ce théoréme et d'autres du méme genre, mais plus généraux, 
ont été découverts par Green el retrouvés d’une autre fagon par 
Chasles. [1 constitue une sorte de réciproque du théoréme du 


n° 3583. 


598. Fonction de Green. — Si |’on connait la valeur de la fonc- 
tion harmonique U sur une surface fermée S, cette fonction est, 
d’apres le théoréme d’existence, entiérement déterminée a |’inté- 
rieur, en admettant qu’elle y soit finie ainsi que ses dérivées pre- 
miéres et deuxiémes. La formule du n° 595 ne permet pas de la 
calculer en un point intérieur, car cette formule exige la connais- 


aU 2 
sance de U et—— sur la surface. Elle ne permet donc pas de résoudre 


le probléme de Dirichlet. Mais Green a fait la remarque que cette 
formule permettrait de résoudre le probleme de Dirichlet si l’on 
connaissait, pour la surface S, une fonction harmonique spéciale 


eel cei 
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qu’ona appelée fonction de Green. Cette fonction G(x, y, 2; a, b, c) 
est assujettie aux conditions suivantes : 


1° Elle est harmonique dans le volume V limité par S; 


2° Elle est, dans ce volume, finie ainsi que ses dérivées pre- 
miéres et deuxiémes; 


3° Elle prend sur fa surface S les mémes valeurs que la fonc- 
. 1 ele ° é h 
tion —, r désignant la distance d’un point de la surface au point 


intérieur a, b,c. 


te eo whe é : ; 

D’apres le théoréme d’existence, cette fonction existe et est 
unique. Supposons qu’on la connaisse. Ona alors, comme U et G 
sont finies dans V ainsi que leurs dérivées, 


‘ , aU dG 
f(g -oZ)e=o 


Retranchons cette formule du deuxiéme membre de la rela- 
tion (10), en nous rappelant que, sur la surface S, la fonction G 


I GRO) cad : ae 
—; les termes en —— disparaissent, et il vient 
r dn ” 


I 
q = 
I dG Ce 
(13) poe ie SST ES ds, 


formule qui permet de calculer U dans le-volume quand cette 


est égale a 


fonction est connue sur la surface. 


Cas d’un volume indéfini. — On peut de méme résoudre le 
probléme de Dirichlet pour un volume indéfini extérieur a une 
surface fermée © quand on connait la fonction de Green pour un 
point (a, 6, c) extérienr 4 S. Cette fonction G est alors assujettie 
a étre harmonique dans le volume extérieur a X, a rester finie 


ainsi que ses dérivées premieres et deuxiémes dans ce volume, a 


devenir a Vinfini nulle comme , enfin a prendre sur & 


Vr y+ a 
les mémes valeurs numériques que 


i) I 
7 Me — apa (y— b+ (2—e) 
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599. Fonction de Green dans le cas de la sphére. — Supposons 
que S soit une sphére de rayon R; soient P un point intérieur de 
coordonnées a, 6, c, et P’ le conjugué harmonique de P par rap- 
port aux deux extrémités du diamétre OP; désignons par r et r’ 
les distances d’un point quelconque de l’espace aux points P et P’; 
on a, comme on I’a vu au n° 566, 


R 
(14) <= 55) 


sur toute la sphére. La fonction de Green pour Vintérieur de la 
sphere est alors 

' Rees 

G(a, ¥, 3, a, 6b, = OP wii 

En effet, cette fonction est harmonique; elle est continue ainsi 


que ses dérivées dans la sphére, car le point P’ est extérieur; 

. , : I : 
enfin, sur la sphére, elle prend les mémes valeurs que =: d’apreés 
la relation (14). 


On a donc, en remplagant G par son expression actuelle et 


faisant OP = 2) OP’ =U’ 


t / { e d— a.) 
(abc) iz J U eae at ds. 


Soient A un point de la surface sphérique, 4 et 4’ les angles de 
la normale extérieure, prolongement de OA, avec les droites AP 
et AP’, ona (n° 555) 


|= 


i 
Of a= 
: { : ar I 
— = — cos’, — = — cos; 
dn pi 3 dn r? : 


~ 


en outre les deux triangles OAP et OAP’ donnent 


22 = R272 + 2Rr cos, 


U2 = Rt+ r2 + oRr'cos6’; 
comme ona 
R2 Lk 
ap 8 = Ni r, 


Pines 


la deuxiéme relation devient 


R?= 22+ r2+ orl cos8'; 
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donc, en retranchant, 


2— R?= r(Rcosé — lcos0’) 
et enfin 


La formule trouvée peut donc s’écrire 
(R2— 2)U 
ji aah en 
(14) U(a, b, ¢) SP = a. 


Le probléme de Dirichlet ést ainsi résolu pour une sphere. 


600. Application. — Sz une fonction harmonique uniforme U (2, y 3) 
est finite ainsi que ses déri ivées premiécres et deuxiémes en tous les points 
de Vespace, et si sa valeur absolue reste en tous les points de l’espace 


inférieure a une limite fime L, cette fonction se réduit ad une con- 
stante (1). 


De lorigine comme centre, avec un rayon R, décrivons une sphére : 
puis appliquons la formule (14) d’abord en supposant le point (a, 6, c) 
dans une position quelconque dans la sphére; puis en supposant ce point 
a l’origine, ce qui donne pour la valeur Ug de U a Vorigine 


j U 
(15) Uj= Pon ds, 


car, P étant en O, r=R, / =o. On a donc, en retranchant, 


UWo—Uia beo=raef {(R- A) Uae, 


Or Pélément superficiel do de la sphére de rayon R est égal a R?dw, dw 
désignant l’ouverture du cone de sommet O et de base dz, et l’on a 


W-Uia oat f ffr—-Aa" Sa |v ao., 


Lintégrale du deuxiéme membre a, d’aprés cela, une valeur fixe indé- 
pendante de R. Nous allons montrer que cette valeur est nulle. 


ne ee R 
En effet, faisons croitre R indéfiniment, le rapport — tend vers 1 pour 


tous les points de la sphére, car le point P reste fixe; donc le facteur 


_ (R2— B)R 


r3 


(1) Voyez Traité d’Analyse de M. Picarp, t. FE, p. 152 
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tend vers zéro; d’ailleurs U reste, en valeur absolue, moindre qu'un nombre 
fixe L. L’intégrale tend donc vers zéro, et comme elle est constante elle 
est rigoureusement nulle, On a ainsi 


U(a, 6, c) = Uo; 


la fonction U, en un point guclaon guys ‘a la méme valeur qu’a l’origine; 
elle est constante. | 


601. Propriétés caractéristiques du potentiel d’un systéme de 
masses continues. — Soient des masses continues occupant un 
volume formé d’un ou de plusieurs morceaux distincts limités par 
des surfaces fermées. Le potentiel de ces masses est une fonc- 
tion U qui remplit les conditions suivantes : 


1° La fonction U est finie ainsi que ses dérivées pia et 
deuxiémes dans tout l’espace; 

2° Elle s’annule a l’infini; 

3° Elle vérifie l’équation de Laplace AU=o en dehors des 
masses attirantes et l’équation de Poisson AU = — 4x0 dans les 
masses attirantes. 


Ces propriétés caractérisent le potentiel. — Si par un pro- 
cédé quelconque on a trouvé une fonction U,(2, y, 2) possédant 
les trois propriétés indiquées, on peut affirmer qu'elle est iden- 
tique au potentiel U. 

En effet, la différence U, — U est finie ainsi que ses dérivées 
premiéres et deuxiémes dans tout l’espace, et elle vérifie partout 
Uéquation de Laplace, car, dans les masses attirantes, on a 


AU,;= — 470, AU =—4n0, 


done 4(U, — U)=o. 

D’aprés le théoréme du n° 594, la fonction U,— U est-cons- 
tante, el, comme elle est nulle a lV’infini, elle est. nudle partout. 
Done U, =U. 

602. Application au calcul du potentiel d'un ellipsoide homo- 
gene. — Comme application, nous exposerons la méthode donnée 
par Dirichlet dans le Tome 32 du Journal de Crelle, pour obtenir 
le potentiel d’un ellipsoide homogéne de densité p. 


CHAPITRE XXIX. — ATTRACTION. POTENTIEL. itt 


Soit Pellipsoide homogeéne dont la surface a pour équation 


X2 Ye Zp 
A be on ree 


1° Désignons par x, y, 2 les coordonnées d’un point donné P 
de Pespace extérieur a l’ellipsoide, c’est-a-dire tel que 


2 
se ae == JE 


Dans ces conditions, |’équation suivante en u 


x? 2 2 
ah) Re N Aware rear 
admet une et une seule racine positive; en effet, si dans le pre- 
mier membre de cette équation on fait croitre wu de o a 0, ce pre- 
mier membre part d’une valeur positive et décroit constamiment 
pour arriver finalement a la valeur —1 : il s’annule donc une et 
une seule fois. Nous désignerons par u la racine positive unique 
de l’équation (16). Cette racine est une fonction de x, y, 2 qui 
s’annule quand le point P vient sur la surface de l’ellipsoide et 
devient infinie quand le point P s’éloigne indéfiniment dans une 
direction quelconque. 
Cela posé, le potentiel U au point extérieur P est Tene par 


U=nabep f OE ree ae ie ON ges a 
(17) Ci : (: PS aL BE A) Yeo’ 


ott l’on pose pour abréger 


@ (A) = (a2-+ A) (62+ h) (ce? = ). 


2” Supposons maintenant le point P intérieur a Lellipsoide; le 
potentiel U est donné par 


eo 


8 U b ep? yy 3 di 
(1 = ta cof (C- a5 (Roe) ———— 
) i a?+ih b+ =e? +) Ve(a) 


Si le point P est surl’ellipsoide, les deux formules se rac- 
cordenf, car u = 0. 


Démonstration. — Nous allon, montrer que la fonction U ainsi 
définie posséde les propriétés caractéristiques du potentiel. 
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Différentions U par rapport a #, nous aurons : 
i” Si le point est extérieur (formule 17) 


0U = dh 
wn rabepa [ wa 
ov uw (a+) V¢(A) 
wv e va d 
—nabea ps ase Be 
eu b+u @+u/ Jo(y) @ 


ott le second terme provient de ce que la limite inférieure uw est 
fonction de x. Mais ce second terme est nul puisque u véritie, par 
hypothése, l’équation (16). On a donc 

oU © ee dh 


(1c —— = 2 e0C z | eta 3? Pee Ro 
ig) Ox Pp hy (ath) Von) 


2° Si le point est intérieur (formule 18) on a immédiate- 


aU ‘ Sheed ARE ee 
(20) an te conf meee mia 


; . IU au : : ; 
On calculerait de méme ar el =: On voit, d’aprés ces formules, 


que la fonction U et ses dérivées sont continues dans tout I’es- 
pace. 

Calculons maintenant les dérivées deuxiémes : 

1° Si le point est extérieur, on a, en différentiant la formule (19) 
et se rappelant que uw est fonction de 2, 


2U . ' 2 dx PRL aEA 1 Ou 
Wee ee col f (at+ 2) Votr) oaeru lo(u) Ox 


1 o2U 02U : 
Calculant de méme —> et —> etajoutant, ona 
oy? oz? : 


ie I { j ah 
AU =: b — + at ete ee 
2 ce| if (is 1 G22 t ==) p(a) 
1 ( Caen Ot 3 Ou s du’ 
+ aes ( St 7 FC — |} I 
V9(u) a2 + Ue OR 7 uw OY c+ =) | 
On a, pour l’intégrale indéfinie, 


i ae l dy 2 
(91) { — ae GN caret ¥ Vv 


& 
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done Vintégrale définie de u a @ est et ona 
7 @(u) 
AU = 27abcp poet meno ces Ata SEG Pot peti. Soles tee 
C+ udxr b+udy  c?+udz ‘o(M) 


Cette quantité est nulle; en effet, dérivons successivement 
l'équation (16) par rapport & x, y, 5, nous aurons 


22x ae y? B du 

2 pee Sens Ciearen nue perme ate 7a oar aca! [scp a 
Gas 0 (a? uu)? (6% + u)? (ce? -+ uw)? | ox 

DY en Pa Bye ss B Ou ys 
b+ u (a2+u)  (6?+u)? (c?+u)?{oy ” 

22 x y? 3 Ou 

2 oe, 2 2 T. 2 ASU > — =0. 
e+ u (a?+u) (b%+u)2  (e?4-u)? | dz 


Ajoutons ces équations aprés avoir multiplié la premiére par 


——— .- la deuxiéme par — _, la troisiéme par -s » nous pour- 
a*+-u 62+ u C+ u 
Aes 1 l x? y? Bt 
rons diviser le résultat par ——— + —— ———— et 
iM (a?+ uw)? Tagine u)? ins (c?+ uw)? 
_ nous verrons que 
AUie=xe% 


2° Si le point est intérieur, on a, en différentiant la for- 
mule (20), 


a2U fe di 
—— = —-27abco : 
ox aS (@+)) Ve) 
i a2U &@U : 
calculant de méme —;, — > et ajoutant, ona 
OV AO 24 
. I I 1 dh 
AU = —anabep f ( -  — — ) emia 
St R tae DatoN CPLEX Vo(a) 
L'intégrale indéfinie est — —= et Vintégrale définie 255 
‘ v2(4) ate 
donc, a Vintérieur, 
AU = —— 479 


Enfin, la fonction U, donnée par (17), s’annule a l’infini, car uv 
est infinia Vinfini. 

La fonction U définie par les formules (17) et (18) est done le 
potentiel de l’ellipsoide. 


603. Ellipsoide de révolution aplati. — Supposons, en particu- 
lier, que l’ellipsoide soit engendré par la révolution d'une ellipse 
A. — III. 3 
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d’axes a et b, a> 6 autour du petit axe. Alors, en prenant Vaxe 
de révolution pour axe Oz, il faut dans les formules précédentes 


remplacer & par a et c par b. Donc: 


Point extérieur, 
U=natbe ["(,_ SH _ 2? ) d), 
u a?+-i 62+ } Vola) 
p(A) =(a2?+ A)? 62 +4), 


u étant la racine positive de 


xz Sau e zr 


a+ u 6o+u 


=I 


Point intérieur ou sur la surface, 
MH 2 2 22 ax 
U=natdp [ (.— Ste) 
0 < as -t \ =—/ V9( \) 
Calculons cette derniére intégrale. Ona 


Me a = 2[$=aretan | = Zaretan = 
5 ate ne Le Seah te Sh 


pe dh Sapam oe f cate’ 
Cea SS cel Gb ew ee: 


or 


[ee aes = eee =e — are tang 
“0 (a?+d) (bt+ aE ors 


comme on le voit facilement en faisant 


Ae + x = 12 
ev posant 


19 


— bd. 


ca 


P) \ a ce ‘ 
D’aprés cela, si l’on pose 3h dou 


a = 62+ c? = b2(1+- ke), 
on a, pour un point intérieur a lellipsoide ou situé sur sa sur- 
face, 


2mp (1+ k2) 


U= a 


x [ «re are tang k — - (a? + y?) (are tang k — Se! — 2*(k —arctang | 
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Les composantes de l’attraction sur un point de masse 1 placé 
Ente ee te : : : 
soit & Pintérieur, soit sur sa surface, sontalors données par les trois 

oU 0U 0U 


dériwées—; 2-3 iplié : 
es 5» er multipliées par f. 


V — MASSES ATTIRANTES ILLIMITEES. 
POTENTIEL LOGARITHMIQUE. 


Dans tout ce qui précéde, nous avons supposé les masses atti- 
rantes limitées. Si nous les supposons illimitées, le mot attrac- 
ton peut ne plus avoir de sens. Nous allons passer d’abord en revue 
quelques cas particuliers ou l’attraction a encore un sens. 


604. Attraction d’une droite homogéne indéfinie sur un point P. 
-- Considérons une droite matérielle homogéne AB ( fig. 302). 


Fig. 302. 


soit A la masse de l’unité de longueur, soit P un point attiré par 
les différents éléments de cette droite. Nous allons démontrer 
que l’attraction de la droite sur le point P tend vers une limite 
lorsque A et B s’éloignent indéfiniment-et que cette limite est 
indépendante de la fagon dont les points A et B s'éloignent a 
Vinfini. 

De-P abaissons : — perpendiculaire PO sur la droite AB. 

Soient PO = 4; s la longueur Om comptée a partir de O pris 
pour origine ; ds un élément de la droite placé en m; » la masse 
de P; r= Pm; dsa pour masse hds. L’attraction de ds sur Px 
pour expression ete 


ee 


ee oo 
Soit 8= OPm. Nous avons 


s = otang 9, pa 
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En différentiant, 


d. de 
Spies 8 s ae 


cose tian 


attraction élémentaire a donc pour expression 


Sehdd : 


19) 


Les projections de cette attraction sur Ox et Oy sont 


h 
hs ces iy Nig a Ad lide 2 
é6 ny 

Soient 9, et 4, les angles correspondants aux points A et B. Nous 
aurons pour expressions des projections sur les deux axes de l’at- 
traction de la droite limitée AB 


8, 
x= sin dO, 
o 9 


0 


9; 
Vs fee ff (—cos6d0), 
9, 


i 
i?) 


ou 
{ph 


A= —* 5 


{cos 6; — cos 69), 
Voss — (sin 0, — sin 69). 


On vérifie facilement que cette attraction est égale 4 celle qu exer- 
cerait, sur le méme point P, un are decercle homogéne ayant pour 
centre P, pour rayon 6, pour densité linéaire A, et limité aux deux 
droites PA et PB. Si A s’éloigne & Vinfini a gauche, Ba Vinfini a 


. Tv Tv 
droite, 9%) tend vers — = 0, vers + >? et nous avons 


Sehr ev Mase ck 
$ 
L’attraction devient perpendiculaire & la droite: elle varie en 
raison inverse de la distance du point & la droite. 


605. Attraction d’un cylindre indéfini a base finie sur un point. — 
L’attraction d’un cylindre indéfini sur un point a un sens, si l’on 
suppose la densité 9 constante tout le long d’une paralléle aux 
génératrices du cylindre. 


t 
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SoitP (fig. 303) le point attiré de masse 1. Menons par ce point 
la section droite = du cylindre. 
Soit do un élément de cette section droite placé en A: le cylindre 


Fig. 303. 


droit élémentaire indéfint ayant pour base do peut étre regardé 
comme une droite homogéne, dont la densité linéaire, masse de 
Punité de longueur, est h =p de. D’aprés ce que nous avons yu 
plus haut, Vattraction o de ce cylindre élémentaire sur P est diri- 
2fods 
PA 
Pour connaitre l’attraction du cylindre en tous les points de 


gée suivant PA et égale a 


Vespace, il suffit évidemment de calculeri’attraction sur un point P 
qui occupe successivement toutes les positions possibles dans le 
plan d’une section droite 2. Prenons dans le plan de la section 
droite © deux axes rectangulaires Ox et Oy. 

Soient x et y les coordonnées de P; a et b celles de A; et r la 
distance PA 


r= (ea aP a oF 


Les projections de l’attraction élémentaire © sur les axes Ox et 


Oy sont 


= = 5 
ofp =A ds,  —afe* = ds: 


2 


attraction résultante F est donc dans le plan de la section droite 


et a pour projections 


= p(x —a) Lars [ [Pe 
» =—9S ff, 3 dc, Y ay eae ¢ 


Dans ces intégrales, ¢ est une fonction donnée de a et b, et Vin- 
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tégration est étendue A l’aire de la section droite 3. En posant 


va—f felogras=f [ plog*as, 
x z i 


V est une fonction de x et y; et l’on peut écrire 


ov ON 
0 te ny aa irra 


L’attraction, dans le plan zOy, dérive donc du potentiel V, 
qu’on appelle potentiel logarithmique. 
On vérifie, sans peine, que l’ona 


Plogr Mlogr _,. 
0? oy? ; 


le potentiel V vérifie donc, en dehors des masses attirantes, l’équa- 
tion 


eV oV 
(1) ae 


ox? oy? 


? 


analogue a |’équation de Laplace. 
“A Vintérieur de la masse attirante, le potentiel logarithmique 
vérifie l’équation 
oy o2V 
eS + ra = — 2T7?, 
analogue a ’équation de Poisson. 

L’étude des fonctions de x et y vérifiant l’équation (1) est inti- 
mement liée a l'étude des fonctions d’une variable complexe 
r+ Yt. Nous renverrons, pour cette question, au 7raité d’Ana- 
lyse de M. Picard (premier Volume). 


606. Attraction d’un plan indéfini. Indétermination du pro- 
bléme. — L’expression attraction dun plan indéfini homogéne 
sur un potnt n'a pas de sens précis. Soit, dans un plan donné, 
une aire homogéne S de densité superficielle p L’attraction H de 
S sur un point P de masse 1 peut étre décomposée en deux forces : 
rh une force normale au plan H, égale A fo0, ot © est langle 
solide du cone de sommet P et de base S (n° 567); 2° une force 
paralléle au plan. Hy. Supposons maintenant qu’on fasse grandir 
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indéfiniment aire S dans tous les sens, de fagon qu’elle recouvre 
progressivement tout le plan : dans ces conditions, la compo- 
sante H, tend vers la limite 2x/p, car @ tend vers 2x, mais la 
composante H, tend vers une limite gui dépend de la facon dont 
aire S grandit indéfiniment. 

Silaire S, en grandissant, reste constamment symétrigue par 
rapport a la projection O du point P sur le plan, la composante H, 
est nulle. Mais, si cette symétrie n’existe pas, la composante H,_ 
n’est pas nulle. 


Exemple. — Supposons que laire S soit une bande indéfinie 
du plan comprise entre deux paralléles AA’ et BB’ ( fig. 304). Pre- 


nons comme origine la projection O du point P sur le plan, comme 
axe Ox la perpendiculaire commune AB aux deux droites. Le 
point O est supposé entre les deux droites : soient OA = a, OB= 4, 
OP = p. Menons une paralléle CC’ a Oy ayant pour abscisse x et 
une paralléle infiniment voisine d’abscisse x + dx; nous avons 
ainsi une bande infiniment mince qui peut étre assimilée a une 
- droite de densité linéaire h = pdx (masse de lunité de longueur 
de la bande). L’attraction o de cette bande élémentaire sur le 


wae é ; 2p par 
point Pde masse 1 est dirigée suivant PC et égale a we (n° 604); 


sa composante suivant la droite PT parallele a Oz est 


La composante H, de lattraction de la bande totale suivant PT 
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est la somme. de ces composantes élémentaires 


wdx ata 
n= ase f = fp Log a 


x? p? 


les limites étant les abscisses des points B et A. 

Elargissons maintenant la bande AA’ BB’ de facon 4 lui faire 
recouvrir tout le plan; pour cela, il suffit de faire croitre indéfini- 
ment a et b suivant une loi queleonque. Nous voyons que H, tend 
vers une limite qui dépend de la fagon dont @ et b augmentent 
indéfiniment, Ainsi, en supposant constamment a= b, ona 


H;= 0. 
En supposant constamment a= 26, ona, pour b=, 
lim H, = 2f p Log2. 
En supposant a= kb, 


lim H, = 27e Logk. 


607. Indications historiques et bibliographiques. — Nous avons 
donné dans le cours de ce Chapitre quelques indications histo- 
riques et bibliographiques. On trouvera des indications trés 
détaillées dans un excellent article intitulé Potential Theorie, 
inséré dans’ E'ncyclopedieder mathematischen Wissenschaften, 
erster Teil, herausgegeben von Heinr. Burckhardt und Franz 
Meyer (Leipzig, Teubner, 1896). Une édition francaise de 
VEncyclopédie avec des additions a été commencée a la Librairie 
Gauthier-Villars. Nous avons, dans ce qui précéde, emprunté 
plusieurs renseignements a cet article. Il convient d’ajouter & la. 
liste des Ouvrages qui y sont cités, au point de vue historique : 

La Thése d’Olinde Rodrigues, De attraction des sphéroides, 
soutenue a Paris le 28 juin 1815, qui contient l’expression des 
polynomes de Legendre par les dérivées de (1 — x2)”. 


Et, au point de vue de I’Enseignement, les Ouvrages  sui- 
vants : 


Teorica delle Forze Newloniane del Prof. Enrico Betti 
(Pise, 1879). 
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Lecons sur l’ Electricité et le Magnétisme, par Mascart et Jou- 
bert (Masson, 1882); 


Cours d’ Analyse infinitésimale de M. Boussinesq, t. II, Cal- 
culintégral, Compléments (Gauthier-Villars, 1890) ; 

Lecons sur l’Electricité, par Evic Gérard (Gauthier-Villars, 
1897); 


Legons sur le potentiel newtonien, par Poincaré (Carré et 


Naud, 1899). 
EXERCICES. 


1. On considére espace compris entre une sphére S et une sphére plus petite S 
placée a l’intérieur de S; cet espace est supposé rempli d’une matiére homogéne 
de densité ¢. Calculer lattraction du corps ainsi constitué sur un point. 


Reponse. — Cette attraction est la différence géométrique des attractions des 
sphéres S et S’ supposées pleines toutes deux. 


2. Liattraction d’une couche homogéne limitée par deux ellipsoides homothé- 
tiques et concentriques, sur un point intérieur, est nudle. 


3. Théoréme d'Ivory et de Mac-Laurin. — Les valeurs des potentiels de deux 


ellipsoides homofocaux en un point quelconque, extérieur a la fois aux deux 
ellipsoides, sont entre elies comme les masses des deux ellipsoides. 


4. Solide de plus grande attraction. — Kiant donnée une masse de matiére 
homogéne, de densité, quelle forme et quelle position faut-il lui donner pour que 
son attraction sur un point P soit la plus grande possible? 


Réponse. — En prenant comme origine le point P, la surface limitant le solide 
est une surface de révolution autour d’un axe passant par P. La méridienne a 
pour équation en coordonnées polaires 


7 = k?cos:0, 
ot. k est une constante (BERTRAND, Calcul intégral, p. 430). 


5. Equation de Laplace en coordonnées polaires. — En appelant r, 6, 9 les 
coordonnées polaires du point potentié z, vy, s, V’équation de Laplace AU = 0 
prend la forme 


CUT) TO ( OU’ ig OUI 
"or sin) 06 ) 


se sin?0 do? — 


\ 


6. Polynomes harmoniques. — Former le polynome le plus général Vp, homo- 
gene et de degré nen a, y,  vérifiant l'équation de Laplace AV, = o. 
/ 


Réponse. — Dans Vexpression de ce polynome figurent 27 +1 constantes arbi- 
traires, Ainsi 


Vi (2,7) 3) = Wy (@?— 8?) + A, (7? — 57) +AQVS HASH ALY, 


avec cing constantes. 
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1. Fonctions Y, de Laplace. — Si Von substitue aux coordonnées rectilignes 
rectangulaires x, y, 2 les coordonnées polaires dans {’espace 


x =rsiné cosy, y =rsinésing, =r cosh, 


le polynome homogéne V,,(2,yv, 2) de lexercice précédent prend la forme 
ry,,(8, @). Ye, 

Démontrer que la fonction Y,, ainsi obtenue vérifie ’équation aux dérivées par- 
tielles 


SLY aay Ee aks “+ n(n+i)), 
sin6 96 (sin “08 + 5in26 a 


Lintégrale double 


od 27 
tps sinoads f Y,,(9, )Y (9, @) dp 
eg o 


est nulle tant que les entiers n et n' sont différents. 

Pour démontrer ce fait, il suffit de considérer le volume compris entre deux 
sphéres concentriques de centre O et de rayons r et R, et de remarquer que, les 
polynomes V,,(z, y, 2) et V,)(z.y,2%) étant finis et continus dans ce volume, — 


on a (n° 59d). * 
ON Oe eee ages 
Sf OF "dn v, Tn) 2° pai 


Vintégration étant étendue aux surfaces des deux sphéres. En calculant cette 
intégrale en coordonnées polaires, on trouve précisément Véquation a établir. 


8. Théoréme de W. Thomson. — Si une fonction F(z, y, 3) verifie l’équa- 
tion dle Laplace, la fonction 


hgueer ik 
Bisse as pe ener he 


la verifie également (Journal de Liouville, t. X1i, Extraits de lettres adressées 
a M. Liouville par M. W. Thomson). 


9. La fonction de Green G(.z, vy, 3; a,b,c) dépend des coordonnées courantes : 
x,y, 2 et des coordonnées a, b,c du point fixe a partir duquel on compte la 
distance r. Démontrer que cette fonction est symétrique en a, b, ¢ et 2, y, 
Cela est facile a vérvifier pour la fonction de Green dans le cas d’une sphére 
(n? 599). 


10. Attraction d’une couche sphérique homogene sur un point. Application 
de l’équation de Laplace. — La disposition de la matiére attirante étant symé- 
trique autour du centre O de la couche, la valeur du potentiei U(z, y, z) de la 
couche en un point P est évidemment une fonction de la seule distance r du 


point P au centre. On peut dire aussi que U est fonction de — 
a 
. I 
u=e(4), r= Pees, 


Dans la partie extérieure de la couche, comme dans la partie creuse, on a 
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AU =o. Exprimant ce fait, on trouve 


aye ts ne es ! 
#(c)=o, WIS ACA ole Seti oils 


A et B étant des constantes : 


1° Dans la partie extérieure B = 0, A = M( n° 584); 
2° Dans la partie creuse, A = 0, car U doit rester fini au centre. 


41. Etant donné un ellipsotde homogéne, on peut recouvrir la surface de | el- 
lipse focale d’une simple couche de densité convenablement ‘choisie en chaque 
point, de telle fagon que le potentiel de cette couche coincide a l’extérieur de 
l’ellipsoide avec celui de l’ellipsoide. A V’intérieur de Vellipsoide, le potentiel de 
Ja'couche peut étre regardé comme le prolongemeat analytique de la fonction 
harmonique donnant 4 l’extérieur le potentiel de lellipsoide (Lresenrrz, Journal 
de Crelle, t. 61, 1863). 


12. Fonctions harmoniques uniformes a trois groupes de périodes. — Soient 
(a, b,c), (a, b’, c’), (a", 6", c’) les coordonnées de trois points non situés dans 
un méme plan avec l’origine. Imaginons une fonction harmonique F(z, y, 2) 
uniforme dans tout l’espace et telle que 


F(z+a,y+6,s+c¢c)=F(r2+a,v+6',2z+ 0’) 
: 3 =F(r+a',y+b',z+0c')=F(2, y, 3); 


on dit que cette fonction admet les trois groupes de périodes (a, b,c), (a’, b,c’). 
Gat nDence): 

Géométriquement, si Von construit le réseau des parallelépipédes ayant pour 
sommets les points de coordonnées ma-+ m'a'+m'a', mb+m'b'+ m'b", 
me + m'c’+ mc" ou m, m',m" sont des entiers quelconques positifs, négatifs 
ou nuls, la fonction F reprend les mémes valeurs aux points homologues dans ce 
réseau. On voit qu’elle est analogue a Ja partie réelle d’une fonction doublement 
périodique d’une variable complexe. 

Parmi ces fonctions F considérons celles qui deviennent infinies en des points 


See: I a ea I : ee ; 
isolés, comme — ou comme les dérivées de —- On peut toutes les exprimer a l’aide 
i r 


de la fonction suivante : 
Posons 
a,= ma+mi'a'+m'a", 
b,= mb + m'b'-+ m'b", 
c,= me +m'c +m'"c", 
r=(~P+y+s, o=Val?+o? +h, 
ra,+yb,+ oes. 


"Oo 
rp 


cos) = 
ee V(@ — 4,)?+ (y — 6,)?+ (4--¢,)? = Vri— arp cos¢ + 6; 


puis considérons la série 


_ I i - : r r?2 /3 a ae 
—— — eer a ee ee so —- 608° — = 
(2, y,2) ries S R ° ae ‘ EI cos? =) ? 
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U . 
ou la somme )) est étendue a toutes les combinaisons de valeurs des entiers m, 


m', m", la combinaison m = m'= m"=o0 étant exceptée. 

Pour toutes les positions du point (2, y,5) distinctes des points (a,, b,, c,) 
la série est convergente : elle définit une fonction harmoniqueZ qui existe dans 
tout espace excepté aux points (a,, b,, c,) en chacun desquels elle devient 
infinie de telle fagon que la différence 


a I 
Z(2,Y,2) — R 
reste finie en ce point. 
Cette fonction est analogue a la fonction Z de M. Hermite ou 4 la fonction 


’ 


s ‘ ; 3 : se 
Ges 3 de Weierstrass dans la théorie des fonctions elliptiques (Voyes APPELL 


et Lacoun, Fonctions elliptiques). A Vaide de cette fonction Zon peut con- 
struire les fonctions harmoniques F(z, y,%) @ trois groupes de périodes, de 


méme qu’avec la fonction © , on construit les fonctions elliptiques (Voyez Acta 
fey 

Mathematica, t. 1V et VIII, Journal de Mathématiques, 4° série, t. III et Rendi- 

conti del Circolo mathematica di Palermo, 1906. Voyez aussi une Note de 

M. MyLLeR, Comptes rendus, 11 novembre 1907). 


13. Fonction de Green pour l’interieur d’un parallelépipéde rectangle. — 
Ce probléme a été traité par Riemann (Schwere, Electricitat und Magne- 
tismus, p. 84). La fonction en question peut étre exprimée d’une facon simple a 
Vaide de la fonction Z de l’exercice précédent (Acta Mathematica, t. VIII, 


Dy 279))s 


14. Exemple de fonction harmonique non uniforme. — Soient a, b,c, x, 8, y 
des constantes réelles, x, y, s des variables réelles; considérons la fonction 


T 
\(@—a—ita) + (y—b —ipyt+ (2—e— ty)! 
ou 7 est Punité complexe. Cette fonction peut se mettre sous !a forme 
9 (2, 97,5) +t (2, y, 3). 


Dans ces conditions, les deux fonctions 9 et Y sont harmoniques; elles 
deviennent infinies sur le cercle d’intersection de la sphére. 


(x —a)y+(y — 6)? + (s —c)?— (a?+ 87+ 7?) = 0, 


avec le plan 
(~—a)a+(y—6)8B+(s—c)y=0. 


En un point P(a,y, =) de l’espace chacune de ces fonctions a deux détermi- 
nations qui s’échangent quand Je point P décrit un contour fermé traversant 
aire du cercle (Mathematische Annalen, t. XXX, 1887, p. 155). 

On trouvera d’autres exemples dans un Mémoire de M. Sommerfeld paru dans 
les Proceedings of the London Mathematical Society Vol. XXVIII. 


15. Soit une fonction harmonique U uniforme finie ainsi que ses dérivées pre- 
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miéres et deuxiémes dans un Volume V limité par une surface S. Si, sur la sur- 

face, cette fonction U reste comprise entre deux limites h et g, on a, pour tous 

les points du volume, 
hSUSg. 

(Cela résulte du n° 590.) 


16. Démontrer que le potentiel logarithmique d’une circonférence homogéne 
est : 


1° A l’intérieur de la circonférence, égal 4 une constante; 
2° A Vextérieur, égal a la valeur qu’il prendrait si toute la masse attirante 
était concentrée au centre. 


17. Potentiel Newtonien d'une circonférence homogéne. — Soient P le point 
potentié, O le centre de la circonférence, A et B les extrémités du diamétre 
dirigé suivant la projection de PO sur le planude la circonférence, M la masse 
totale attirante, ona 


U he dy 
Me SS —2 : 
te onVPA cos*¥ -+ PB sin? 


La valeur de cette intégrale est, comme l’a montré Gauss, la moyenne arithme- 
tico-géométrique de PA et PB (Voir Gauss, OFuvres completes, t. III, et Poin- 
CARE, Théorie du potentiel Newtonien, p. 34.) 


18. Recherches de M. Tuilio Levi-Civita. — Nous ne pouvons que signaler ici 
un Mémoire de M. Tullio Levi-Civita intitulé : Zip: di potenziali che si possono 
far dipendere da due sole coordinate Académie royale des Sciences de Turin, 


1898-1899 ). 


0 Se 
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CHAPITRE XXX. 


EQUILIBRE ET MOUVEMENT INTERIEUR 
D'UNE MASSE CONTINUE. 


608. Objet du Chapitre et exposé de la méthode. — Nous 
allons indiquer guelques formules et lois générales s’appliquant 
a ’équilibre ou au mouvement intérieur d’un milieu continu quel- 
conque solide, liquide ou gazeux. Les formules de l’Hydrosta- 
tique, de l’Hydrodynamique et de l’Elasticité seront des appli- 
cations de ces formules générales. 

Le mot de corps solide ne doit plus étre entendu ici dans le 
sens absolu, que nous lui avons donné dans les premiers Volumes, 
d’un corps entiérement rigide ; il n’existe pas dans la nature de 
solides de ce genre; tous les solides subissent des déformations 
quand on leur applique des forces suffisamment grandes. 

La méthode et les résultats qui suivent ont été indiqués par 
Cauchy dans un Mémoire intitulé De la pression ou tension dans 
un corps solide (Exercices de Mathématiques, année 1827, 
OF uvres completes, 2° série, t. VII, p. 60). 

La méthode employée repose uniquement sur l’application du 
théoréme suivant, établi dans le deuxiéme Volume : 


Dans un systéme quelconque, en équilibre ou en mouvement, 
les forces extérieures et les forces d’inertie vérifient, a chaque 
instant, les six équations d’équilibre d'un systéme de forces 
appliquées a un solide rigide. 


Ce théoréme est, sous une autre forme, le résumé des théorémes 
des projections et des moments des quantités de mouvement. Nous 
Pappliquerons d’abord au systéme entier, puis a une portion quel- 
conque du systéme, regardée comme détachée de l’ensemble. 

Imaginons un systéme matériel quelconque, solide, liquide ou 
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gazeux, en équilibre ou en mouvement. Nous regarderons ce sys- 
téme comme continu : il occupe alors un certain volume V limité 
par une surface S. Tels seraient, par exemple, un gaz dans une 
enveloppe, un liquide, une cloche vibrante, etc. 

Les forces extérieures agissant sur le systéme, 4 un instant ¢, 
peuvent étre partagées en deux catégories : 


1° Il existe des forces extérieures agissant sur les éléments de 


volume. Soient dz un de ces éléments de volume, dm sa masse, 


dm me: was 5 : 
P== la densité du milieu dans |’élément dt; la force qui agit 


Fig. 300. 


sur Pélément dm est de l’ordre de cet élément; nous désignerons 
son intensité par F dm ou Fo d=; nous dirons alors que le coeffi- 
cient F est la force qui agit sur élément dm rapportée 4 lU’unité 
de masse. 

2° Il existe également des forces extérieures agissant sur les 
éléments superficiels du corps. Soit do un élément de surface : 
nous admettrons que, sur cet élément, agit une force de l’ordre 
de ds; nous la désignerons par Tds, et nous appellerons T l’e fort 
s’exercant sur l’élément superficiel ds rapporté a lunité de 
surface; la force Tds est l’effort clémentaire s’exercant sur 
Vélément ds; cette force T ds est en général oblique sur !’élé- 
ment do; quand elle est dirigée vers Vintérieur de la surface 
limitant le corps, on l’appelle plus spécialement pression ; quand 
elle est dirigée vers l’extérieur, on l’appelle traction ou tension. 
(Caucuy, loc. cit.) 


Le mot effort, que nous employons pour désigner d’une maniere 
générale la force T, est employé couramment par les ingénieurs ; il 
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a été adopté par MM. Cosserat dans leurs intéressants Mémoires 
sur l’Elasticité (Annales de la Faculté des Sciences de Tou- 
louse, t. X); il répond a l’expression anglaise stress, introduite 
par Rankine dans la théorie de VElasticité. 

En résumé, & l’instant ¢, les forces extérieures appliquées au 
corps sont des forces Fp dz appliquées aux éléments de volume 
et des forces T do appliquées aux éléments superficiels. Par 
exemple, si une masse gazeuse pesante est enfermée dans un vase 
dans lequel elle se meut, les forces extérieures appliquées a cette 
masse peuvent se diviser comme il suit : 


1° Sur chaque élément de volume dz du gazagit son poids gp drt, 
o désignant la densité de l’élément considéré; le coefficient g est 
la force due a la pesanteur rapportée a |’unité de masse; 

2° Sur chaque élément do de la surface du gaz est appliquée 
une pression ‘I’de représentant l’action du vase sur cet élément; 
cette action est normale si l’on néglige le frottement du gaz sur les 
parois du vase qui le contient; sinon, elle est oblique. On peut 
remarquer que, d’aprés le principe de l’égalité de !’action et de la 
réaction, les pressions du gaz sur le vase sont égales et opposées 
aux pressions T do du vase sur le gaz. 


De méme, si nous considérons un prisme droit chargé debout, 
par exemple, une colonne supportant une charge, sur les éléments 
de volume dz agissent les poids ge dt; sur les éléments superfi- 
ciels des bases supérieures et inférieures agissent des pressions 
provenant de la charge supportée et des réactions du sol; sur les 
éléments superficiels des parois latérales de la colonne n’agit que 
la pression atmosphérique, qui est négligeable. 


609. Discussion des hypothéses précédentes. — Nous venons de dire 
~ que l'on peut se représenter Certaines des forces extérieures comme appli- 

quées aux éléments superficiels do du systéme. C’est la une facon de parler 
qu'il est indispensable d’approfondir. 

Le milieu continu considéré A ( fig. 305) est terminé par une surface S 
par laquelle il est en contact avec un autre milieu B. Les forces appliquées 
sur les éléments superficiels de S représentent les actions de contact du 
milieu B sur le milieu A. En réalité, ce sont les éléments du milieu B trés 
voisins de S qui agissent sur les éléments du milieu A également trés voi- 
sins de la surface de séparation S : de sorte que, si l’on imagine deux 
surfaces S; et Sp paralléles a S, situées a une distance trés petite ¢ de S, 


CHAPITRE XXX. — EQUATIONS GENERALES. 129 


action de contact du milieu B sur A se réduit a l’action des éléments de B 
compris entre S et Se, surles éléments de A compris entre S et S,. Alors, 
pulsque € est trés petit, on peut, dans la plupart des cas, le négliger et 
raisonner comme si « était nul, c’est-a-dire comme si les actions de contact 
de B sur A étaient uniquement appliquées aux éléments superficiels de S : 
c'est ce que nous ferons dans tout ce qui suit. 

Lvordre de grandeur de ¢< est indiqué, dans certains cas, par les expé- 
riences de Quincke sur la capillarité. Si l’on étudie les phénoménes de la 
capillarité, dans l’eau, avec un tube de verre recouvert intérieurement 
dune couche d’argent trés mince, on reconnait que ces phénoménes sont 
identiques 4 ceux qu’on obtient avec un tube d’argent de méme diamétre, 
dés que la couche d’argent atteint une épaisseur de o™",000054. C'est 
donc la ’épaisseur de-la couche d’argent qui agit’sur l’eau en contact avec 
le métal (1). 


610. Equations d’équilibre. — Supposons d’abord que le sys- 
teme soit en équilibre. Dans ce cas, il faut que les forces exté- 
rieures agissant sur le systéme satisfassent aux six conditions 
d’équilibre d’un systéme de forces appliquées A un corps solide. 

Ecrivons ces six équations. La force extériéure agissant sur un 
élément de volume dz a été désignée par Fp dt; désignons par X, 
Y, Z les projections de la force F rapportée a l'unité de masse sur 

_ les axes : les projections de Fo dz sont alors p X dv, pY ds, eZ dt. 
Nous avons également désigné par Tdo la force extérieure ou 
effort élémentaire agissant sur l’élément superficiel do de la sur- 
face limite : appelons T,, T,, T. les projections de T sur les trois 
axes; celles de Tds sont alors T,ds, Ty.ds, T.ds. Les moments 
de Fo dt, par rapport aux trois axes, sont 


o(yZ—szY)dt, o9(42X% —2#Z)dt, p(@Y—yX) dr, 


Z,¥,5 étant les coordonnées de l’élément de volume dt; les 
moments de T do sont de méme 


(yT,—2Ty) ds, (2Tz,—2xT,z)ds, (xTy—yTx) de, 


L,Y, 2 €tant les coordonnées de |’élément de surface ds. 
En écrivant que la somme des projections des forces extérieures 
sur chacun des axes et que la somme des moments de ces forces 


nn 


(‘) Voir les Lecons sur VElasticité et l’ Acoustique, de M. Marcel Brillouin. 
Librairie Labouche, Toulouse, 1884-1885. — Voir également les Legons sur la 
théorie de l’Elasticité, de M. Poincaré. Librairie Gauthier-Villars. 


A. — III. 9 
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par rapport & chacun des axes sont nulles, on a les six équations 


Jf fexae+ f [Tede=o, 
vy S f 
ff foras fi [tyd2=0, 
Vv S 
ZLdt + [ t:da =o, 
Heigl) 
Lf feut—avyas ff (yt. —2Ty)de=0, 
vy s 
[ f foGx-anyder ff (20,27) ds =o, 
« ey e Ss 
[J fe@r-roas f [ety—yTs) de =o. 
/Vy Ss 


Dans ces équations, les intégrales triples sont étendues au 


() 


volume V et les intégrales doubles & la surface limite S. 


611. Equations du mouvement. — D’aprés le principe de 
d'Alembert, on doit écrire qu’il ya équilibre entre les forces réelle- 
ment appliquées et les forces d’inertie. L’élément matériel dm de 
coordonnées x, ¥, 3 a une certaine accélération J de projections 
Ja, Jy, Jz: la force d’inertie de cet élément —Jdm ou —Jods 
a donc pour projections 


—pJedt, .—pJydt, —oJ, dt. 


Ecrivant qu’il y a équilibre entre les forces extérieures et les 
forces d’inertie, on a les six équations nécessaires 


Sf [extras ff Teds =o, 
Sf fei er ff tyrde=o, 
Sf [et sae ff T.de=o, 


(2) 
[f fet-v—yieratyactf [(yt.— 27) de =o, 
wv Vv Yv YS 3 
sek p(@X —a%— set alzyde+ ff (2Tz—e9T;)ds-= 0; 
« Vv S 
[f fe@¥—ys—alyryts) der ff (@ty—yTe) de = 0. 
we Vv S 
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Ces équations se réduisent évidemment % celles trouvées pour 
le cas de l’équilibre, quand on y fait J=o. 


612. Equations de l’équilibre ou du mouvement intérieur. -— 
Dans le systéme matériel continu que nous venons d’étudier, ima- 
ginons une surface fermée quelconque S! ( fig. 306). Cette 


Fig. 306, 


surface fermée divise le volume total V en deux parties, une 
partie V’ intérieure 4 S’, une partie V’ comprise entre S/et la sur- 
face limite S du systéme. On peut appliquer au volume V’ tout ce 
que nous avons dit du volume total V. Les forces extérieures appli- 
quées au systéme matériel continu V’ sont de deux sortes. 

D’abord, sur chaque élément dz du volume V’, agit une force 
extérieure I'odz ayant pour projections pX dz, oY dt, oZdt. 
Ensuite, sur chaque élément superficiel ds de S', agit un effort 
élémentaire T dz quireprésente l’action des points de V" contigus 
a de sur les points de V’ contigus a do. Cela revient a dire que, 
sans rien changer a l’état du systéme matériel V’, on pourrait sup- 
primer le systéme extérieur V’, en conservant les forces Fp dz 
appliquées aux éléments de masse de V! et en appliquant sur les 
éléments superficiels da de S/ des forces Td. Ces forces T do 
proviennent de l’action des points de V" en contact avec la surface 
limite S! sur les points de V’ en contact avec cette méme surface. 
D’aprés le principe de I’égalité de laction et de la réaction, les 
points de V’ en contact avec 5! exercent, sur les points de V" en 
contact avec cette méme surface, des actions donnant naissance 
ades forces égales et opposées 4 T ds appliquées aux éléments 
superficiels ds. 

D’aprés cela, on pourra appliquer au volume V' les six équations 
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du mouvement, écrites plus haut, pour Je volume V: 


ey wife fia opie) 6: TAD eMelle cesle iahie. w es[¢' ia Je) eV erisiels. over selina isl as allele 


(3) ups . | 
Sf p(yha=2Yayleraty)det ff (yT.—aTy) ds =o, 
e yr Ss’ 


Jes intégrales triples étant étendues au volume V’ et les intégrales 
doubles a la surface limite S’. Ces équations auront lieu quelle 
gue soit la surface S! tracée par la pensée dans Vintérieur du 
systéme continu. 


Remarque. — U est bon de remarquer que les forces exté- 
rieures F 9 dz appliquées aux éléments du volume V’ peuvent varier 
avec la forme de la surface S’. Cela arriverait, par exemple, si les 
éléments du systéme total V s’attiraient suivant la loi de Newton : 
alors, la surface séparatrice S’ étant tracée, parmi les forces exté- 
rieures agissant sur un élément matériel p dt de V’, figurerait l’at- 
traction de la partie extérieure V’ sur cet élément, attraction qui 
varie évidemment quand la surface S’ change de forme. 


613. Effort s’exercant sur un élément ds. — Nous venons de 
voir que, si l’on trace dans le milieu une surface S’, sur laquelle 
on prend un élément do de coordonnées x, y, z, Veffort élémen- 
taire s’exercant sur cet élément est une certaine force T de. Cet 
effort provient de l’action des éléments du milieu contigus a ds, 
extérieurementa S’, sur les éléments contigus a do intérieurement : 
il en résulte que cet effort ne dépend que de la position de l’élé- 
ment particulier do dans le milieu et non du reste de la surface S/ 
a laquelle il est censé appartenir : en d’autres termes, cet effort 
reste le méme si l’on considére as comme appartenant & toute autre 
surface tangente a S’ au point x2, y, s. Nous pouvons done main- 
tenant parler de Veffort s’exercant sur un élément isolé ds. 

Soit un élément superficiel ds placé dans le milieu continu, en 
un point M de coordonnées x, y, 2 ( fig. 307); choisissons, sur la 
normale cet élément, un sens positif MN ayant pour cosinus 
directeurs «, 8,7. L’élément do a ainsi deux faces : l'une positive, 


— 
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Pautre négative, la face positive étant du cété de MN. Les éléments 
matériels du milieu contigus a de du cété négatif exercent, sur les 
éléments matériels contigus a do du cété positif, des actions que 


Fig. 307. 


Ta k--------—-gT 


Von peut remplacer par une force T do appliquée 4 l’élément do; 
nous dirons que cette force est l’effort élémentatre s’exercant 
sur la face négative de lélément dc. La force T est effort, 
's’exercant sur la face négative, rapporté a l'unité de surface. 

Les projections T,, T,, T; de T sont, a l’instant ¢, des fonctions 
de x, y, 2, «, 8, y; ce sont donc des fonctions de t, x, y, z, a, 8, y- 
Si le systéme est en équilibre, ces fonctions ne contiennent pas C. 

Cet effort T est une pression quand il fait un angle aigu avec 
la normale MN ( fig. 307, 1); il est une fraction quand il fait 
avec MN un angle obtus ( fig. 307, Il). 

D’aprés le principe de l’égalité de l’action et de la réaction, les 
éléments matériels contigus a do sur la face positive exercent, sur 
les éléments matériels contigus 4 ds sur la face négative, des 
actions que l’on peut remplacer par une force T do égale et opposée 
ala précédente : cette force est l’effort élémentaire s’exercant sur 
la face positive de l’élément dc. 


614. Expressions des composantes de leffort en fonction 
de a, 8, y. — Nous venons de voir qu’a chaque instant ¢, les pro- 
jections T,, Ty, T; de Veffort agissant sur la face négative d’un 
élément ds sont des fonctions de x, y,z et de x, 8, y. Nous allons 
montrer que ce sont des fonctions linéaires et homogeénes 


de a, B, y- 
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Prenons dans le milieu continu un point M de coordonnées 
XZ, y, 3: soit de un élément superficiel mené par ce point. 

Parmi toutes les positions possibles de l’élément do autour du 
point M, supposons d’abord que cet élément prenne une posi- 
tion ds, perpendiculaire 4 Ox, de telle fagon que la normale MN 
coincide avec Ox(a=1, B=0, y=0) : appelons X,, Y,, Z, les 
composantes de !’effort qui s’exerce sur la face négative de ds,, 
rapporté a l’unité de surface. Appelons de méme 


X2, Yo, Ze, 
X3, Ys, Zs 


les composantes de l’effort, rapporté a Vunité de surface, qui 
s’exerce sur la face négative de l’élement quand il est successive- 
ment perpendiculaire aux axes Oy et Oz. Nous allons démontrer 


que Vona 
| Tr = 4X,+ BX.+ Xs, 


(4) ( Ty=0Y,+ 6Y2+y7Ys3. 
arly + 6Z, + yZ3. 


Pour cela, menons par le point M trois paralléles aux axes de 
coordonnées et prenons sur ces paralléles des segments infiniment 
petits MA, MB, MC. Dans la figure 308, nous supposons ces seg- 


ments dirigés dans le sens positif des axes. Si nous menons le 


Fig. 308. 
x apr 
C os 
Tao 
M A 
i 


Bh 


plan ABC, nous formons un tétraedre élémentaire MABC: appe-. 
lons dso,, doz, des; les faces BMC, CMA, AMB respectivement 
perpendiculaires aux axes Ow, Oy, Oz, et de la face hypoténuse; 
désignons en outre par a, 8, y les cosinus directeurs de la normale 
a cette face estimée positivement vers l'extérieur du tétraédre. En 
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projetant la face do sur chacune des trois autres, ona 
(5) ds,=adsz, ds, = B ds, ds; = y ds, 


Le tétraédre étant infiniment petit, la face ABC est un élément 
plan dont la position limite passe par le point M. 

Soient T,, T,, T; les projections de |’effort, rapporté a l’unité 
de surface, s’exercant sur la face négative de l’élément do; les 
projections de l’effort s’exercant sur la face positive seront — Ty, 
— T,, —T:. 

Cela posé, on peut regarder le tétraédre élémentaire comme 
libre, & condition d’appliquer : 


1° A son volume dr, la force extérieure de projections 
opXdt, pYdt, pLdt, 
o désignant la densité en M, et la force d’inertie, de projection 
—oJ,dt, —pJydt, —oJ, dt; 
2° Sur les éléments superficiels do,, do,, ds3, ds les efforts 
élémentaires de projections 


X, doy, Y, ds, Z, do, 

X, ds, Y_ do», Z, dog, 

X3 do3, Y; doz, Z3 do3, 
—T,ds, —Ty,ds, —T,ds. 


La somme des projections de ces forces sur un axe quelconque 
devant étre nulle, ona, sur Oz, 


0(X —Jz) dt + X, do, + Kodo Xacs— Udo 0. 
D’aprés les relations (5), cette relation s’écrit 


Ls 
ie aX,+ BX,+ yX3+ p(X — Jn) F- 


Mais eS est nul, car c'est le tiers de la hauteur du tétraédre issue 
ley 


de M, hauteur qui est infiniment petite. On a donc 


Mircea aX,;+ 8Xe+yXz; 


On établirait de méme les deux autres formules (4). 
Nous avons supposé, pour simplifier, les arétes OA, OB, OC 
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dirigées dans le sens des axes positifs, c’est-a- dire a, B, y positifs ; 
mais les formules obtenues sont générales. 
Dans ces formules, les quantités 


X), Xo, X33 Ye Yo, Ve Zi, Za, Z3 


sont des fonctions de xv, y, z et 4: car en chaque point du milieu, 
& chaque instant, ces neuf quantités sont déterminées. 


615. Equations générales. — Prenons dans le milieu une sur- 
face fermée S’ : appelons do un élément superficiel de S’, «, 8, y 
les cosinus directeurs de la normale A do extéricure 4 S’. La ma- 
tigre contenue dans S! peut étre regardée comme isolée a condition 
que l’on fasse agir sur chaque élément ds |’effort élémentaire 
s’exercant sur la face extérieure, c’est-a-dire sur la face positive 
de cet élément. Les formules (4) donnent leffort, rapporté a 
lunité de surface, s’exercant sur la face négative d’un élément : 


sur la face positive, on a done 
(6) \ Tx =—(aX%,+ BX,+ 7X3), 


Cela posé, en écrivant que les forces extérieures appliquées aux 
éléments de volume dz et aux éléments superficiels de de S’ et les 
forces d’inertie se font équilibre, on a les six équations (3). Ecri- 
vons ces équations en tenant compte des valeurs (6) de Tz, Ty, 
T, : nous avons 


G Bae [ [ (aXi+ 8X14 Xs) do = 0, 
7) NE . S) 
fae (yZ—2Y—yJ,+2)y) dt 
V 


8) 
( | — f feo ary 8 (ROAST Oey B= eee oe: 


9/568 lOO re 780 0:%e''e Voie hb p66 O56. 'N 7S. 8) B08 6, © la 6)16).0- ea) 0) 81 Sie elle Gisie eal scale) eats 4 haatenenaterere 


Ces intégrales se transforment par lapplication de la formule 


de Green (n° 533). On a d’abord 


He Bae IS om Ft ae) as 
J, 


EE a 
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La premiére équation (7) s écrit done 


Se io ie) eg bea 
fff pet 5 ae ee. 


Comme cette équation doit avoir lieu guel que soit le volume V' 
considéré dans le milieu continu, l’élément différentiel est nul. 
En appliquant ce méme calcul aux projections sur les deux autres 
axes, on a ainsi les équations 


j 1 OX, OX, OX; 
PO re a= a dy ae aye 
OY, OY, OY; 
/ p3S) = = dae 
(9) o(¥ — Jy) ae og nee ‘ 
OZ o£ OZ; 
o(Z aly ye ee oy ae ey 


Ox oy 0z 
Transformons de méme les équations (8). On a, d’aprés le 
théoréme de Green, 
Sf: [a(yZy— 2Y;) + B(yZ.— 2Y2)+ y(yZ3— 2Y3)] do 


e fe [ O(y E1— 2Y1): O(y £2 — 2Y2) hte AD Va, 
= | Ox oy 0% 


ou, en développant les dérivées 

a si pa L [> (ol, | oly a 
Vv! ers oy OZ 
L’équation (8) s’écrit alors 


: (92 —pi.— St 
E J JY\P Pt Ox oy 0% 


OY, OY, oY; = | 
eeu ey oe ES, eS Ee NPE 4 Y, | dt='0. 
- (oY Pas Ox oy 03 ) eaten i 


3(Si+ 4+) + %,—Y,| at. 
ox oy 0% 


Mais les coefficients de » et z sont identiquement nuls d’aprés les 
équations (g) : ona done 


[ [ [ %s-ts) dr =0. 
Jv ey 


Cette relation devant avoir lieu quel que soit le volume V’, l’élé- 
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ment différentiel est nul. On a donc 


Y;= Z,; 
on trouve de méme 

Z, — X3, 

No Y;. 


On peut énoncer ce résultat en disant que le déterminant 


X, Y, Z, 
(10) Xo Yo Zz 
X; Y3; Zs; 
est symeétrique. 
Notations. — Nous appellerons, d’aprés Lamé : N,, N., Ng les 


éléments diagonaux de ce déterminant 
X,=N,, Y2= No, Z3= N33 


T,, Ts, Ts les éléments symétriques 


\o = Z, = Ty, 
Z, = XgauiTy, 
»<e ¥,;=T 3; 


La raison de ces notations est la suivante : 
Sur un élément dc,, perpendiculaire a Oz, s’exerce un effort 
que Yon peut décomposer en une force normale a |’élément 


+. N, 


et en deux forces tangentielles situées dans le plan de |’élément 


Yr= T3, 
paralléle a Oy, et 
Zy i To, 


paralléle 4 Oz. De méme pour les efforts s’exercant sur les élé- 
ments ds, et do; perpendiculaires 4 Oy et Oz. La symétrie du 
déterminant (10) exprime ce fait que la projection, sur Ow, de 
effort appliqué & un élément do, mené par M perpendiculaire- 
ment a Oy, est égale a la projection, sur Oy, de l’effort appliqué 
aun élément do, mené par M perpendiculairement a Oz. 
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616. Résumé. — Avec la notation que nous venons d’introduire, 
les formules (4) donnant leffort sur la face négative d’un élé- 
ment do deviennent 


Le Nya+7T3;8+ Toy, 
(11) Ty = T3%4+Ne8+ Try, 
‘ T, = Toa + T,8 + Noy, 


ce qu’on peut écrire 

(12), | ie Sse t= 
en désignant par » la forme quadratique 

60 Nee ie ae = (Ny at No 82+ N3y2?+ 27, By +2T2ya + 27308). 


Quant aux équations du mouvement (g) elles deviennent 


ON oT oT 
MON ee 2 


p(X —Jz) = on Oyen os” 
TROL MONG 1 10% 4 
(14) HOH cares eo eee yi 


yet es. oT, ON; 
A SSeS aioe oot 


Si le systéme est en équilibre Jz, Jy, Jz sont nuls. 


617. Quadrique directrice. — Si, en un point M, a Vinstant ¢, 
les valeurs numériques des six fonctions N,, No, Ns, T,, T2, Ts 
sont déterminées, la loi des efforts sur les divers éléments super- 
ficiels ds menés par M est déterminée par les formules (11). On 
peut interpréter ces formules géométriquement et en déduire des 
images simples pour représenter les directions, les sens et les 
grandeurs des efforts sur les divers éléments do passant par M. 

Tout d’abord, on peut définir les directions, les sens et les gran- 
deurs des efforts sur les éléments passant par M, a l'aide d’une 
quadrique de centre M appelée guadrique directrice. Cette qua- 
drique peut étre obtenue de la facon suivante : 

Soient do un élément passant par M, MN la normale (o, 8, y) 
a cet élément, T l’effort, rapporté 4 Punité de surface, s’exercant 
sur la face négative et T, sa projection sur MN :si T,, est positive, 
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V’effort T est une pression, si T, est négalive, c’est une traction 


(fig. 307, J et Il). Or, T ayant pour composantes suivant les - 


axes Tz, T,, T,, sa projection T, est 


Th = 4Txt BTy+ 7Ti= 29h + 2 Og+ 1% 
ou 


(15) Tp=29(2, By) = Nia?-+ No 82+ Nsy?+ 27, Py + 2Teyo + 2T 38. 


Le signe de cette fonction montrera si leffort est une pression 
ou une traction. 

Pour représenter graphiquement la variation de cette fonc- 
tion T, quand a, 8, y varient de toutes les maniéres possibles, 
Cauchy emploie une méthode analogue a celle qu’on suit dans la 
théorie des moments d’inertie pour définir lellipsoide d’inertie, 
et dans la théorie de la courbure des surfaces pour définir l’indi- 
catrice. 

Supposons d’abord que a, 8, y aient des valeurs rendant T, 
positive (pression). Prenons alors, sur la normale MN a Vélé- 
ment de (fig. 307, 1), une longueur MQ définie par 


I 


MO = 
we 


Les coordonnées x’, y', 2‘ de Q par rapport a des axes Ma’, 
My’, Mz’ menés par M parallélement aux axes coordonnés sont 


(16) Goh ciel it lived rte 8 os hero an: 
VTr VT, 


Le leu du point Q, quand I’élément do tourne autour de M, s’ob- 
tient en éliminant 4, 8, y entre les relations (15) et (16). Ce lieu 


a pour équation 

(17) Nya'?+- No y'2+ Ngz2+ 2Tyy's'+ 2Te2'a'+ 2T 2’ y'=+1, 
c’est-a-dire, sous forme abrégée, 

(Q) 20(2', y', a')=+1; 


c’est une premiére quadrique (Q) ayant son centre en M. 
Supposons, au contraire, que a, 8, y aient des valeurs rendant T, 
négative (traction). Nous prendrons alors, sur la normale MN 


oe 
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a Pélément (fig. 307, 11), une longueur 


are 


MQ’ = 


Le lieu du point Q’, quand on fait varier a, 8, y, est une deuxiéme 
quadrique (Q’) dont l’équation est 


(Q") 29(2', y'; 3) =—1;5 


cette quadrique est conjuguée de la précédente. L’ensemble des 
deux quadriques (Q) et (Q’) s’appelle guadrique directrice. 
Les formules (12), 


Tz= x, Ty = ¥g» T,= Py 


montrent que effort qui s'exerce sur la face négative d’un 
élément do est perpendiculaire au plan diamétral conjugué 
de la normale a cet élément dans la quadrique directrice. 
En effet, la normale MN a l’élément ayant pour cosinus direc- 


teurs a, 8, y, le plan diamétral conjugué de MN a pour équation 
a yt y' 9g + 2! oO = 0. 


Ona donc la direction de Veffort. On obtient le sens de leffort 
en regardant si la normale MN a l’élément considéré rencontre la 
quadrique (Q) ou sa conjuguée (Q’). Lorsque la normale MN 
rencontre la quadrique (Q) en un point Q, l’effort sur l’élé- 
ment do est une pression, et l’ona 

hg 
MQ 


Lorsque la normale MN rencontre (Q’) en un point Q’, l’effort 
sur l’élément ds est une traction, et ona 


if 
——? “ 
MQ’ 

Quant a la grandeur de T, elle résulte évidemment de ce que 
Von connait la direction et le sens de T ainsi que sa projection T, 


sur la normale a dc. 
D’aprés cela, trois cas sont possibles pour un point M : 


1° La quadrique (Q) est un ellipsoide réel de centre M; alors 
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la quadrique (Q’) n’existe pas (ellipsoide imaginaire). Les efforts 
sur tous les éléments do passant par M sont des pressions. 

2° La quadrique (Q’) est un ellipsoide réel de centre M; alors 
la quadrique (Q) n’existe pas. Les efforts sur tous les éléments de 
passant par M sont des ¢ractions. 

3° La quadrique (Q) est un hyperboloide; alors (Q') est Vhy- 
perboloide conjugué. L’effort sur un élément do passant par M 
est une pression ou une traction suivant que la normale a cet. 
élément rencontre (Q) ou (Q!‘). Les deux hyperboloides ont 
méme céne asymptote : ce cone, de sommet M, a pour équation 


9( 2", Ps z') ae 


Si l’on considére un élément do perpendiculaire a une géné- 
ratrice du céneé asymptote, les cosinus directeurs «, 8, y de la 
normale a cet élément annulent la fonction o(a, 8, y) : on a donc 


Tra=0. 


Leffort qui s’exerce sur cet élément particulier ds n’a done pas 
de composante normale a l’élément; il est situé dans le plan 
méme de |’élément. Pour ces éléments particuliers, le point Q on 
la normale MN rencontre la quadrique directrice est rejeté a 
Vinfint. 


Plans principaux; efforts principaux au point M. — Si Vélé- 
ment do coincide avec un des plans principaux de la quadrique 
directrice, sa normale MN coincide avec un axe principal, le plan 
diamétral conjugué de MN coincide avec ds, et |’effort est perpen- 
diculairé 4 dc. Donc, @ Vinstant t, en tout point M du systéme, 
ily a trois éléments plans sur lesquels les efforts sont normaux : 
ces trois plans sont les plans principaux en M, et les trois efforts 
correspondants sont les efforts principaux. Si l'on prenait au 
point M ces plans principaux pour plans coordonnés, les valeurs 
des coefficients N et T changeraient : l’équation (Q) ne devant 
contenir que des carrés, les nouvelles valeurs de T,, T,, T, seraient 
nulles; si nous appelons 7, 2g, rs les nouvelles valeurs de N, Na, 


N,, les quadriques (Q) et (Q’) ont pour équations 


Ny, z?2+ ng y?+ ngszt=t, 


les coefficients n,, rg, Ns étant positifs ou négatifs, suivant que 
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les efforts principaux correspondants sont des pressions ou des 
tractions. 


618. Ellipsoide des efforts. — La quadrique précédente donne 
la direction, le sens et la grandeur des efforts autour du point M. 
Pour déterminer uniquement la grandeur des efforts, on peut 
employer une deuxiéme quadrique qui est toujours un ellipsoide 
et qu’on appelle ellipsoide des efforts ou ellipsoide d’élasticite, 
Considérons un élément ds mené par M : soit MT le vecteur 
représentant la tension, rapportée a l’unité de surface, qui s’exerce 
sur la face négative de cet élément. Cherchons le lieu de l’extré- 
mité T de ce vecteur, quand |’élément do prend toutes les posi- 
tions possibles autour de M. Nous allons voir que ce lieu est un 
ellipsoide de centre M, ayant mémes plans principaux que la 
quadrique directrice. 

En effet, par rapport aux axes Mz’, My', Mz’ menés par M 
parallélement aux axes coordonnés, le point T a pour coordon- 
nées les projections mémes de la tension T,, T,, Tz, données par 
les équations (12), 


(T) Tzg= Pas Ty = 6, Aries Py: 


Résolvons ces équations par rapport a 2, 8, y: elles donnent, 
pour ces quantités, des expressions linéaires et homogénes en T,, 


T,, Tz, de la forme 


a=A Tz+ B’T,-+ B'T,, 
(18) (. B= BT, + A'Ty+B T,, 
y = B’T,+B T,+ A’T,,. 


ou A, A’, A”, B, B’, B" s’expriment aisément en fonction de N,, 
Ne, Ns, T,; i; Ts. 


Ecrivant ensuite 
at+ 624 y?—1, 


on a l’équation du lieu du point T : cette équation du deuxiéme 
degré en T,, Ty, Tz a pour premier membre une somme de Carrés ; 
elle représente un ellipsoide qui est Vellipsoide des efforts. 

Les directions des axes de cet ellipsoide se confondent avec 
celles des efforts principaux, et les longueurs de ces axes sont 
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égales aux grandeurs des efforts principaux. En effet, prenons les 
directions des efforts principaux en M pour directions des axes 
coordonnés; les quantités T,, T2, T; deviennent nulles, les quan- 
tités N,, No, N3 prennent des valeurs particuliéres Nj, Ws, Ns 
(efforts principaux). Les équations (T) deviennent alors 


Tere Ty = n28, Tis: 


et Pellipsoide des efforts devient 


: Trae 


ne ni 


il est rapporté a ses axes. 

L’ellipsoide des efforts relatif au point M étant tracé, si lon 
prend un élément quelconque do passant par M, la quadrique 
directrice donne la direction et le sens de l’effort MT qui s’exerce 


sur la face négative de do; la grandeur de MT résulte de ce fait 


que le point T est sur Pellipsoide. 


619. Réciprocité des composantes normales. — Soient ds un élément 
passant par un point M, MN(a, 6, y) la normale a cet élément, T leffort 
sur la face négative de l’élément; soient de méme do’ un deuxiéme élément 
mené par le méme point, MN’ la normale (a’, 8’, y’) et T’ Veffort qui 
s’exerce sur la face négative de do’. 

La projection Ty, de T sur la normale a ds’, est égale a la projec- 
tion T), de T' sur la normale a ds. 

En effet, en appelant comme plus haut T,, T,, T; les projections de T. 
sur les axes, on a, pour la projection de T sur la direction MN’: 


Tr=a'T,+ B'T,+ 7'T,, 
ou, d’aprés les formules (12), 
Ming ee PEE Th 
Tr = 294 + B' 98 + 1 9Y- 
De méme, on trouve 
Lid aioe / “4 , 
Th = 29 + 8 og, + Y Py 
Ces expressions sont identiques, comme on le vérifie immédiatement. Done 
ea 
Les formules Y3= Zo, Z, = X3, Xyo= Y,; établies au n° 615 apparaissent 
maintenant comme des cas particuliers de ce théoréme : pour les obtenir, 


il suffit de supposer que les éléments do et ds’ sont respectivement per- 
pendiculaires a deux des axes coordonnés, 
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620. Autre quadrique pouvant jouer le réle de directrice. — On 
peut remplacer la quadrique directrice par une autre quadrique obtenue 
en introduisant la forme quadratique adjointe de la forme o. On démon- 
trera sans peine les résultats suivants a titre d’exercice : 


Considérons la quadrique ayant pour équation, par rapport aux 
U Ul , . , 
axes Max’, My’, Mz’ menés par M parallélement aux axes coordonnés, 


(19) Az?+ Aly? + A’z?+ oByz + 2B’ sr + 2B" xry=h, 


ow A, A’, A", B, B’, B" sont les coefficients introduits au n° 618, et h 
une constante. , 

Leffort s'exercant sur un élément ds mené par M est dirigé suivant 
le diamétre conjugué du plan de ds par rapport a cette quadrique. 

Cette quadrigue (19) a les mémes plans principaux que la quadrique 
directrice; elle est de méme nature (ellipsoide ou hyperboloide). 

Son céne asymptote est supplémentaire de celui de la gquadrique 
directrice. Il est ’enveloppe des plans des éléments spéciaux ds pas- 
sant par M sur lesquels s'exerce un effort sans composante normale. 
Ul est aussi le lieu des efforts s’exercant sur ces éléments spéciaux. 


Ce dernier point résulte de ce que le diamétre conjugué d’un plan tan- 
gent au cone asymptote est la génératrice de contact. 


621. Changement de coordonnées. — Dans ce qui précéde, nous 
avons rapporté le milieu continu a un systéme d’axes Owyz. Les valeurs 
de Ny, No, Ns, T1, To, T3, en chaque point M, dépendent évidemment de 
lorientation des axes. Si l’on prenait de nouveaux axes O24, 712, faisant 
avec les premiers Oxyz des angles connus, les valeurs des six coefficients 
deviendraient Ni, Ny, N,'T,, T,, T5. Pour calculer ces nouvelles valeurs 
if suffit de remarquer que, par l’effet du changement de coordonnécs, 
Péquation de la quadrique directrice, relative a un point quelconque M, 


Ni w?+ No y?-+N33?+2T, y's'+2T23'2'+ 2T3 ay SI, 
devient 
NycPtNeyP+Ngsep+ 2, ys, +27, 2,214 eT ae, y, =u. 


On est donc ramené au probléme bien connu de calculer les nouveaux 
coefficients de l'équation d’une quadrique ayant son centre a lorigine, 
quand on change la direction des axcs de coordonnées. 


EXERCICES. 


{. Soient, en un point M d’un milieu continu, & un instant ¢, trois éléments 
ds,, ds,, do, normaux aux axes coordonnés ct MI’,, MI’,, MF, les trois vecteurs 
représentant les efforts rapportés & lunité de surface qui s’exercent sur les faces 


A. — III. 10 
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négatives de ces trois éléments. Démontrer que, si l’on prend pour systéme d’axes 


de coordonnées obliques les trois droites MF,, MF,, MF,,’l’ellipsoide des efforts. 


a pour équation 
Ko ht eae 
ata 
ROT Seta He) We 


2 


Démonstration. — L’effort T qui s’exerce sur l’élément ds perpendiculaire & Ja 
droite (a, 8, 7) est, par hypothése, la résultante de trois composantes X, Y, Z 
dirigées suivant MF,, MF,, MF;. Ecrivons que les projections de T sur les axes 
sont les sommes des projections de ces composantes. Nous aurons, en remarquant 


que les cosinus directeurs de F, sont — os et es; tee 
F, sa 3 F, 
N ite th 
T,=- x 4¥Y + 7, 
eh ORT Bes 
fey Ae T 
f= =X — nf, 
Ave F, Era tae oh eae 
ALN ahs N 
T= 2S~X+—2Y= 27 
Lo M, 3 
Comparant avec les formules (1:), on a 
Xx Yy Z 
by i y oat F,’ Ke Fi 


D’ou, en écrivant x?-+ 8?+ y?=1, léquation demandeée. 
mt f) ‘ 


. Considérons une surface fermée S et supposons que sur chaque élément do 
my celle surface agisse une force définie comme il suit : Soient a, §, y les cosinus 
directeurs de la normale extérieure a do; soient, d’autre part, x, y, 2 les coor- 
données de l’élément par rapport a trois axes reclangulaires. La force appliquée 
a l’élément do est une certaine force Tds ayant pour projections T, ds, T, ds, 
V,ds, ot T,, T,, T, sont des fonctions de x, y, 2, a, B, y 

On demande quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes que doivent 
remplir ces fonctions pour que l’ensemble des forces T ds appliquées a tous les 
éléments d'une surface fermée S supposée rigide se fasse équilibre, quelle que 
soil la forme de cette surface ( Maurice Lévy). 


Réponse. -- Il faut et il suflit que l’on ait les équations (11) et (14) dans les- 
quelles on suppose X, Y, Z et J nuls. Pour le démontrer, il suffit de reprendre 
les raisonnements des n* 614 et G15, en supposant X, Y, Z et J nuls. 

Ces conditions sont remplies dans le cas trés particulicr o& chaque élément dz 
ale la surface S est soumis & une pression normale proportionnelle a ds. 


3. Soit ds un élément superficiel de coordonnées x, y, 5, dont la normale a 


p’ . cosinus directeurs a, 8, y. Faisons correspondre, & cet élément, le vecteur 1 


ayant cet élément pour point d’application et pour projections 
T, = aX,+ 6X, +.7X;, 
Ty =: 2¥,+ SY. + Ys, 
T, = aZ, + BZ, + 7Zy 


ou X,, X,, X,, ..., Z sont des fonctions des coordonnées. 
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Démontrer que le vecteur Q ayant pour point application le point x, 7, 5 et 
pour projections 
Ove ¥ 5-25 
Q.= 2, 
OFS Ky 


est indépendant du choix des axes. Démontrer de méme que le vecteur R ayant 
pour projections 

peo PB, Me 

: Ox oy Os 

OV OY a oy 

R= —1 PE ay yeaa 

Vion fey ae” 

R, = uas 


Why, oy 
Seta: oy 0s 


? 


+3 + 


est indépendant du choix des axes. II faut entendre par 1a que, si l’on prend de 
nouveaux axes Ow'y’s’ et si l’on met les nouvelles projections du vecteur I sous 
la forme 

Tea X)4 BX 4 y'X 


/ 
3) 


a’, 8’, y’ étant les nouveaux cosinus des angles que fait la normale a ds avec les 
nouveaux axes, les vecteurs Q’ et R’ formés avec les nouvelles fonctions X‘, .. 
Z', et les nouvelles coordonnées 2’, y’, 5’ sont identiques a Q et R. 


is! 


Réponse. — On peut établir ces résultats en calculant le moment résultant et 
la résultante générale des forces T do appliqués a tous les éléments ds d’une 
surface fermée arbitraire S. Les vecteurs obtenus sont indépendants du choix 
des axes. 


4. Si par un point donné d’un corps solide on fait passer trois plans rec- 
tangulaires entre eux, la somme des earrés des pressions ou des tensions sup+ 
portées par ces mémes plans sera une quantité constante égale 4 la somme des 
carrés des pressions ou tensions principales [Caucuy, De /a pression ou tension 
dans un corps solide (OKuvres completes, 2° série, t. VU, p. 75)]. 


5. Les valeurs de T,, T,, T, données par les formules (11) du n° 616 sont entie- 
rement semblables aux valeurs des composantes rectangulaires de la force gui 
solliciterait un point matériel placé en présence de plusieurs centre fixes d’at- 
traction ou de répulsion, et trés peu écarté d’une position dans laquelle il restait 
en équilibre au milieu des centres dont il s’agit. 

Les formules que l’on obtient de cette facon, ainsi que plusieurs propositions 
qui s’en déduisent, et qui sont analogues aux théorémes des n* 617 et 618, sont 
dues & Fresnel qui les a données dans ses Recherches sur la double réfraction 
(Caucuy, OFuvres completes, 2° série, t. VIi, p. 79). 


—— OO 
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CHAPITRE XXXI. 
HYDROSTATIQUE. 


I. — CONDITIONS GENERALES D’EQUILIBRE DES FLUIDES. 


622. Fluides. — A premiére vue, les corps peuvent étre divisés 
en trois catégories; solides, liquides et gaz. 


Solides. — Comme nous lavons déja dit, il n’existe pas de 
corps absolument rigides; tous les corps appelés so/ides subissent 
des déformations quand on leur applique des forces dépassant 
une certaine limite. Si, lorsqu’on supprime ces forces, le corps 
revient exactement a sa forme et a son état primitifs, il est dit par- 
faitement élastique. Si, au contraire, lorsque les forces défor- 
mantes sont supprimées, le corps reste dans 1’état déformé, il est 
dit parfaitement mou ou plastique. Ce sont la deux états extrémes 
qui ne sont réalisés rigoureusement par aucun corps : les solides 
naturels sont plus ou moins élastiques, plus ou moins plastiques. 

Les actions mutuelles entre les molécules d’un corps solide 
sont de telle nature qu’elles s’opposent aussi bien a l’écartement 
qu’au rapprochement des. molécules; de telle sorte que, suivant 
les cas, les efforts qui s’exercent sur les éléments de surface ds 
pris dans l’intérieur d’un solide sont des tractions ou des pres- 
sions. 


Fluides. — Les liquides et les gaz portent le nom général de 
fluides: 

Les liquides sont sensiblement incompressibles : ils occupent, 
par conséquent, un volume constant & température constante. Il 
en résulte que les actions mutuelles des molécules s’opposent a 
leur rapprochement; mais elles s’opposent trés faiblement a leur 
écartement. 5i lon considére le systeme formé par deux molécules 
d’un liquide en contact l’une avec l’autre, lorsque les résultantes 
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des forces extérieures au systéme agissant sur les deux molécules 

tendent a les séparer, la séparation se produit effectivement, dés 

que ces résultantes dépassent des limites trés petites que l’on peut 

regarder ordinairement comme nulles; cela revient a dire que la 
cohésion des liquides peut étre regardée comme nulle dans les 

phénoménes habituels. Cette cohésion trés faible se manifeste par 

des effets & la surface du liquide dans certains phénoménes parti- 

culiers, tels que la formation des gouttes, la constitution des 

bulles, les phénoménes capillaires, etc. 

Dans un liquide, les efforts intérieurs sont donc des pressions. 

Les gaz sont, au contraire, compressibles et dilatables & vo- 
lonté; ils n’ont pas de volume déterminé et remplissent constam- 
ment les enveloppes fermées qui les contiennent. Comme il faut 
exercer une pression sur un gaz et dépenser un travail pour le 
comprimer, les actions mutuelles des molécules des gaz s’opposent 
a leur rapprochement; mais elles n’opposent aucune résistance a 
leur écartement, puisque les molécules des gaz tendent ass’écarter 
naturellement. Dans un gaz, les efforts intérieurs sont donc tou- 
jours des pressions. 

Une premiére propriété, commune a tous les fluides, est donc 
que les efforts intérieurs sont des pressions. 

Une deuxiéme propriété est la suivante : si un fluide est immo- 
bile et si une force, si petite soit-elle, vient a agir en tendant 
faire glisser deux molécules en contact l’une sur l’autre. le glisse- 
ment se produit effectivement, quelle que soit la pression entre 
ces deux molécules. Il résulte de la que, dans un fluideen équt- 
libre, tous les efforts sont des pressions norma.rs aux éléments 
plans sur lesquels ils s’exercent. 


Viscosité. — L’observation montre que les fluides sont plus ou 
moins mobiles. Ainsi, quand on écarte un liquide pesant de sa 
position d’équilibre, il se met en mouvement plus ou moins faci- 
Jement pour reprendre cette position; !’eau se cuoimporte, a cet 
égard, d’une tout autre maniére que certains liquides comme des 
huiles épaisses. Ce fait met en évidence une qualité qu’on appelle 
viscosité. Quand un fluide est immobile, si Von fait agir sur fut 
des forces. tendant a faire glisser les molécules les unes sur les 
autres, le glissement se produit guelque petites que sotent ces 


’ 
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forces, mais le mouvement se fait d’autant plus lentement que le 
fluide est plus visqueux. La viscosité est donc une résistance au 
elissement mutuel des molécules. On peut assimiler cette résis- 
tance soit a un frottement intérieur, soit & une résistance de mi- 

_lieu : elle présente, avec le frottement, cette différence que, pour 
vaincre un frottement de glissement, il faut faire agir une force 
tangentielle dépassant une certaine limite, tandis que la moindre 
force tangentielle suffit pour faire glisser deux molécules fluides 
en contact. 

On voit maintenant avec netteté ce qui distingue un solide 
plastique d’un fluide visqueux. Pour déformer un solide plas- , 
tique, il faut un effort dépassant une certaine limite, tandis que 
le moindre effort tangentiel suffit pour mettre en mouvement 
un fluide visqueux ('), pourvu quil agisse pendant un temps 
suffisamment long. 


623. Conditions d’équilibre d’un fluide. Pression en un point. 
— D’aprés ce qui précéde, pour qu’un fluide soit en équilibre, ¢/ 
faut que tous les efforts intérieurs soient des pressions nor- 
males aux éléments plans sur lesquels ils s’exercent. 

Si done nous appliquonsa un fluide en équilibre les considéra- 
tions générales du Chapitre précédent, nous voyons que, en 
chaque point M du fluide, les composantes tangentielles T,, To, 
T, des efforts sur les éléments perpendiculaires aux axes doivent 
étre nulles : les projections Tz, T,, Tz de l’effort, rapporté a 
unité de surface, s’exercant sur la face négative d'un élément 
quelconque dz, sont alors 

Tx=Niz, Tr=NgQ) > Te= Ny 


Cet effort devant étre normal a l’élément ds, on doit avoir 


LY es 
= 
aus Ke P v 
ce qu exige 
N,= Noe Ns. 


En outre, Veffort devant toujours étre une pression, les projec- 
tions T,, T,, T, doivent étre de mémes signes que a, (4, ¥3 la 
a ap oe 


(') Pearson, The Elastical Researches of Barré de Saint-Venant, p. 253.— 
GREENIILL, Treatise on Hydrostatics, 1894, p. 6-7. 
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valeur commune de N,, N,, N; est donc une quantité positive p, 
que l’on appelle pression au point M. 

Cette quantité p est une fonction uniforme des coordonnées fy 
y¥, 3 du point M. Sur tout élément do passant par M s’exerce un 
effort qui est une pression normale pads. 

D’aprés cela, dans un fluide en équilibre, la quadrique direc- 
trice et l’ellipsoide des efforts sont, en chaque point, des sphéres : 
toutes les directions, autour de chaque point, sont principales. 

Si Pon prend comme unité de force le kilogramme-force et 
comme unité de longueur le métre, p est la pression rapportée au 
métre carré évaluée en kilogrammes : on peut dire.aussi que, dans 
ce systéme, la valeur numérique de p est la hauteur en millimétres 
@une colonne d’eau ayant pour base 1™ et pour poids p kilo- 
grammes; cela tient 4 ce qu’une colonne d’eau d’une hauteur de 

i™™, ayant pour base 1™4, pése 18, 


624. Equations d’équilibre d’un fluide. —- Soient comme dans 
le Chapitre précédent X, Y, Z les projections des forces, rap- 
portées a lunité de masse, agissant sur les éléments de volume du 
fluide; p la densité du fluide : les équations générales du n° 616, 
dans lesquelles on fait 

Teer hs = 0, N, = No=!N3= Pp, 3=0 
deviennent 
(1) Sen N, oP = oY, oF =. 9 


Telles sont les équations d@’équilibre des fluides. Dans ces équa- 
tions X, Y, Z, p et o sont des fonctions uniformes et finies de x, 
y, 2 dans toute |’étendue du fluide en équilibre. La fonction p est 
assujettie & étre continue en tous les points du fluide, puisque ses 
dérivées partielles sont finies, d’aprés les équations (1); en outre, 
cette fonction doit rester positive ou nulle dans le fluide. La 
densité 0 est également positive, mais peut étre discontinue. 

Les équations d’équilibre (1) s’appliquent & tous les fluides, 
quelque visqueux qu’ils soient : c’est seulement en Hydrodyna- 
mique que la viscosité modifie les phénoménes. 

Equation unique d’équilibre. Interprétation géométrique- 
— Soient M un point (x, y, 2) de la masse fluide et 


M'(a@+ dx, y+ dy, 2+ dz) 
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un point quelconque infiniment voisin. Ajoutons les équations (1) 
aprés les avoir multipliées respectivement par dx, dy, dz; nous 
aurons, en désigant par dp la différentielle totale de p, 


(2) dp =p(Xda+Ydy+Zdsz). 


Cette équation ayant lieu, quets que soient dx, dy, dz, résume 
les trois équations (1). Elle a une signification simple. Soit F la 
force, rapportée 4 l’unité de masse, agissant en M, Y’équation (2) 
signifie que la différence, dp, des pressions aux points infiniment 
voisins M et M’, est égale au produit de la densité ¢ au point M 
par la quantité 


oe 
F.MM’cosF.MM’, 


analogue a un travail. On peut dire aussi que la dérivée de la 


: : : ; d, Z : 
pression dans une direction donnée MM’, an? est égale & la den- 


sité en M multipliée par la projection de la force F sur MM’ 
dp 


aes 
MM’ = el cos F.MM’. 


(3) 

Cette équation donne la condition d’équilibre indépendamment 
de tout systeme de coordonnées. On en déduit les équations 
d’équilibre des fluides dans un systéme quelconque de coor- 
données : il suffit, pour cela, de traduire la condition (3) dans le 
systéme adopté. 


Cas d'une fonction de forces. — Dans le cas particulier ot les 
forces X, Y, Z dérivent d’une fonction U (2, 7, 3), ona 


Xdx+Ydy-+-Zdz= dau, 
et Péquation d’équilibre s’écrit 
dp =p au. 
La variation infiniment petite de la pression, quand on passe de 


M en M’, est égale a la densité multiplicée par la variation infini- 
ment petite de la fonction de forces. 


$23. Application du principe du travail virtuel. — Lagrange a 
montré, dans la Mécanique analytique, que le principe du travail virtuel 
permet d’établir les équations de 1’Hydrostatique. Nous renverrons pour 
la discussion de cette démonstration 4 un Mémoire de M. Duhem (Annales 
de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. IV). 
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626. Lois de forces capables de tenir un fluide en équilibre. — 
Lorsqu’un fluide est en équilibre, les quantités p,o, X, Y, Z sont 
déterminées en chaque point du fluide; ce sont donc des fonctions 
uniformes de x, y, 3; mais il est important de remarquer que 
Véquilibre nest possible gue si les forces X, Y, Z remplissent 
une condition particuliére. En effet, l’équation (2) exprime que 
Pexpression différentielle 


(4) Xdx+Ydy+Zdz 


devient une différentielle totale dp, quand on la multiplie par la 
fonction o de 2, y, s. En d’autres termes, la densité ¢ est un fac- 
leur intégrant de l’expression (4). Or, pour qu’une expression, 
telle que (4), admette un facteur intégrant, c’est-a-dire puisse 
étre identifiée avec une expression de la forme tdg, ot Y et 9 sont 
fonction de z, y, s, il faut et il suffit (n° 542) que l’on ait 


ar POX.) aF. dY (0X 
5 5 Cy peal ft Pes ES is Ueno eee 
©) me a) skis (5s a) +2 (5 =) ¢ 


Les forces (X, Y, Z) appliquées au fluide doivent donc remphir 
cette condition pour que I’équilibre soit possible. 

En employant la terminologie définie dans le premier Chapitre . 
de ce Volume (n° 541), on voit que l’équilibre d'un fluide n’est 
possible que si le tourbillon de la force X, Y, Z est nul ou est 
perpendiculaire 4 la force en chaque point du fluide. 

La condition (5) est remplie en particulier quand le tourbillon 
de la force est nul, c’est-a-dire quand la force X, Y, Z dérive 
d’une fonction de forces U, car, dans ce cas, les diftérences telles 


oY : : % cae : 
que 5 TP nulles identiquement. C'est ce qui a lieu 


Je plus fréquemment. 

Dans le cas le plus simple qui puisse se présenter, les quantités 
-&, Y, Z sont des fonctions uniformes données de x, 7, 2, indé- 
pendantes dans fleur forme de la disposition qu’affecte la masse 
fluide; c’est ce qui arrive lorsqu’on envisage un fluide soumis uni- 
quement & l’action de forces extérieures, telles que la pesanteur 
ou l’attraction de corps fixes; pour que l’équilibre soit possible, 
il faut que ces fonctions données vérifient Pidentité (5). 

En d’autres cas, les quantités X, Y, Z sont, pour chaque ar- 


194 EQUILIBRE ET MOUVEMENT DES MILIEUX CONTINUS. 


rangement de la masse fluide, des fonctions de z, y, 3; mais ces 
fonctions changent avec l’arrangement de la masse: c’est ce qui 
arrive, par exemple, pour un fluide dont les particules s’attirent 
suivant la loi de Newton, ce fluide pouvant d’ailleurs étre soumis 
a d’autres forces extérieures; il est bon de remarquer que, dans 
cet exemple, la force provenant de l’attraction newtonienne du 
fluide sur un point de masse 1, pris dans son intérieur, dérive 
d’une fonction de forces; quel que soit l’arrangement du fluide; 
seulement cette fonction varie avec l’arrangement du fluide. 


627. Equation caractéristique d’un fluide. — Si l’on considére 
un fluide déterminé, il existe, entre la densité p, la pression p et 
la température z d’un élément de volume du fluide, une relation 
caractéristique 


(6) $ (p, Oy c= 10. 


Par exemple, pour un gaz parfait, suivant les lois de Mariotte et 
de Gay-Lussac, ona 


P 


—_——_—- = const. 
(t+ at) ; 


a désignant le coefficient de dilatation du gaz, égal & =4, quand < 
est évalué en degrés centigrades. j 

Pour un liquide, la relation caractéristique ne contient pas p; 
on sait, en effet, qu’un liquide est sensiblement incompressible ; 
sa densité ne dépend donc pas de sa pression, mais seulement de 
sa température, et l’on a, dans des limites convenable de la tem- 


pérature, 
Pel Sol 
SER ET Pie 
A étant le coefficient de dilatation d’un liquide par la chaleur et Po 
la densité pour t = o. 

L’étude de la relation caractéristique d’yn corps fait l’objet de 
la Thermodynamique; pour l’emploi de cette relation dans Péqui- 
libre et le mouvement des fluides, nous renverrons i un important 
article de Bjerknes dans le Tome IV des Acta mathematica et “ 
deux Notes de M. Pierre Weiss, Comptes rendus, t. 167, p. 2 
et 293, 
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628. Surfaces de niveau. — Imaginons une masse fluide en 
équilibre: en chaque point M (a, y, 5) de cette masse, la pression, 
la densité, la température ont des valeurs déterminées; donc p, F) 
et t sont des fonctions uniformes de 2, y, 5. 

Les surfaces sur lesquelles la pression est constante, p = const., 
s'appellent surfaces de niveau. 

Les surfaces 0 = const. sont les surfaces d’égale densité. 

Les surfaces t = const. sont les surfaces isothermes. 

Comme p, ¢ et = sont liés par la relation caractéristique du 
fluide, on voit que si, le long d’une certaine ligne, deux de ces 
quantilés restent constantes, la troisiéme reste également con- 
stante. Ainsi, la courbe d’intersection de deux surfaces p = const. 
el t = const. se trouve sur une surface 9 = const. 

Les équations d’équilibre 


BE x se oY de 


: Oya wes Fence 


montrent qu’en chaque point M du fluide la force (X, Y, Z) est 
dirigée normalement a celle des surfaces de niveau passant par 
ce point, du cété ot! p augmente : en effet, les projections X, Y, 
Z de cette force sont égales aux dérivées partielles de la fonction p 
par rapport 4 2, y, 2, divisées par le facteur positef p. 


629. Application aux fluides pesants. —- Imaginons une portion 
de fluide pesant de hauteur quelconque, mais de section assez 
petite pour que la direction de la verticale ne change pas sensi-: 
blement d’un point & l’autre du fluide.. 

Alors, en prenant un axe vertical Os dirigé vers le haut, ona, 
pour les projections de la force agissant sur l’unité de masse, 


X60, CEO, Z=— g', 

Si la hauteur du fluide considéré est faible, on peut regarder 2’ 
comme constant dans l’étendue du fluide égal 4 sa valeur g au 
point O; sinon g’ décroit quand 3 augmente. 

L’équation d’équilibre (2) est 
(7) dp =—pg' dz. 

On en conclut que p est fonction de z seul. En effet, si l’on se 
déplace dans le fluide de telle fagon que s reste constant, dz est nul 
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et ’équation montre que dp est nul aussi, c’est-a-dire p constant. 
La pression a donc la méme valeur en tous les points d’un plan 
horizontal et p est une fonction de z seul. 


p= 9(4). 


Les surfaces de niveau sont done des plans horizontauz. 
L’équation (7) donne alors 


es’ =— 9'(4); 


o' désignant la dérivée de 9. Comme g’ est une fonction de 2, p est 
une fonction de z seul : les surfaces d’égale densité sont donc 
également des plans horizontaux; elles se confondent ici avec 
les surfaces de niveau. 

Enfin, la relation caractéristique (6) du fluide montre que 7 est 
aussi une fonction de z seul : les surfaces isothermes sont encore 
des plans horizontauz. 

Ces considérations s’appliquent, en particulier, 4 l’équilibre 
de l’eau et de lair sous l’action de la pesanteur. On en conclut 
qu’une colonne d’air atmosphérique ne peut étre en équilibre que 
si la température et la densité sont constantes dans chaque plan 
horizontal. 


Différence de pression en deux points. — Soient M, et M 
deux points d’altitudes zy et 2(39<.2), Po et p les pressions en 
ces points. En intégrant l’équation (7), ona 


Po P Su 6g dz. 


0 


La différence des pressions aux deux points est égale au 
poids d’un cylindre vertical du fluide, ayant pour section 
droite l’unité de surface et limité aux plans horizontaux pas- 
' sant par les deux points. En effet, si, dans ce cylindre, on méne 
deux sections droites infiniment voisines & des hauteurs z et z + da, 
le volume de la tranche ainsi découpée dans le cylindre est dz, sa 
masse est edz et son poids pg’ dz; le poids total du cylindre est 


donc bien J pads. 


Fluides pesants, de densités différentes, superposés. — 
Soient deux liquides pesants, en équilibre, superposés, ou un 
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gaz superposé & un liquide. Cherchons fa surface de séparation. 

Le long de cette surface, la pression doit étre la méme dans 
les deux fluides, pour que chaque élément de la surface de sépa- 
ration subisse des pressions égales sur ses deux faces. Or, dans 


Vun des fluides, ona 
dp =—pg'dz 


et dans l’autre, en appelant p, la pression et 0, la densité, 
dp, —— pig’ ds. 


Pour un déplacement quelconque effectué le long de la surface 


de séparation, ona 
dp — dp,=o0, 


puisque p = p, sur celte surface. On a done, le long de cette sur- 
face, 
ceaeiaee (p1— 9) g dz = 0, 
c’est-a-dire 
qdz= 0, % = const. 


La surface de séparation est donc un plan horizontal. 
C'est ce qui se présente, par exemple, pour la surface libre de 
eau en contact avec l’air au repos. 


63). Formule barométrique. — Les équations précédentes permettent 
d’établir la formule de Laplace (Mécanique céleste, 2° Partie, Livre X, 
Chap. IV) pour la mesure des altitudes a aide du barométre. Si, en un 
lieu déterminé, on considére l’atmosphére comme un fluide pesant en 
équilibre, les quantités p, p, t sont des fonctions de j’altitude z. En trai- 
tant Pair comme un gaz parfait, on a, entre ces quantiltés, la relation 

P ati 


o(i-+at) a 


ou k est une constante. Appelons g l’intensité de la pesanteur au niveau 
de la mer.au lieu considéré et comptons les altitudes a partir de ce niveau. 
Soit g’ l’intensité de la pesanteur a l’altitude z+: si on désigne par R le 
rayon terrestre, les points de hauteur o et z sont a des distances du centre 
de la Terre égales R et R+ z; les intensités de la pesanteur en ces deux 
points sont sensiblement en raison inverse des carrés des distances au 
centre : donc 

& R? 

. , ee gs CHR 1-6 5)? 

L’équation d’équilibre 

dp =—0g' dz 
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est alors, en y remplacant ¢ et g’ par les valeurs tirées des équations pré- 
cédentes, 

dp kg R? dz 
(8) Seas eh ae 


‘Do. ebay (R42)? 


Dans cette équation < est une fonction inconnue de z : d’aprés Laplace, 
on donne a < une valeur constante égale a la moyenne + (7; +72) des 
températures aux deux stations dont on veut mesurer la différence d’alti- 
tude. La valeur du coefficient de dilatation « est un peu augmentée par la 
présence de la vapeur d’eau; Laplace prend « = 0,004 de sorte que 


2( t+ 72) 
1000 


rat i+ 


Ceci posé, appelons z, et 22 les altitudes des deux stations inférieure et 
supérieure, py et pe les valeurs de la pression atmosphérique p aux deux 
stations; l’équation (8) donne, en intégrant de 2, a 22, 


ee Po {kg R? I Pee \s 
Py on P+ 2T R-+ 2, a 


d’ou, en réduisant au méme dénominateur et en resolvant par rapport a la 
différence d’altitude 


i= 42— 34, 


t += 2b 24 2,+Z Pi 
ppt tae AR le) + ae) gf. 
oy kg ( R) ( R viv 


Dans cette formule, g désigne l’intensité de la pesanteur au niveau de 
la mer a la latitude L du lieu de l’observation; en appelant ¢,5 l’intensité 
de la pesanteur au niveau de la mer a la latitude de 45°, ona 


& = 813(1-- 0,00265 cos2L), 


d’otl, en prenant les inverses et négligeant le carré du terme en cos2L 
qui est trés petit, 

‘1 Te 
— = —(t-+ 0,00265 cos2L). 
E& Fb 


Voyons comment on pourra pratiquement calculer le terme Log/!. 
Pr 
Appelons hy et hz les hauteurs barométriques lues aux deux stations, T; 


et T, les températures des deux barométres : ces températures ne sont 
pas toujours exactement celles de l’air ambiant; on fait usage, pour les 
déterminer, d’un thermométre enchassé dans la monture méme du baro- 
métre. Soit A’, la hauteur qu’aurait le barométre a la station supérieure, 
si sa température était T; comme a la station inférieure; la dilatation du 
mercure est 0,00018002 pour un degré centigrade et celle du laiton de 
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l'échelle barométrique 0,00001878; la différence de ces deux dilatations 
est ss5y et Von a 


Mais il faut, de plus, tenir compte de la différence des intensités de la 
pesanteur aux deux stations 3, et 29. Soient ¢; et gy ces intensités, 01 Ia 
densité du mercure a T, degrés. Les pressions p, et p. étant respective- 
ment égales aux poids de deux colonnes de mercure a la température T,, 
ayant pour base 1 et pour hauteurs J, et hy, ona 


Pi=hipie:, pe=hyo1 823 


G n) 
Pi Ay 8 hy R 


2 ae tes 2 hi, 21 a? 
Date ral 
h P z 
Lo Pi Log yt + 2Log (1+ # ) —2Lo +t). 
Bn Shi, 8 Rye g( R 


C 23g 23 t tre tit ut Soli t les carrés d 
omme — et = sont tres petits, on peut, en négligeant les carrés de 


ae, 5 patne: v3 B 

ces quantités, remplacer les logarithmes népériens de 1 + a ete - par 
22 41 
— et —; ona done 
R R’ 


La formule (g) peut donc s’écrire 


(10) donde == (+t) (1-+ 0,00265 c08 aL) (1+ EG 


I 

Mkgys R 
hy Z 

< (log 7 +aMR): 


Dans cette formule, le facteur 


I : 

a pour valeur numérique 18336" 
Mkégis \Y q ’ 
et le rayon R, 6366198". 

On pourra calculer Z par approximations successives, en remplacant, 
d’abord, dans le deuxiéme membre, R Par o puis remettant,. dans le 


deuxiéme membre, pour Z, la premiére approximation, 
On trouvera, dans l’Annuaire duBureau des Longitudes pour 1890 
p. 184, et dans les Annuaires des années suivantes, des Tables pour l’ap- 
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plication de la formule de Laplace, dressées par M. Mathieu. Dans ces 
Tables, la formule (10) est écrite d’une facon un peu différente qu’on 
peut obtenir comme il suit : 


On peut remplacer d’abord le produit (: + *) (: ee z) par 


R R R 
23 Z , . e ’ J : 
(: + =) (: b R)? en négligeant des termes de l’ordre de Ri? Puls le 
produit (1+ 0,00265 cosa) (1 a a) par (1 + 6,00265 cos2bL + ) en 


; : Z 
négligeant le produit de R Par le terme en cos2L. Nous aurons alors, en 


écrivant la formule (to) aprés ces changements et tenant compte séparé- 
ment des deux termes du dernier facteur, 


h / Z\ / 
= 18336" log = (1 + at) (1+ 0,002.65 cos2L + z) (c+ i) 
ge } 
+ 15.926" 5 (t+ az) 


en ze ; I 
En négligeant, dans la deuxiéme ligne, les termes contenant Re Oe le 


: I s y Ape 
produit de BR Par a= ou par 0,00265cos2L, on voit qu’elle se réduit au 


Z, E 
terme 15926 R Faisant passer ce terme dans le premier membre, on a la 


E 15926 ; j : Ae 
valeur de Z (: — oe) pour résoudre par rapport a Z, il faut diviser le 
= 15926 are - 
deuxiéme membre par 1 — Rou le multiplier par Vinverse de ce 
, ; wat 15926 
nombre qui est approximativement 1+ rr 


Finalement, on peut écrire, en faisant encore .une fois l’'approximation 
qui consiste a remplacer (1-++¢) (1-+-e’) par 1t+e+e’, 


Z=2 18336" log 7 [' +2 | 
2 


y Z +- 15926 ES team 
* | (+ 000265 cos2 L + =———_- — Sidy Je 
(  ~§366198 ) (: * 3183099) 


qui est la formule pour laquelle sont construites les Tables del’ Annuaire. . 

Cette formule, ctant basée sur l’hypothése d’un équilibre statique de 
l'atmosphére, ne peut servir que quand lair est calme; l’approximation 
sur une différence d’altitude peut alors étre estimée a une dizaine de 
métres; mais, dans les temps de bourrasques, les erreurs peuvent atteindre 
des valeurs invraisemblables. 


631. Cas ot les forces dérivent d’une fonction de forces. — 
Dans l'application que nous yenons de faire & la pesanteur, la 


‘ 
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force rapportée d l’unité de masse dérive d’une fonction de forces. 
Supposons, d’une maniére générale, que cette circenstance se 


présente et appelons U (2, y, os la fonction de forces. L’équation 
WV équilibre est alors 
dp =p au. 


Cette équation muntre d’abord que p est fonction de U seule- 
ment; en effet, si l’on se déplace dans le fluide de telle fagon que 
U reste constant, dU est nul, donc dp est nul et p reste constant. 
Ainsi 

p=9(U). 


Les surfaces d’égale pression ou surfaces de niveau se con- 
fondent donc avec les surfaces U = const. 

Remplagons p par cette expression dans l’équation d’équilibre 
et désignans par ¢’ la dérivée de 9; nous aurons 


e = ¢'(U). 


Les surfaces d’égale densité se confondent donc avec les sur- 
faces de niveau. 

Enfin, ’équation caractéristique entre p,p ett montre que zest 
également une fonction de U, c’est-a-dire que les surfaces d’égale 
température coincident aussi avec les surfaces de niveau. 


632. Application. Equilibre relatif d’un liquide pesant animé 
d’un mouvement de rotation uniforme autour d’un axe vertical 
fixe. Imaginons un liquide pesant de densité ° animé d’un 


mouvement de rotation uniforme, de vitesse angulaire w, autour 
d’un axe vertical fixe ascendant Oz. Cherchons si ce liquide peut 
prendre un état d’équilibre relatif par rapport & des axes ‘rectan- 
gulaires Ox, Oy, Oz tournant autour de O avec cette méme 
vitesse. 

Pour cela, on peut regarder les axes mobiles comme fixes, & 

? to} ? 
condition d’ajouter 4 la pesanteur la force centrifuge (voyez 
Chap. X X11). Soit dm un élément de masse de coordonnées re- 
p 
latives x 2: le poids de cet élément a pour projections sur les 
Nee P OL a) 
axes Ox, Oy, Oz les quantités 0, 0, — gdm; la force centrifuge 
est dirigée suivant la perpendiculaire abaissée de l’élément consi- 
déré sur l’axe Os, elle tend & éloigner l’élément de l’axe et elle a 
A. — Ill 11 


162 EQUILIBRE ET MOUVEMENT DES MILIEUX CONTINUS. 


pour intensité w?rdm, r étant la distance de |’élément a l'axe ; 
par suite, la force centrifuge a pour projections w?zdm,o? ydm 
eto. La résultante des forces qu’il faut appliquer 4 l’élément dma 
donc pour projections w?2dm,w?ydm,— gdm, et la force X, 
Y, Z rapportée & l’unité de masse est 


Kiewie WY Say eee: 


L’équation d’équilibre est alors 
dp = p[w*(a4dzx+ y dy) — eda}. 
Actuellement, la force X, Y, Z dérive d’une fonction de forces 
uniforme 
32 
U = —(at+ y2) — 62, 
et l’on peut écrire 


dp=e au; 


on pourra donc appliquer 4 cet exemple toutes les conclusions du 
numéro précédent. 
Les surfaces de niveau sont 


U = const.; 


ce sont des paraboloides de révolution autour de Oz tous égaux, 
Aue 1A 4 
la parabole méridienne ayant pour paramétre = 


La surface libre du liquide supposée en contactavec l'air immo- 
bile est une surface de niveau, car, sur cette surface, la pression 
est conslante et égale ala pression atmosphérique pa. La constante 
arbitraire figurant dans l’équation de la surface libre se détermine 
par cette condition que la masse liquide limitée par les parois du 
vase et la surface libre a une grandeur donnée. 

Si le liquide est a une température constante, o esl constant; 
alors, en intégrant, ona 


ne 
P=pe [Seta — 23 -t- e|), 
ou c est une constante, et la surface libre a pour équation 


Oe : } 
ae i) = 23 =e. 
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ee : iy : 
ou c est une autre constante déterminée comme nous l’avons dit. 


On obtient ensuite c en écrivant que, sur la surface libre, p = pa, 
ce qui donne 
Pa=o(¢' +e). 


Exercice. —- Supposons que le vase soit un cylindre de révolution au— 
tour de Oz de rayon R et que, le vase étant au repos, le liquide supposé 
homogéne s’y éléve a la hauteur h. On fait tourner le vase avec la vitesse w; 
démontrer que, si Vorigine O est au fond du vase, la surface libre a pour 
équation 

2 


w? (22 +- y?) ~2¢5 = oe — 28h, 


tant que 


4gh 
R2 


HA 


: heh ; 
Si w? > pean le fond se découvre et la surface libre a pour équation 
we? (22 y?) — 225 == w Rlw R—2 Veh). 


Tant que le fond ne se découvre pas, la section de la surface libre par 
le niveau primitif z = Aest une circonférence de rayon 4 R V2 indépendant 
de w. 

On a construit, pour mesurec les vitesses angulaires, un appareil fondé 
sur la théorie exposée dans ce numéro (voir Greennitt, A Treatise on 
. Hydrostattes, p. 448: 1894). 


633. Fluides superposés. — Solent deux fluides superposés : 
appelons p la pression, 2 la densité dans le premier fluide ct F la 
force, de projections X, Y, Z, agissant en chaque point du fluide, 
rapportée & VPunité de masse ; soient p,, pi, F, les quantités ana- 
logues pour le deuxitine fluide. 

Les deux fluides étant en équilibre, on a, dans le premier, 


“~ 
dp = o(Xdr+Ydy + Zds)}= Feds cost, ds, 
et, dans le deuxiéme. 
dp, = p(X, dr + Y, dy + 7%, dz) = Fp, ds cost, ds. 


Le long de la surface de séparation S, la différence p— py est 
nulle, car chaque élément de cette surface doit subir la méme 
pression sur ses deux faces, pour que Véquilibre subsiste. On a 


164 EQUILIBRE ET MOUVEMENT DES MILIEUX CONTINUS. 

donc, pour un déplacement quelconque ds effectué sur la sur- 
face de séparation, dp =dp,, c’est-a-dire 

(S) o(Xda + Ydy +Zdz) = p1(X,dr+ Yi, dy + Z, dz), 


ou encore 


Ae Se 
(S) ‘ FocosF, ds = Fi; cosF,, ds. 
C’est la l’équation différentielle de la surface de séparation. 


Cas panticutrers. — 1° Les forces F et F, appliquées aux 
deux fluides dérivent de fonctions de forces U et U,; léqua- 
tion différentielle de la surface de séparation est alors 


(S) p dU — py dU,;=0. 


2° La fonction de forces est la méme pour les deux fluides. 
Alors U, est identique 4 U; l’équation (S) devient 


(Pp — p1) dU = 0. 


Comme po — 9, est différent de zéro, on a, le long de la surface 


de séparation, 
dU =0, U = const.; 


la surface 'S est une surface de niveau. C'est la généralisation de 
ce quia lieu pour deux fluides pesants superposés (n° 629). 


3° Les deux fluides superposés sont des liquides a tempéra- 
ture constante. Alors ¢ et 9, sont constants ; le long de la surface 
de séparation, on a 


pe dU — 2, dU, =0, eo U — 9, U;= const, 


ce qui donne l’équation de la surface S sous forme finite. 


634. Principe d’Archiméde. — Imaginons un fluide en équilibre 
sous l’action d'un certain systéme de forces; soit, comme plus 
haut, F la force qui agit sur le fluide en un point quelconque M, 
rapportée 4 l’unité de masse. 

Supposons qu’un corps solide soit plongé dans ce fluide et 
maintenu immobile. Sur chaque élément superficiel dz du corps, 
le fluide exerce une pression normale pads. L’ensemble de ces 
pressions constitue un systéme de forces appliquées a un corps so- 
lide; elles peuvent done étre réduites & une résultante générale OR 
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appliquée en un point O pris a volonté eta un couple dont l’axe OG 
est le moment résultant de toutes les pressions pds par rapport 
au point O. Le principe d’Archiméde permet d’évaluer la résul- 
tante OR et le couple OG d’une maniére simple. 

Enlevons le corps solide et, sans toucher au fluide extérieur au 
corps, remplacons le corps par du fluide de méme nature soumis 
a la méme loi de forces F et disposé de facon que le systéme entier, 
constitué par le fluide’ primitif et celui quia remplacé le corps, 
reste en équilibre sous l’action des forces considérées. Prenons, 
en particulier, l’ensemble des forces F o dt agissant sur les élé- 
ments de volume du fluide qui oe le corps; soient OR’ 
et OG! la résultante générale et le moment résultant de ces forces 
par rapport au méme point O. On a alors le théoréme suivant : 


La résultante OR est égale et opposée & OR’, le moment OG 
égal et opposé a OG’. 


Eu effet, les forces extérieures appliquées au fluide qui rem- 
place le corps solide sont : 


1° Les pressions pdo s’exercant sur la surface de ce tluide, 
pressions. identiques a celles qui s’exercaient sur la surface du 
corps solide; 

2° Les forces Fo dt agissant sur les éléments de volume dz de 
ce fluide. 


Comme le fluide qui remplace le corps solide est en équilibre, 
les forces extérieures qui lui sont appliquées satisfont aux condi- 
tions d’équilibre d’un systéme de forces appliquées 4 an corps so- 
lide. L’ensemble des pressions pds et des forces Fo dz est donc 
équivalent a zéro : ou, ce qui revient au méme, la résultante gé- 
nérale OR et le moment résultant OG des forces p de par rapport 
a un point O sont égaux et opposés a la résultante générale OR’ 
et au moment résultant OG! des forces Fo dt par rapport au méme 
point. 

Le théoréme est donc démontré. 


Exempte : Corps immergé dans un fluide pesant. — Imagi- 
nons un corps maintenu immobile dans un fluide pesant en équi- 
libre. L’ensemble formé : 1° par les pressions p ds appliquées aux 
éléments superficiels de ce corps; 2° par les poids gp dt des élé- 
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ments de volume du fluide pesant qu'il faudratt substituer au 
corps pour maintenir l’équilibre du fluide environnant, est équt- 
valent a zéro. 

Comme les forces verticales g 9 dz sont équivalentes & une force 
unique égale au poids du fluide qu'il faudrait substituer au corps, 
on voit que les pressions pda du fluide sur le corps ont une ré- 
sultante unique égale et opposée au poids du fluide qu'il faudrait 
substituer au corps pour maintenir l’équilibre. On dit, pour abré- 
ger, que Je corps subit, de la part du fluide pesant, une poussée 
verticale égale et directement opposée au poids du fluide déplacé. 

Ce résultat s’applique & un corps plongé dans l’air immobile, ou 
dans l’eau immobile, ou partiellement dans l’air et partiellement 
dans l’eau. 


635. Ensemble des pressions d’un fluide sur les parois d'un 
vase fermé qui le contient. — On peut établir un théoréme ana- 
logue au précédent pour l’ensemble des pressions exercées par un 
fluide en équilibre sur les parois d’un vase fermé qui le contient. 

Sur chaque élément do de la paroi du vase, le fluide exerce une 
pression normale pds; sur chaque élément dz du volume du 
fluide agit une force extérieure F 0 dt. 

L’ensemble des pressions pds est equivalent a ensemble 
des forces Kodt. Si, en un point quelconque O, on construit la 
résultante générale et le moment résultant des pressions p do, on 
‘obtient les mémes vecteurs qu’en construisant la résultante géné- 
rale et le moment résultant des forces Fo dz. 

En effet, les forces extérieures agissant sur Je fluide sont : 


1° Les réactions des parois du vase sur le fluide, réactions 
égales et opposées aux pressions p do du fluide sur le yase; 
2° Les forces Fo dz. 


L’ensemble de ces forces est équivalent a zéro, puisque le 
fluide est en équilibre : l'ensemble des forces pds est done équi- 
valent a ensemble des forces Fp dz. 

Par exemple, st un fluide soumis uniquement a la pesanteur est 
contenu dans un vase clos, les forces Fo dt, appliquées aux élé- 
ments de volume, sont les poids go dz de ces éléments; les pres- 
sions p ds sur les parois du vase étant, dans leur ensemble, équiva- 
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lentes aux poids god ont une résultante unique égale au poids 


total du fluide, résultat qu’on peut regarder comme évident a 
priori. 


Il. — EQUILIBRE ISOTHERME. 


636. Equilibre isotherme. — Nous ecxaminerons en détail le 
cas simple ot la température est constante dans toute |’étendue 
du fluide en équilibre. On dit alors que léquilibre est rsotherme. 


637. Dans Véquilibre isotherme, les forces appliquées a l’unité 
de masse dérivent nécessairement d’une fonction de forces uni- 
forme dans l’étendue du fluide. — Si la température + est con- 


stante dans toute l’étendue du fluide, la relation caractéristique 
devient une équation entre les deux seules variables p et 9; nous 
supposerons celle relation résolue par rapporta p. 
Equation caractéristique : 

o=f(p). 
La fonction f(p) est uniforme et essentiellement positive. Par 
exemple, pour un gaz parfait 4 température constante, 

oy EO 
C désignant une constante positive; pour un liquide incompres- 


sible, ; 
= Cc, 


c élant une constante positive. 

Les équations d’équilibre sont résumées dans l’équation unique 
(11) _ adp=o(Xdx+Ydy+ZLdz), 
ot dx, dy, dz sont arbitraires. Comme ona 

e=S(P); 
on peut écrire celte équation 
XdriYdy+tZdz=d Fes 

Done Xdz + Y dy + Zds est la différentielle totale exacte de 


la fonction | 
P = —e 
/ fp) 
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Cette quantité P est une fonction uniforme de la pression p; 
mais, comme p est une fonction uniforme de x, y, 3 dans toute 
l’étendue du fluide, P est une fonction uniforme de x, vy, 3; ce 
qui démontre le théoreme. 

Inversement, supposons un fluide, & température constante, sol- 
licité par des forces telles que la force X, Y, Z, rapportée a Punité 
de masse, dérive d’une fonction de forces uniforme U(z, y, 2). Le 
fluide peut alors prendre une position d’équilibre et, dans cette 
position, la pression et la densité se déterminent comme il suit : 

L’équation d’équilibre (n° 631) s’écrit 


dp =p du, ¢ = aU 
ou, en remplagant o par f(p) et intégrant, 


(12) —— =U—U; 


dans cette équation, p et po désignent les pressions en deux 
points M et My du fluide, U et U, les valeurs de la fonction U en 
ces mémes points. En la résolvant par rapport a p, on voit quelle 
détermine la pression en chaque point M du fluide, dés qu’on Ja 
connait en un point particulier My. On a ensuite 0 = f(p). 

Ce sont la des cas particuliers des théorémes établis au n° 631. 

Par exemple, dans un liquide pesant a température constanle, 
on a, en prenant un axe Oz vertical descendant, et supposant 
Pintensité de la pesanteur constante dans toute !’épaisseur du 
liquide, 

U = gz. 


L’équation d’équilibre, ot 9 est constant, donne alors 


i Grey M0 = Sec 
= ae &(5 — 4): 

p ig 

st l’on appelle zo le z de la surface libre supposée en contact 
avec lair au repos, la pression po sur un élément quelconque de 
cette surface est la pression atmosphérique, qui est connue. La 


formule détermine alors la pression en un point quelconque. 


Liquide incompressible. Principe de Pascal. — Dans un 
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liquide & température constante, p est constant. L’équation 


donne alors immédiatement 
eer = UEoU,, 


équation qui détermine la pression en chaque point, dés que l’on 
connait sa valeur au point particulier Mo. 

Supposons que, par un procédé quelconque, on fasse varier la 
pression au point particulier Mo, en lui faisant prendre une va- 
leur po +6po; un nouvel état d’équilibre s’établit et, en un 
point M quelconque du liquide, la pression prend une nouvelle 
valeur p + op. D’ailleurs, les quantités p, U, Uy ne varient pas. 
La nouvelle équation d’équilibre est donc 

pee OS TEES oe Se: = U—U); 


d’ot, en comparant avec la précédente, 
sp = Spo. 


Donc, dans un liquide en équilibre, les pressions se trans- 
mettent intégralement dans tous les sens. Tel est le principe de 
Pascal; une application importante de ce principe est la presse 
hydraulique. 


Gaz parfait a température constante. — Pour ungaz parfait, 


quand oS est constant, ona 
p= Cp; 


Véquation d’équilibre devient 


d’ou en intégrant, 


P= po e&U— Uo, 


Transmission des pressions dans un fluide en équilibre tso- 
me. — Cherchons ce que devient le principe de Pascal pour 
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un fluide quelconque en équilibre isotherme. Reprenons |’ équation 


d’équilibre 

p dp 
Se eet Seakige 
oe eres 


qui détermine la pression p dans toute la masse, dés qu’on la 
connait en un point Mo. Supposons que, dans un deuxiéme état 
d’équilibre, la pression au point Mo soit po +- 6p, et cherchons la 
nouvelle valeur p+ 6p que prend la pression en un point quel- 
conque M; l’équation d’équilibre (13) devient alors 


p+ép 


LEAS Sot 


(14) : 
De +5) JOP) 


Ou en conclut, en retranchant ces deux équations membre a 


p+ap dp ot dp 
a IUD) shai eT PY 


membre, 


Cette formule détermine 6p en fonction de épo; elle donne la 
généralisation du principe de Pascal. 

Dans le cas particulier ot 6p, estinfiniment petit, 6p l’est aussi ; 
chacune des intégrales ci-dessus ne renferme qu'un élément et la 
relation devient 


op Gn 
TP) F (Po) 
ou, comme o = /f(p), : 
cr ae 
P Po 


Done les variations infiniment petites de pression se trans- 
mettent en chaque point proportionnellement a la densité en 
ce point. 


638. Cas ot les forces dérivent d'une fonction de forces non uni- 
forme, — Nous avons vu plus haut que, dans !’équilibre isotherme, les : 
forces dérivent nécessairement d’une fonction de forces untforme dans 
toute la masse. Si donc les forces dérivent d’une fonction de forces non 
untforme dans la masse fluide, Véquilibre est impossible. 

Supposons, par exemple, que la fonction de forces soit 


y 


U = arc tang+- 
az 
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Les surfaces de niveau U — const. sont des plans passant par Oz, et la 
valeur U en un point M est l’angle qué fait le plan OM avec le plan zOz. 

La force dérivant de U, qui agirait sur un point de masse 1 placé en M, 
est perpendiculaire au plan 20M et dirigée, par rapport a ce plan, du cété 
des U croissants, c’est-a-dire dans le sens positif des rotations autour 
de Oz; elle tendrait donc a faire tourner ce paint dans le sens positif des 
rotations autour de.Oz. On-trouvera dans le Chapitre {V, premier Volume, 
une figure se rapportant a cette question, ( 

Cela posé, imaginons d’abord un liquide de densité constante 0, contenu 
dans un vase clos 4 connexion simple, comme un ellipsoide, non traversé 
par Vaxe Oz. 

Dans ce vase, chacune des déterminations de U, suivie par continuité, 
est uniforme, car ie point x, y, s ne peut pas tourner autour de Oz sans 
traverser les parois du vase. Le liquide prendra donc un état d’équilibre, 
dans lequel la pression sera déterminée par la formule 
(5) Pee fo a Jo 


——— = arc tang — — arc tang —, 
2 ere 8 26 


ot po est la pression au point particulier Mo(2o, Yo, 30). Cette formule 
donne pour p une seule valeur au point M(z, y, 2), car Ja différence des 
deux arcs tang du deuxiéme membre est la variation que subit la valeur 


de arc tang z suivie par continuité dans la masse liquide du point Mo 


au point M; cette variation est l’angle dont tournerait dans le sens po- 
sitif autour de Oz un mobile allant de My en M dans le liquide. 

Le fait que l’équilibre s’établit est d’ailleurs évident @ priori, car les 
parois du vase empéchent le liquide de tourner autour de Oz sous l’action 
des forces supposées. 

Imaginons, au contraire, que le vase contenant le liquide ait Ja forme 
d’un tore ayant Oz pour axe : alors la fonction U n’est plus uniforme dans 
Ja masse fluide; en effet, si, partant d’un point quelconque M de cette 
masse, on se déplace dans le fluide en faisant un tour autour de Oz et re- 
venant au point de départ, Ja fonction des forces, suivie par continuite, 
posséde, au commencement, une valeur U et, a Ja fin, la valeur U tax. 
L’équilibre est donc impossible. C’est ce qu’on voit @ priori, car la force 
qui agit sur chaque molécule tendant 4 faire tourner Ja molécule autour 
de Oz dans le sens positif, le liquide tout entier se met a tourner autour 
de cet axe. 

Pour empécher ce mouvement, on pourrait placer dans le tore une 
cloison AB cofncidant avec le plan d’un méridien; mais cette cloison, ad-- 
jointe aux parois du tore, déterminerait un nouveau vase dans lequel U 
serait uniforme; on ne pourrait plus. sans traverser les parois du vase, 
faire dans le liquide un tour autour de Oz. Cette cloison est alors, pour la 
fonction U, une coupure rendant cette fonction uniforme, comme les cou- 
pures employées dans la théorie des fonctions. L’équilibre étant établi 
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dans ces conditions, la formule (15) montre que, sur les deux faces de la 
cloison, les valeurs de la pression différent de 279. 

Des circonstances analogues a celles que nous venons d’indiquer se pré- 
sentent dans |’équilibre d’un liquide soumis a des actions électromagné- 
tiques (voyez une Note de M. Lirpmann, Comptes rendus, 3 novembre 1884). 
Nous reviendrons sur ce point dans la Dynamique des fluides. 


639. Surface libre des mers dans V’hypothése d’un noyau ter- 
restre sphérique. On sait que la surface des mers, que l’on re- 
garde comme la surface moyenne de la Terre, n’est pas sphérique; 
elle peut étre assimilée a un ellipsoide aplati de révolution autour 
de la ligne des péles. Essayons de nous rendre compte de ce fait 
en regardant la Terre comme formée d’un noyau sphérique com- 
posé de couches concentriques homogénes, recouvert d’une couche 
d’eau; nous négligeons d’ailleurs l’attraction newtonienne des mo- 
lécules d’eau Jes unes sur les autres. 

Dans ces conditions, l’altraction de la Terre sur une molécule 
liquide est la méme que si toute Ja masse du noyau était con- 
centrée au centre. Soient a le rayon équatorial des mers, 6 le 
rayon polaire, R le rayon moyen de la Terre : 

a+b 
2 


he 


Appelons A Vintensité de lattraction du noyau sur l’unité de 


masse a la distance R du centre; 4 la distance r du centre, elle 
AR2 «. AN 
esl oe: Si nous prenons comme origine le centre de la Terre, 


comme axe Oz l’axe polaire et comme axes Ox et Oy deux axes 
liés a Ja Terre dans le plan de l’équateur, pour étudier |’équilibre 
relatif des mers, il suffira d’ajouter, a attraction du noyau gui 
agit sur chaque molécule liquide, la force centrifuge calculée 
comme au n° 632. 

L’attraction du noyau sur une molécule de masse 1 dérive de la 


% AR2 : 5 
fonction des forces et la force centrifuge appliquée a la méme 


; : yrs ss ° ‘ 
molécule de la fonction — (x? + y?), w étant la vitesse de rotation 
de la Terre, 


La résultante des forces rapportée a l’unité de masse dérive donc 
de la fonction 
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L’équation d’équilibre est alors 
dp =oau, o=oU + const. 


Les surfaces de niveau ont pour équation U = const. En parti- 
culier, la surface libre, sur laquelle la pression est regardée comme 
constante, est une surface de niveau. L’équation de cette surface 
est done 


C’est une surface de révolution dont la méridienne, dans le plan 
y = 0, a pour équation 
AR? w? 


+ —22=C, 


(16 SSS 
; Vat 2 2 


ot C est une constante que l'on peut déterminer en écrivant que 
le rayon polaire (x = 0) a une longueur donnée 0; on trouve ains! 


2 
pour C la valeur aS 


Comme w est trés petit, la courbe méridienne differe peu d’un 
cercle, car, si w était nul, elle se réduirait & un cercle; on s’assure 
sans peine que sa forme se rapproche de celle d’une ellipse : pour 
cela, on peut résoudre |’équation par rapport a 3? et développer 3? 
en une série procédant suivant les puissances croissantes de w?; 
en négligeant les termes en w‘, on obtient l’équation d'une ellipse. 
Conservons ]’équation sous la forme (16), ot C a la valeur trouvée 
plus haut, et cherchons le rayon équatorial a, en faisant z = 0, 
#2 = da; nous avons 


d’ou, en transposant, on trouve pour laplatissement 


a—b — Rw? a2b 


a 2A RB 


6b ; ‘ 
Comme les rapports = elR des rayons équatoriaux et polaires 


au rayon moyen de la Terre sont trés voisins de 1, on peut écrire 


approximativement 
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comme il résulte de ce fait déja signalé dans le Chapitre XXII, 


paragraphe III, que Roo* est sensiblement é égal a is 


A ie 
Les mesures géodésiques montrent que aplatissement esi en- 
viron =... Les hypotheses simples qut précéedent sont donc insuf- 


fisantes pour rendre compte de la forme de la Terre; en réalité, le 
noyau solide n’est pas sphérique, mais est lui-méme aplati suivant 
la ligne des poles (voyez Greenniti, Treatise on Hydrostaties, 
p. 458-459, et Kincanorr, Mechantk, zwélfte Vorlesung). 


640. L’ellipsofde de révolution aplati comme figure d’équilibre 
relatif d’une masse fluide homogéne animée d’une rotation uniforme. 
Soit une masse fluide homogéne limitée par un ellipsoide de 
révolution; supposons que les éléments de cette masse s’altirent 
suivant la loi de Newton et que la masse tourne autour de l’axe de 
réyolution avec une vitesse angulaire constante o. Cherchons sil 
est possible que la masse soit en équilibre relauf, en supposant 
que la pression sur la surface libre soit nulle ou égale a une 
constante donnée. 

Ce probléme a été étudié dabord par Mac Laurin. Prenons l’axe 
de rotation pour axe Oz, et pour axes Ox et Oy deux axes inva- 
riablement liés 4 l’ellipsoide tournant, Soient 
a ar + - a 
Véquation de la surface de lellipsoide, p Ja densité du liquide et 
J ja constante de l’attraction universelle. D’aprés ce que nous 
avons vu dans la théorie de l’attraction (n° 603), lattraction de 
Pellipsoide sur un point de masse 1 placé a lintérieur ou sur la 
surface a pour projections, sur les axes, des quantités de la forme 


(8) —Pzr, —Py, —Rs, 


o& P et RK sont des constantes ayant pour valeurs 


roy are(i +k) ; k \ 
ys | I ee (arctange — —), 


(1 ke 
R = f ATE ( — are tangs’), 
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en posant 
)2 62 2 
ee 


D’autre part, la force centrifuge qu’il faut appliquer a un point de 
masse 1 pour établir l’équilibre relatif a pour projections (n° 632) 


( 20) OAL, Oly s Os 
La résultante des forces rapportées a l’unité de masse a donc 
pour projections 
X = — (P — w?)z2, ¥Y =—(P —w?)y, Z=— Raz, 


et l’équation d’équilibre est 


° 


dp =— e[(P — w?) (w@dx + y dy) + Rzdz],. 
Comme 9 est constant, on a, en intégrant, 


p== = p[(P — wt) (t+ yt) + Rat] 46. 


Les surfaces de niveau p == const. ont donc pour équation 
(21) (P — w?) (2? + vy?) + Rs?= i, 


ott X est une constante arbitraire. Ce sont des ellipsoides de révo- 
lution homothétiques et concentriques. 

Comme, sur la surface libre, la pression est supposée constante, 
cette surface doit elle-méme se trouver parmi les surfaces de 
niveau. Identifiant les équations (21) et (17), ona | 

a?(P—w?) = BER; 


9 


a? alee 
remplagons 7 par 1 + ?, P et R. par leur valeurs et réduisons, 
nous aurons finalement une équation de condition qu’on peut 
écrire 


(22) 


w? (3 =?) are tang k — 3k 


Quand w et 9 sont donnés, cette équation transcendante déter- 
ine k ite, | ort = des axes de l’ellipse méridienne 
mine / et, par suite, le rapp b a p 


relative a la surface libre; les axes eux-mémes sont ensuite déter- 
minés par cette condition que le volume de la masse liquide est 


connu, 
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Discussion. — Pour discuter l’équation (22) ot & est Pinconnue, faisons 
varier k de o a 00 et étudions la variation de la fonction 


(3+ k*)arctangk —3k © 


h i 


qui forme le deuxiéme membre; nous représenterons cette variation par 
une courbe obtenue en portant les valeurs de k en abscisse et celles de h 


en ordonnée (fig. 309). 


o i iS a : zZ 


Si l’on remplace arctangk par son développement en série 


{ 
on voit que, pour de petites valeurs de f, le développement de & com- 
mence par le terme ;'; k?; donc, pour k= 0, h est nul et la courbe est 
tangente a l’axe Ox au-dessus de cet axe. Si A augmente indéfiniment par 
soe ; Tw a 
valeurs positives, arctangk tend vers —, h tend donc vers zéro par des 


valeurs positives et la courbe est asymptote a Ox. La fonction A deka 
donc, au moins, un maximum dans J’intervalle; nous allons voir que ce 
maximum est unique et le déterminer. Pour cela, calculons la dérivée de h 


par rapport a 4, on trouve ‘ 
dh kK*+q9., 
dk ae OM) 
en posant 
1-3 a 
O(k) = YE SBE — are tangh, 


pour avoir le signe de ae il suffit d’étudier le signe de @(4); or, cette 


dk 
fonction, pour k=o0, est nulle et, pour k=-x, est égale a ae sa 
2 
dérivée 
8k+(3 —k2 
@'(k) = k+(3 — k?) 


(A2+ 1)*(A-+ 9)? 


est d’abord positive, s’annule pour k = 3, puis devient et reste négative; 
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la fonction @(%) partant de zéro est d’abord positive; elle croit jusqu'a 


un certain maximum correspondant a k = 3, puis décroit constamment 
. - Tt ; ; 
jusqu’a la valeur — = La fonction @(4) s’annule donc une fois pour une 


certaine valeur k’ plus grande que y/3 : le calcul numérique donne, pour 
cette racine de 6(k), 
ORS ki 53% 


tele : 
La dérivée — s’annule une fois pour k =X’; cette valeur rend la fonc- 


dk 


tion A maximum et la valeur de ce maximum est P’N’ = 0,224.... 


9 


nfo 
valeur OH moindre que le maximum 0,224, on trouve pour & deux va- 
leurs OP, et OP, ( fig. 309) séparées par la valeur 2,53; il existe donc 


D’aprés cela, si, dans l’équation (22), le premier membre a une 


Began 5 A stay 4 Allee gee AOS 
deux ellipsoides de révolution aplatis répondant a la question. Si 7 
jo RD TOFS 
A ; . Roi ae J ewe 
devient égal 4 0,224, les deux ellipsoides se confondent, et si 7 est 
aT foe 


supérieur a 0,224, il n’existe plus d’ellipsoidé de révolution aplati donnant 
une figure possible d’équilibre. 

En particulier, pour w =o, une des valeurs de Xk est nulle, elle donne 
une sphere; l’autre est infinie, elle donne @ infini et b nul. Si w est trés 
petit, l'un des ellipsoides est voisin d’une sphére, l’autre se réduit & un 
disque elliptique trés mince. 

La figure de Ja Terre étant approximativement un ellipsoide de révolu- 
tion aplati, il est naturel de chercher a Ja rattacher a la théorie précé- 
dente, en admettant que la Terre a été primitivement une masse fluide 
homogéne. 

En prenant comme unité de temps la seconde de temps sidéral, ona 


pour la Terre 
2T 
ere par ir 
24.602’ 


pour avoir une valeur approchée de la densité moyenne de la Terre, 
regardons-la comme une sphére homogéne de rayon R; son attraction en 
un point de sa surface de masse 1 est alors la méme que si Ja masse totale 
étail concentrée au centre; cette attraction est d’autre part sensiblement 
égale a g = 9,808; on a donc approximativement 


d’ou, en remplacgant 2xR par 40000000”, 


uw? 4m. 40000000 
5S = 0~7, 0022. 
anfo 24? .604.3¢ 


ie aah 12 
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L’équation correspondante (22) a alors deux racines en k, dont la plus 
petite seule peut se rapporter a Ja Terre. En calculant cette racine, on 


b , P 
est égal a 


ga Se ; : a 
trouve qu'elle donne un ellipsoide dont laplatissement 


eH oE ‘ ; : Peeyieet I . 
a Vellipsoide terrestre est ——- Ce désac- 
a a7’ tandis que l’aplatissement de Il’ellips 300 


cord montre que l'on est foin de la réalité en admettant que la Terre ait 
été a un certain moment une masse fluide homogéne. On trouvera ce 
calcul fait d’une facon plus précise dans le Traité de Mécanique céleste 
de Tisserand, t. IJ, p. 89-91. 


Remarque. — Il est impossible que la figure d’équilibre soit un ellip- 
soide de révolution allongé. En effet, en supposant a < b, on voit que 


fe Vat— b? 


3 serait purement imaginaire, et, en faisant & = ¢/, on aurait 
2< 1. Léquation (22) deviendrait alors 


w? 32, SA pan. 
(23) Tais ey ea SECURING Ul ear 


Comme / est <1, on peut développer arctangé/ en série procédant 
suivant les puissances positives de /Z, et l’on conslate sans peine que l'on 
obtient, dans le deuxiéme membre, une série dont tous les termes sont 
négatifs, Véquation (23) est donc impossible. 


Jacobi a montré que la figure d’équilibre de la masse peut aussi 
étre un ellipsoide a trois axes inégaux tournant autour du plus 
petit de ses axes. Cette question sera éludiée en détail dans le 
Tome IV entiérement consacré aux figures d’équilibre d’une 
masse fluide, en rotation, soumise a l’attraction newtonienne de 
ses parties. On y trouvera, en particulier, exposé des recherches 
de Poincaré et de Liapounoff. 


641. Le cylindre elliptique indéfini comme figure d’équilibre d’un 
liquide tournant. -- Une masse fluide homogéne, tournant avec 
Ja vitesse constante w autour de Oz, peut encore étre en équilibre 
sous la forme d'un cylindre si eae indéfini dont la surface a 
pour équation 

; et ye 
(24) = 

Ce cas peut étre considéré comme limite de l’ellipsoide a trois 
axes inégaux (n° 602), quand on fait croitre c au dela de toute 
limite, ainsi que la masse totale M. En effet, l’équation de V’ellip- 


*% 
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soide se réduit a ooh. an cylindre pour c=. En écrivant les 


0U 
valeurs (20) de ao de et de — ou = du n° 602 sous la forme 
— oN4 —QOy, —Ks, 


on obuent facilement les limites de P, Q, R pour c== 0. Les 


valeurs de P et Q deviennent, en remarquant que 75-5 tend 


vers 1 quand ¢ augmente indéfiniment, 


el: ene ~=4nfo as 
(a%4-2)2(b2+-2)? gas. 
(25) ( . i 
(SOE = infp—; 
\ (B24 2)? (at i)? ae 
enfin R devient nul. ‘ 


Les surfaces de niveau définies par 
(0? — DP yada +(wrQ)ydy = 0 


deviennent 
(w2— P)a? (we —— Q)y? = const., 


et, en écrivant que la surface du cylindre (24) est une des surfaces 
de niveau, on ala condition unique 


(26) a?(P — wt) = 62(Q — w), 
déterminant le rapport des axes a et'b. 


Discussion: -— Si l'on remplace P et Q par leurs valeurs (25), on a, en 
résolyvant par rapport a w? et supprimant le facteur a —), 


w? (ab 
nfo (aol h ye? 
; : if ; a 
celte équation du deuxiéme degré en x donne, pour ce rapport, deux 
valeurs réelles, inverses l’une de l'autre, a condition que 


uw)? if 


2nfo~ 2 
| 
Ces deux racines donnent la méme forme de cyiindre, car le cylindre 
elliptique reste le méme quand on permute a ct b, 


Remarque. — \.a condition (26) est identiquement satisfaite par a = b, 
quel que soit w.Il semble donc que le cylindre ccrculaire indéfini seit 
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une figure @équilibre possible pour toutes les vitesses angulaires de 
rotation. 

Mais il est facile de vérifier que, si w? est supérieur a anfe, la résul- 
tante de la force attractive et de la force centrifuge qui est, en un point 
de la surface libre du cylindre, normale a cette surface, est dirigée vers 
Vextérieur. Les molécules de la surface libre seraient donc alors projetées 
vers l’extérieur, si une pression extérieure suffisamment grande ne les en 
empéchait pas. Cela résulte de ce que, en appelant @ le rayon de la surface 
cylindrique de révolution, la force attractive en un point de cette surface 
est dirigée vers l’axe et égale a2nfoa et la force centrifuge est dirigée 
vers l’extérieur et égale 4 w?a : cette derniére l’emporte donc, dés que w? 
est supérieur 4 2x fo. Ce fait [a été généralisé par Poincaré, comme nous 
le montrerons dans le numéro suivant. 


Résumé des cas simples. — En résumé, on peut établir le 
Tableau ci-dessous qui donne les figures d’équilibre relatif pos- 


sibles, suivant les diverses valeurs de la vitesse w. 
Pour une masse limitée donnée : 


Z wW-* , a ETT ’ . 
0,224 << ets * aucun ellipsoide de révolution, 
raf p 
2 . ¥ 2 
——— <0,224... deux ellipsoides de révolution; 
anfp 


Pour une masse illimitée : 


w2 


Ono boar <t...c.... un cylindre circulaire indéfini, 
tw? : : : 2 af han 
<0,5....., un cylindre circulaire et un cylindre elliptique. 
atfo 
642. Théoréme de Poincaré. — I[maginons une masse Auide homo- 


géne de densité ep, animée d’une rotation uniforme autour de Os et soumise 
a une pression extérieure constante. D'aprés ce qui précéde, aucune des 
figures ellipsoidales d’équilibre ne peut exister pour une masse limitée, 
w? 

i 

ano 
grande que 1. 

Poincare 4 H , , , . 

Poincaré a établi (Bulletin astronomique, t. Ul, p. 117) que l’équi- 
libre relatif est impossible pour une masse limitée sans pression exté- 


rieure, quelle que soit la forme que l’on donne & cetle masse, dés 


wr | 4 i re ere é 
que ——,- > 1. Pour cela, il montre que Péquilibre relatif, étant supposé 


> 0,224 el, pour une masse illimitée, si-cette quantité est plus 


établi, la résultante des forces d’attraction et de la force centrifuge, qui 
doit étre, en chaque point de la surface libre, normale A cette surface, 
serait, en certains points de cette surface, dirigée non vers l’intérieur, 


mais vers Vextérieur de la masse fluide, de sorte que le fluide y serait pro- 
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jeté au dehors, a moins qu’une prestien normale suffisante ne s'opposat a 
ce mouvement, 

Le théoréme subsiste dans Je cas ob la masse est soumise, en outre. a 
des attractions newtoniennes émanant de masses extérieures au fluide et 
entrainées dans le mouvement de rotation. 

Imaginons donc une masse fluide homogéne.de densité p tournant autour 
de Oz et ayant une certaine figure d’équilibre relatif; soient, comme pré- 
cédemment, Ox et Oy deux axes entrainés par le fluide. Désignons par W 


: m : A deci 
le potentiel » — de la masse fluide en un point x, y, z de son intérieur 


ou de sa surface; par W’ le potentiel des masses extérieures au fluide au 
méme point, La force newtonienne appliquée a l’unité de masse en un 


point intérieur w, y, z a pour projection sur les axes 
‘ 


OW ow’ ow ow’ aw ow’ 
i Dames e Mipmre. Lr wake He Drees Shp cen ares 


la force centrifuge a pour projections 
WORD WP 7, 20). 
Si donc on pose 


U=/W+ fw “(a+ yx), 


la force rapportée @ Punité de masse, agissant en un point du fluide, dérive 
de la fonction U. La surface libre est une surface de niveau U = const.: 
la force appliquée a l’unité de masse placée sur Ja surface libre S est 
normale a cette surface et a pour valeur algébrique, estimée suivant la 

nS dU Hate Mees : : ; 
normale extérieure, ——, la dérivée étant prise suivant Ja normale exté- 


da 
rieure, 


Ceci posé, appliquons a la fonction U Ja formule (4) du n° 537, qui est 
un cas particulier de la formule de Green, en prenant pour volume d’inté- 
gration le volume fluide V et pour surface la surface libre S. Nous aurons 


ff foram f fe 


Mais on a 
AW = — A476, AW’ = 0, 
d’aprés les formules de Poisson et de Laplace (n°* 579-581), et 
A( 7? y?) oo As 


comme on le vérifie immédiatement. 
L’équation précédente devient donc 


fffow-soire=f 4 
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ou, en faisant sortir la constante 2m?—4nfo du signe d’intégration et 
remarquant que la somme des éléments dz est le volume V du fluide, 


2V(m?— anfp) =f f oO as. 


Si ow? était supérieur a 27/9, Vintégrale du deuxiéme ‘membre serait 
positive, donc oh serait positif en certains points de la surface S et la 
n 


force serait, en ces points, dirigée vers l’extérieur. 


642 b/s. Indications historiques et bibliographiques. — Le probléme de 
la recherche des figures d'équilibre possibles pour une masse fluide homo- 
gene, dont les particules s’attirent suivant la loi de Newton et qui est 
animée d'une rotation uniforme, a donné lieu a d’importants travaux des 
plus grands géométres. Nous donnerons un exposé de ces travaux dans le 
Tome (V. Nous renverrons pour des indications bibliographiques détaillées 
ala Notice sur les figures d’équilibre d’un liquide homogeéne en rota- 
tion dont les éléments s'attirent suivant la lot de Newton, par P. Appell 
(Annuaire du Bureau des Longitudes, 1919). 


Ill. — ETUDE PARTICULIERE DE L’/EQUILIBRE 
DES FLUIDES PESANTS. 


Dans ce paragraphe et dans le suivant, nous nous occuperons de 
Véquilibre isotherme des fluides pesants, pris dans une étendue 
assez petite pour que l’intensité de la pesanteur puisse étre regar- 
dée comme constante et la direction de la verticale comme inva- 
riable dans toute la masse. 

Dans cette hypothése, en prenant un axe vertical Oz dirigé vers 
le bas, [équation unique d’équilibre est 

Apr =ae Uc 
Ou g est constant. 

Nous nous occuperons d’abord des pressions exercées par un 
gaz ou un liquide sur les corps solides en contact avec lui , puis de 
Véquilibre des corps flottants. 


643. Gaz en équilibre isotherme. — Supposons un gaz A tem- 
pérature constante, placé dans une enveloppe assez petite pour 
que ¢ soit sensiblement constant. En appelant po la pression a 
lorigine, supposée situce dang la masse gazeuse, on aura 


P=Pow SS. 
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‘Comme ¢ est ordinairement trés petit, nous nous placerons dans 
le cas, presque toujours réalisé dans la pratique, od la pression po 
est assez grande pour que le terme eg soit négligeable devant po- 


9 ° . 
C'est ce qui arrive, par exemple, pour une chaudiére & vapeur. 
On a alors 


P= Po 


la pression peul étre regardée comme constante dans toute 
Vétendue de la masse. . 


Presstons du gaz sur une surface fermée. -- Si Von plonge 
un corps solide dans le gaz, chaque élément supertficiel do sup- 
porte une pression normale pods: d’aprés le principe d’Archi- 
méde, la résultante de ces pressions est égale et opposée au poids 
du fluide déplacé; mais, comme nous négligeons ¢ gz, ce poids est 
nul, et les pressions normales pods se font équilibre. 

Le méme fait a lieu pour l’ensemble des pressions exercées par 
le gaz sur l’enveloppe fermée qui le contient. 


Pressions du gaz sur une parot plane. —- Soit une paroi plane 
sur laquelle nous considérons une aire déterminée S. 
_ Les pressions pyds s’exercant sur les éléments dz de S étant 
normales a la paroi sont des forces paralléles, de méme sens, pro- 
portionnelles aux éléments superficiels. Elles ont donc une résul- 
lante unique normale a la paroi, égale a la somme p)S des compo- 
santes et appliquées au centre de gravité de l’aire S. 


Pressions du gaz sur une paroi courbe. — Soit C une portion 
de paroi courbe : sur chaque élément do de Cs’exerce une pres- 
sion normale p)dz; ces forces élémentaires appliquées au corps 
solide C se réduisent en général & une force et & un couple. 

On calculera facilement, par des intégrales doubles étendues 
Vaire courbe C, les sommes des projections des pressions élémen- 
taires sur les trois axes de coordonnées et les sommes de leurs 
moments pat rapport aux trois axes. Nous nous bornerons a 
donner une méthode géométrique que nous empruntons a VOu- 
vrage de Poincaré, Cinématique et Mécanismes, ..., Cours 
professé a la Faculté des Sciences (Gauthier-Villars ). 


Projections. — Pour calculer la somme X des projections des 
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pressions sur une droite D (fig. 310), construtsons une surface 
cylindrique ayant ses génératrices paralléles 4 D et passant par le 


Fig. 310. 
18) D 
8 { 4 
‘ c 
esti ' hea 
at 
My t 


contour de la surface courbe C: puis menons une section droite 
AB de ce cylindre, et appelons S l’aire de cette section. La 
surface C, la surface cylindrique et la section droite AB forment 
une surface fermée. Nous avons vu plus haut que les pressions sur 
les divers éléments de cette surface se font équilibre : la somme 
de leurs projections sur la droite D est donc nulle. Or cette 
somme se compose : 1° de la somme X des projections des 
pressions appliquées a C; 2° de la somme des projections des 
pressions appliquées a la surface cylindrique, somme qui est 
évidemment nulle; 3° de la somme des projections des pressions 
appliquées a la section droite, somme qui est égale a — pyS. 


On a donc 
he Pod = 0; 


on en conclut que /a somme des projections, sur un axe D, des. 
pressions élémentaires qui sexercent sur une surface G est 
égale a po multiplé par la projection orthogonale de C sur 
un plan perpendiculaire a D. 


Moments. — Calculons maintenant la somme M des moments 
des mémes pressions par rapport 4 un axe A. Pour cela, construi- 
sons la surface de révolution engendrée par la rotation du contour 
de C autour de A; puis coupons cette surface analogue a un tore 
par un plan passant par A, de fagon a obtenir une section méri- 
dienne AB d’aire S (fig. 311). 

Nous aurons ainsi une surface limitée par C, par la surface de 
révolution et par la section méridienne S. Les pressions appliquées 
aux éléments de cette surface se faisant équilibre, la somme de 
leurs moments par rapport a A est nulle. Cette somme se compose : 
1° de lasomme des moments cherchée M; 2° de la somme des 
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moments des pressions appliquées a la surface de révolution, 
somme qui est nulle, car Jes normales a cette surface rencontrent 
; } 

axe A; 3° de la somme des moments des pressions appliquées a 


Fig. Bir. 
A 
8 
Ss 
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la paroi plane S; comme ces pressions ont une résultante pyS 
appliquée au centre de gravité G de S, la somme de leurs moments 
par rapport a A est 

— pos. GP, 


GP étant la distance du centre G 4 l’axe; le signe — provient de 
ce que les pressions sur S tendent a faire tourner le corps, autour 
de A, en sens contraire des pressions sur C, 
On a donc 
M—p.S.GP =o. 


_Remarque. — D’aprés le théoréme de Guldin, le volume V de 
la surface de révolution engendrée par une rotation complete de G 
ou de S autour de A est 

V = SonGP; 
on a donc 


Vv 
Me Pee. 
2 


La somme des moments des presstons appliquées @ une sur- 


face courbe C par rapport & unaze est égale au produit 
de F par le volume de révolution engendré par la rotation 


de C autour de laze. 


644. Liquide pesant en équilibre isotherme. Plan de charge. 
Pressions sur une paroi plane. — Soit maintenant un liquide 
pesant incompressible et 4 une température constante : la densité p 
est alors constante et le poids de l’unité de volume du liquide 


est 
B= ps. 
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Si Pon prend un axe Oz vertical descendant, l’équation d’équi- 


libre est 
dp =sadz, 
d’ot 


(1) P — Po= B(4 — 49), 


Po désignant la pression a la hauteur Zo. 

Le liquide étant supposé en contact avec I’air au repos, la sur- 
face libre est horizontale. Supposons que Z, soit le z de cette 
surface libre; alors py est la pression s sur la surface libre, c’est- 
a-dire la pression atmosphérique. 

La formule (1) donne p en un point quelconque. 


Plan de charge. — Nous pouvons écrire 
= p=o(: pan hats Be), 
expression de la piss 
(2) p=o3(4—%), 
ou 
Z, = %— Be. 


Le plan z =z, estle plan de charge : ce plan est situé a une 


a 


hauteur 2° au-dessus de la surface libre. 


Dapres la formule (2), la pression dans le liquide est la méme 
que si V’atmosphére était supprimée et le niveau du liquide 
remonté jusqu’au plan de charge. On peut aussi énoncer ce fait de 
la facon suivante qui le rend intuitif: rien ne serait changé a 
létat du liquide, si l’on supprimait Vatmosphére et si l’on ajoutait, 
au-dessus de la surface libre S, du liquide, une couche du méme 
liquide dont Ja pression sur S, fat égale & ce qu’était la pression 
atmosphérique; par cette opération, le niveau du liquide serait 
porté jusqu’au plan de charge. 

Prenons le plan de charge comme plan des zy : alors 


4; = 0, 
et la pression en un point quelconque M est donnée par 
P=. 


Pressions sur une surface fermée. -- Si l’on plonge dans le: 


\ 
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liquide un corps solide, d’aprés le principe d’Archiméde, les 
pressions sur la surface ont une résultante unique égale et direc- 
tement opposée au poids du liquide déplacé. 

Inversement, si l’on imagine dans le liquide une surface fermée 
creuse remplie par le liquide, les pressions du liquide contenu 
dans cette surface, sur les éléments de la surface, ont une résul- 
tante unique égale au poids du liquide intérieur. 


Pression sur une parot plane. — Supposons que le vase con- 
tenant le liquide ait une paroi plane, et considérons une portion 
déterminée S de cette paroi limitée par une courbe donnée. Les 
pressions exercées par le liquide sur les divers éléments ds de 


Fig. 312. 


Yaire S sont des forces pde normales 4 la paroi et, par suite, ; 
paralléles et de méme sens. Elles ont donc une résultante unique P 
également normale a la paroi et égale 4 leur somme 


bef [raaof [ 2as. 
as e es 


Pour interpréter géométriquement cette formule, appelons G 
le centre de gravité de l’aire S supposée homogéne et § la distance 
de ce point au plan de charge; ona . 


. f fedass. P= wtS. 
S 


Donc, la pression totale P sur l’aire plane S est une force P 
normale a Vaire, dont Vintensité est égale au poids d’un cylindre 
du liquide ayant pour base l’aire S et pour hauteur la distance 
GG' = du centre de gravité de l’aire S au plan de charge. 


Comme w~ est la pression au centre de gravité de laire S, on 
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peut dire aussi que la pression totale, sur la parot plane, est 
égale & Vaire de la paroi multipliée par la valeur de la pres- 
sion pg en son centre de gravité : 

P = pe Ss. 

Centre de pression. — Cette pression totale P est appliquée en 
un point C, appelé centre de pression, que l’on détermine immé- 
diatement d’aprés les formules donnant le centre d’un systéme de 
forces paralléles. 

Supposons l’axe Ow A Vintersection du plan de la parot 
( fig. 312) et du plan de charge; puis menons, dans le plan de la 
paroi, un deuxiéme axe Oy’ perpendiculaire a Ox; langle « du 
plan de la paroi xO y' avec le plan de charge Oy est langle 

/ 
yOy'. 

Soient x et y’ les coordonnées d’un élément superficiel de de 
V'aire S par rapport aux axes Ox, Oy’; la distance zs de cet 
élément au plan de charge est 

Z= y’sing, 
et la pression sur cet élément 


pH=oz=sy sin4. 


Appelons x, ety’, les coordonnées du centre de pression C par 
rapport aux axes Ox et 04"; on a, en écrivant que le moment de 
la résultante P par rapport a chacun des deux axes Oz et O7’ est 
égal ala somme des moments des composantes p de, 


es [rx ds = f [ oxy’ sina ds, 
Pre | py ds =f fo sina ds, 


les intégrales étant étendues a l’aire S; remplacons P par sa valeur 


=f fr ds =f [ oy’ sina ds; 


nous aurons, en remarquant que w et sina sont des facteurs 
constants, 


ie sna pel mae de fe Ee 
OO fy ae. ete yids 


j 
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Ces formules déterminent les coordonnées du centre de pres- 
sion G; elles peuvent étre résumées ainsi : 


Le centre de pression est le point o& se trouverait le centre 
de gravité de lVaire S, si la densité superficielle en chaque 
potnt de cette aire était proportionnelle & la distance du point 
@ la droite d’intersection de la paroi et du plan de charge. 


En effet, la droite d’intersection du plan de la paroi et du plan 
de charge est Ox; la distance d’un élément do de l’aire & cet axe 
est y’; si la densité de l’élément dz était égale a y', la masse dm 
de cet élément serait y’ dz et les coordonnées du centre de gravité 


de laire S seratent précisément x, et 7). 


Rapprochement avec le centre de percussion. — Le centre de 
pression de l’aire S coincide avec le centre de percussion de cette 
méme aire par rapport a la droite d’intersection du plan de la 
paroi avec le plan de charge. Cela résulte de la détermination du 
centre de percussion d’une aire plane, telle que nous l’avons 


donnée (n° 512). 


. Représentation géométrique. — Prenons comme plan de la 
figure 313 un plan perpendiculaire a la paroi et au plan de charge: 


Fig. 313. 


soient NN la trace du plan de ¢harge et BD celle de la parot. En 
chaque point M de la portion considérée 5 de paroi plane, élevons 
a la paroi une perpendiculaire Mm! égale a la distance Mam du 
point au plan de charge. Le lieu des points m’ est un plan, en 
sorte que, si le point M décrit la portion S de paroi, la droite M mi’ 
engendre un cylindre tronqué ABO’a' dont la surface pressée S 
constitue la section droite de basc AB. La pression sur un élé- 
ment do de paroi placé en M esi égale & wMm’.dc; si donc on 
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placait. verticalement le cylindre tronqué que nous venons de 
construire, rempli de liquide, la pression sur chaque élément de 
serait précisément le poids de la colonne verticale de base ds du 
cylindre tronqué. La pression totale est done le poids de ce 
cylindre liquide AB b'a’, et son point d’application C est la pro- 
jection du centre de gravité G’ du cylindre onqué sur la parot. 

Exempces : 1° Pression sur le fond d’un vase. — La pression sur le 
fond horizontal d’un vase est égale au poids d'une colonne cylindrique de 
liquide ayant ce fond comme base et, comme hauteur, la hauteur méme 
du liquide. Cette pression est donc, en général, différente du poids du 
liquide : elle peut étre, par exemple, de beaucoup supérieure au poids si 
le vase va en se rétrécissant a partir du fond. Néanmoins, si l’on pése un 
vase vide, puis le méme vase plein, l'augmentation de poids est évidemment 
le poids du liquide : cela tient a ce que |’ensemble des pressions exercées 
par le liquide sur toutes les parois du vase est equivalent a son poids 
(n° 6335). 

2° Pression sur une portion circulaire de parot, — a. la pression 
totale est égale au poids d’un cylindre de liquide ayant pour base le cercle 
et pour hauteur la distance de son centre au plan de charge. 

b. Le point d’application C de la pression est sur Je diamétre perpendi- 
culaire 4 la trace du plan de charge, au dela du centre et a une distance 
du centre égale 4 une troisiéme proportionnelle entre la moitié du rayon 
et la distance du centre a cette trace. 


645. Pressions sur une paroi courbe. — Soit une portion de 
paroi courbe C; sur un élément do de cette paroi s’exerce une 
pression normale pdz: ces pressions constituent un ensemble 
de forces appliquées 4 un corps solide; elles se réduisent en 
général a une force et a un couple; ce n'est qu’exceptionnelle- 
ment qu’elles se réduisent 4 une force unique. Ce dernier cas se 
présente toutes les fois que la paroi est une portion de surface 
sphérique, -car les pressions normales paz concourent alors au 
centre de la sphére et se composent en une résultante unique. 

Pour évaluer la somme des projections et la somme des moments 
de ces pressions par rapport a un axe, on peut suivre une méthode 
géométrique analogue a celle quia été suivie pour les gaz. 


Somme des projections des pressions sur un axe vertical. — 
Soit C une portion de paroi courhe; construisons la surface cylin- 
drique verticale ayant pour directrice le contour de C et limitée 
en AB au plan de charge ( fig. 314). Nous avons ainsi une surface 
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fermée de volume V remplie de liquide. Les pressions appliquées 
aux parois de cette surface fermée ont une résultante unique 
égale au poids w V du liquide contenu dans la surface. La somme 
de leurs projections sur la verticale descendante est donc w V. Or, 


cette somme se compose : 1° de la somme cherchée Z des projec- . 
tions des pressions appliquées & C; 2°de la somme des projections 
des pressions appliquées ’ lasurface cylindrique qui est nulle, car 
ces pressions sont normales aux génératrices ; 3° de la somme des 
pressions appliquées aux éléments de AB qui est nulle, car 
toutes ces pressions sont nulles. 

Donec 

ZL wv. 

Somme des projections des. pressions sur un axe hori- 
zontal D. — Si l'on construit une surface cylindrique horizontale 
ayant pour directrice le contour de C et fermée par une section 
droite AB d’aire S (fig. 310), la résultante de toutes les pres- 
sions exercées par le liquide sur les parois du volume ainsi limité 
est égale au poids du liquide intérieur 4 ce volume. La somme des 
projections de toutes ces pressions sur un axe horizontal D est 
donc nulle. Comme les pressions sur la surface cylindrique ont des 
projections nulles, on voit que la somme des projections des pres- 
sions appliquées A la paroi courbe C est égale, en valeur absolue, 
4 la pression totale sur la paroi. plane AB. On a donc, en appe- 
lant X la somme des projections des pressions appliquées a C, 


X—p¢oS =o, 


p« étant la valeur de la pression au centre de eravité de laire 
plane S. 
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Somme des moments des pressions par rapport a un axe 
vertical A. — Construisons une surface de révolution obtenue en 
faisant tourner l’aire courbe C autour de A et menons en AB une 
section plane méridienne (fig. 311). Appelons M la somme des 
moments des pressions appliquées a Cet uv. la somme des moments 
des pressions appliquées a la surface plane AB, par rapport a A. 

Si lon considére le volume liquide limité par C, par la surface 
de révolution et par la section meéridienne AB, les pressions 
exercées par le liquide intérieur sur la surface limite ont une 
résultante égale au poids de ce liquide. La somme des moments 
de ces pressions par rapport & A est donc égale au moment du 
poids qui est nul, car A est vertical. D’autre part, les pressions, 
appliquées aux éléments de la surface de révolution, ont des 
moments nuls, car elles rencontrent A; on a donc 


M—p=o, 


On est ainsi ramené a calculer pu, c’est-a-dire a résoudre le pro- 
bléme des pressions pour une paroi plane AB. 


646. Remarque sur la pression atmosphérique. — Il peut 
arriver que l’on ait a évaluer les pressions totales sur une parot 
qui, par une de ses faces, est en contact avec un liquide pesant 
ayant une surface libre 5, et, par l’autre face, avec l’atmosphére. 
Dans ce cas, un élément ds de paroi situé a une distance z — Z, 
au-dessous du plan S, de la surface libre subit, sur la face en 
contact avec le liquide, une pression normale 


[w(s — 29) +- po] do, 


po désignant la pression atmosphérique, et sur l’autre face la 
pression pydo en sens contraire. La résultante de ces pressions 
est donc la force normale o(¢ — z,) de, c’est-a-dire la méme que 
si latmosphére n’existait pas. 


647. Exercice : Toile rectangulaire soumise 4 la pression d’un 
liquide pesant. — [maginons un vase ayant la forme d'un parallélépipéde 
rectangle a arétes verticales, dont le fond est remplacé par une toile rec- 
tangulaire, imperméable, parfaitement flexible et inextensible, attachée 
par ses bords opposés aux droites AB, CD : les faces AA'D’D et BB’C’'G 
sont supposées prolongées de fagon a constituer finalement un vase clos 
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( fig. 315, 1). On demande quelle forme d’équilibre prendra la toile, quand 
Je vase conliendra un liquide pesant en équilibre. 

On peut regarder comme évident que la toile prend la forme d’un 
cylindre horizontal dont la section droite a une forme indépendante de la 
longueur AB de la toile. 

Pour avoir la forme de cette section droite, il suffit de chercher la 
figure d’équilibre d’une bande EF ‘de toile comprise entre deux sections 
droites infiniment voisines dont la distance est ¢; nous assimilerons une 


4 


¥y 


bande de ce genre a un fil flexible et inextensible attaché a ses deux extré- 
mités E et F. Prenons comme plan de la figure ( fig. 315, II) le plan de la 
bande EF, comme axe Ow le niveau du liquide, comme axe Oy une yer- 
ticale descendante. Soit ds un élément de longueur de la section droite; 
élément de bande qui se projette en ds a pour surface ds = « ds. La pres- 
sion atmosphérique s’exercant sur la surface libre du liquide et sur la 
face extérieure de l’élément do n’a point d’effet; tout se passe comme si 
'Patmosphére était supprimée : lapression résultante sur élément do placé 
au point M de coordonnées x ct y est alors normale a cet élément et 
égale 4 wy ds ou wey ds, w désignant le poids de l’unité de volume du 
liquide. 
D’aprés les équations intrinséques de l’équilibre d'un fil, la tension T 
est constante, car la force est normale; on a de plus 


— = Wty, 
p 
p étant le rayon de courbure en M. On a donc, tout le long de la courbe 


cherchée, 
ry =e, 


a désignant une constante linéaire. Cette derniére relation est l’équation 
différentielle de la courbe cherchée : son intégration se raméne a des qua- 
dratures. 

La courbe que nous yenons de trouver est identique a la courbe élas- 
tique plane, c’est-a-dire 4 la figure d’équilibre d’une lame élastique 
homogéne, dont la fibre moyenne est rectiligne ou circulaire a l'état 
naturel et que J’on courbe en faisant agir sur ses extrémités des forees et 


A. — Ill. 13 
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des couples. On trouvera une discussion des formes de cette courbe dang 
le premier Volume de cet Ouvrage, Chapitre VII, paragraphe 4. 


IV. — EQUILIBRE DES CORPS FLOTTANTS. 


648. Indications historiques et bibliographiques. — Archiméde 
est le premier qui se soit occupé de la théorie des corps flottants : 
‘il donne des exemples d’équilibre de corps sphériques, cylin- 
driques, paraboliques. Dix-huit ‘siécles se passérent avant qu’on 
revyinl aux questions traitées par Archiméde. Dans un Mémoire 
génial De its que liquido supernatant ('), Christian Huygens 
reprit, en 1650, le probléme de ]’équilibre des corps flottants, par 
une méthode nouvelle fondée sur ce principe que, dans l’équilibre, 
le centre de gravité de l'ensemble du corps flottant et du liquide 
se place aussi bas que possible. Cent ans aprés, deux géométres 
s’occupérent, pour ainsi dire en méme temps, du _ probléme : 
Bouguer, dans le voyage qu’il fit avec La Condamine pour mesurer 
sous ]’éqaateur un arc du méridien, employait ses loisirs 4 com- 
poser le Traité du Navire, tandis qu’Kuler, 4 Saint-Pétersbourg, 
écrivait son Livre intitulé : Scientia Navalis. Vint ensuite Dupin 
qui, en introduisant les surfaces des flottaisons isocarénes et des 
centres de caréne et en complétant les théorémes de Bouguer, 
donna les principes des méthodes générales encore employées 
aujourd’hui : le Mémoire de Dupin se trouve reproduit, avec le 
Rapport de Carnot (?), dans les Applications de Géométrie et 
de Mécanique, par Charles Dupin (Paris, Bachelier, 1822). 

La partie la plus délicate de la théorie est l'étude de la stabilité 
des positions d’équilibre : les positions d’équilibre instable ont 
une existence purement théorique, el, en réalité, un corps ne peut 
flotter que dans une position d’équilibre stable. Pour qu'une posi- 
tion soit stable, il faut qu’en écartant trés peu, d’une maniére quel- 
conque, le flotteur et le liquide de la position considérée et impri- 
mant au systéme de petites vitesses initiales, on oblienne un 


(‘) Voir, dans le Tome XI des Ofuvres de Huygens, la Rédaction et. les Notes 


de M. Korteweg. . 
(7) Rapport de Carnot a la premiére classe de l'Institut de France sur un 


Mémoire de Dupin: De la stabilite des corps flottants (30 aott 18t4). 
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mouvement dans lequel Je systéme reste voisin de la position 
d’équilibre (voyes II’ Volume, Chap. XXIV, § II). 

Bouguer est le premier qui étudia cette question: mais il ne 
considéra que des déplacements particuhers du flotteur en sup- 
posant que le volume immergé restait invariable. Duhamel (') 
montra l’insuffisance des raisonnements de Bouguer; il tenta de les 
compléter en éludiant les petits mouvements du systéme dans le 
voisinage d’une position d’équilibre; mais il fit lui-méme des hypo- 
théses arbitraires, en admettant que, dans ces petiis mouvements, 
les pressions peuvent étre déterminées d’aprés les régles de 
VHydrostatique : néanmoins, les conditions qu il trouva pour la 
stabilité sont exactes. Les hypothéses faites par Duhamel furent 
critiquées par Clebsch (7), qui fit voir que certains termes négligés 
par Duhamel étaient du méme ordre de grandeur que les termes 
conservés : il ne donna d’ailleurs pas, sous une forme simple, les 
conditions nécessaires et suffisantes de |’équilibre. 

La premiere théorie rigourcuse de la stabilité des corps flottants 
a été donnée par Guyou (*), suivant une idée émise par Bravais 
dans sa these soutenue a Lyon en 1837. Cette théorie, qui repose 
sur le méme principe que celle de Huygens, et qui est rendue 
rigoureuse par le théoréme de Lejeune-Dirichlet (II* Volume, 
Chap. XXIV), est appuyée de démonstrations géométriques 
trés simples et tres élégantes que nous reproduisons plus loin. 
Duhem (“) a fait a cette théorie une objection qu’il a ensuite 
reconnue mal fondée (§). 

On trouvera dans le premier Mémoire de Duhem un histo-- 
rique de la question plus détaillé que nous ne pouvons le donner 
ici, suivi d’une solution analyuque. Pour les travaux anglais, nous 


(') Dunamur, Vole sur divers principes de Mécanique : Observations sur la 
stabilite de l’équilibre des corps flottants ( Journal de l’Ecole Polytechnique. 
XXIV Cahier, 1835) et Traité de Mecanique, t. Il, 2° édition, p. 379. 

(7) Cresscu, Ueber das Gleichgewicht schwimmender Korper (Journal de 
Crelle, t. 57, 1860). 

(*) Guyou, Théorie nouvelle de la stabilite de Véquilibre des corps flotlants 
(Revue maritime, mars 187g) et Theorie du Navire (Berger-Levrault, i" édi- 
tion, 1887; 2° édition, 1894). 

(+) Dunem, Sur la stabilité de U’équilibre des corps flottants (Journal de 
Mathématiques, 5° série, t. 1; 1895). 

(8) Dunem (Jbid., 5 série, t. 11, 1896). 


/ 
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renverrons au Treatise on hydrostatics de M. Greenhill (1894). 

Une question du méme genre, mais plus complexe encore, a fait 
objet de quelques travaux récents : c’est l’équilibre d’un nayire 
avec un chargement liquide. Cette question a .élé étudiée par 
Guyou (loc. eft.), par Duhem dans divers Mémoires dont on 
trouvera une énumération détaillée dans le Tome CXXIX des 
Comptes rendus (p. 879; 1899), par M. Greenhill (loc. cut., 
p-174) et par M. Appell (Comptes rendus, 16 et 23 octobre 1899; 
Journal de l’Ecole Polytechnique, 1900). 


649. Conditions nécessaires 4 l’équilibre d’un corps flottant. — 
Un solide pesant, plongé dans un liquide en repos, est soumis : 
i° a son poids P appliqué en son centre de gravité G; 2° a Ja 
poussée KK égale au poids du liquide déplacé et appliquée au 
centre C du volume immergé (fig. 316). 


Fig. 316. 


Dans cet énoncé, comme dans tout ce qui suit, nous appelons 
centre d’un volume ou centre d’une surface le centre de grayité 
du volume ou de la surface regardés comme homogénes. 

Pour qu'il y ait équilibre, il faut et il suffit que ces deux forces’ 
soient égales et directement opposées. Done : 1° la droite GC doit 
élre verticale; 2° on doit avoir . 


/ 


P=3V, 


, 


en appelant wo le poids de Vunité de volume du liquide et V Je 


volume immergé, 
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650. Définitions. Flotteurs. —- Nous appellerons flotteur un 
solide pesant fermé de toutes parts et dont le poids total est infé- 
rieur au poids d’un égal volume d'eau, Il peut arriver que les flot- 
teurs soient des solides creux ouverts a leur partie supérieure; c’est 
le cas des navires; mais, lorsque l’on convient de n’envisager que 
les inclinaisons telles que le liquide ne peut pas embarquer, on 
peut évidemment les supposer clos. 


Axes d’orientation. — Pour préciser la maniére dont le flot- 
teur est orienté dans l’espace, prenons un point du flotteur, son 
centre de gravité G par exemple (jig. 316), el menons par ce 
point des demi-droites telles que GA, GB, ... dans toutes les 
directions : nous appellerons ces demi-droites axes d’orientation. 
Nous dirons alors que le flotteur est orienté suivant un de ces 
axes, GA par exemple, quand cet axe GA est vertical et dirigé 
vers le bas. Pour le probleme qui nous occupe, toutes les posi- 
uions du flotteur obtenues en le faisant tourner ensuite autour de 
la verucale GA doivent étre regardées comme équivalentes. 


Flottaison. — On appelle plan de flottaison un plan FL qui 
détache un volume V, tel que le poids d’un volume V de liquide 
soit égal au poids total P du flotteur, 


P 
Presto Ve V=—- 
wD 


La section du flotteur par un plan de flottaison est une aire plane 
qu’on appelle flottaison. A chaque axe d’orientation, tel que GA, 
correspond un plan de flottaison et un seul. En effet, aprés avoir 
orienté le flotteur suivant GA (fig. 316), faisons-le descendre 
progressivement dans le liquide en repos : il existera une position 
et une seule ot le volume immergé sera égal a V; la surface libre 
du liquide donne alors le plan de flottaison cherché : ce plan est 
perpendiculaire a l’axe GA. La ligne limitant, sur la surface, du 
flotteur, la partie mouillée est le contour de la flottaison corres- 
pondante. 


Caréne. — Le volume détaché par la flottaison est appelé 
caréne. Si l'on considére toutes les flottaisons détachant dans un 
flotteur donné des carenes de méme volume V, ces flottaisons sont 


dites tsocarénes. 
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Centre de caréne. — Le centre de volume d’une caréne se 
nomme centre de caréne. 

Surface des flottaisons isocarénes ou surface (I). — Etant 
donné un flotteur, considérons l’enveloppe des plans de flottatson 
isocarenes : celte enveloppe est une surface fermée (I) que chaque 
plan de flottaison touche en un point et qu’on appelle surface de 
jlottaison. Cette surface affecte, en général, des formes compli- 
quées; mais, dans tous les cas, on peut lui mener deux plans tan- 
gents, et seulement deux, paralléles 4 un plan donné. En effet, 
abaissons du centre de gravilé G une perpendiculaire sur la direc- 
tion du plan donné, et prenons sur celle perpendiculaire deux 
demi-droites GA et GA! dirigées en sens contraires. A chacun des 
axes d’orientation GA et GA! répond un plan de flottaison, et un 
seul, qui est perpendiculaire a l’axe correspondant. On a donc 
bien deux flottaisons isocarénes paralléles, donnant deux plans 
tangents a la surface (F). Mais tl ne faudrait pas conclure de 
cette propriété que la surface de flottaison prise dans son ensemble 
est convexe, pas plus qu’on ne pourrait affirmer qu'une courbe 
plane fermée a laquelle on peut mener deux, et seulement deux, 
tangentes paralléles 4 une direction donnée est convexe : la déve- 
loppée de Vellipse en est une preuye. Dans le voisinage d’un de 
ses points, la surface (I*) peut, suivant les cas, étre d'un méme 
coté du plan tangent ou traverser ce plan. 

L’indicatrice des courbures en un point de (IF) est donc tantét 
une ellipse et tantét une hyperbole. 

Surface des centres de caréne ou surface (C). — A chaque 
flottaison isocaréne correspond un centre de caréne; le lieu géo- 
métrique de ces centres est une surface fermée appelée surface 
des centres de caréne ou, pav abréviation, surface (C). Cetle 
surface est convexe en chacun de ses points : Vindicatrice des 
courbures en chaque point est une el/ipse. 

Les deux surfaces (F) et (C) sont défimies dés qu’on connait le 
volume V de la caréne et la surface limitant le flotteur. 


651. Théorémes de Bouguer et de Dupin. — Parmier THEOREME : 
Le point de contact de chaque plan de flottaison FL avec la 
surface enveloppe (F) est au centre de la floltaison correspon- 
dante. . 


‘ 
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Pour le démontrer, nous nous appuierons sur le théoréme de 
Géomeétrie suivant : 


Si Von considére un plan tangent & une surface, le point 
de contact se trouve sur la droite d’intersection de ce plan avec 
un plan tangent quelconque infiniment voisin. 


Soient ( fig. 317) deux flottaisons infiniment voisines FL et EF’ L’ 
dont les plans font entre eux un angle 4; prenons un systéme 
d’axes rectangulaires formé par l’intersection OX des deux plans, 


la perpendiculaire OY dans le plan FL, enfin la perpendicu- 
Jaire OZ a ce plan vers le bas. Les deux flottaisons étant iso- 
carénes, les volumes des onglets LOXL’ et FOXEF’ sont égaux. 
Soient do un élément du plan des XY place en e, X et Y ses coor- 
données, et soit Z la cote correspondante ee’ du plan F’L’; ona 


évidemment 
Z= Y tangd. 


Pour l’onglet de gauche FXF’, Z est positif et le volume de cet 


f [rae 


Vintégrale étant étendue aux éléments do placés a gauche de OX; 
pour l’onglet de droite LXL’, Z est négatif et Je volume de cet 


onglet est 


° 
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ffi ds: 


Vintégrale étant étendue aux éléments ds 4 droite de OX. 
Ces deux intégrales étant égales, leur différence est nulle, et 


ona 
; He Lagae: 
“FL 


cette derniére intégrale étant étendue 4 toute Ja flottaison FL. 


‘Remplagant Z par Y tang 9 etsupprimant le facteurconstant tang, 
on a finalement 


a ip Y da =0, 
se 


Pintégrale étant étendue a toute la flottaison. Mais cette équation 
signifie que le centre de la flottaison FL est sur OX, c’est-a-dire 


sur Pintersection de cette flottaison avec une flottaison quelconque 
infiniment voisine. 


onglet est 


Le théoréme est donc démontré. 

Dans ce qui suit, nous désignerons par O le centre de Ja flot- 
taison FL, point de contact de la flottaison avec la surface (F). La 
droite OX, intersection des deux plans infiniment voisins FL 
et F’L’, est Vaze d’inclinaison dans le passage de la flottaison FL 
a F’L’. Voici la raison de cette dénomination. 

On peut se représenter physiquement la figure 316 de la facgon 
suivante ; Supposons d’abord le flotteur immergé dans l’eau jus- 
qu’a la flottaison FL, puis écartons-le infiniment peu de cette 
position, en Vinclinant, de facon que le volume immergé V reste 
le méme; le plan de la surface libre prendra, par rapport au corps, 
une nouyelle position F’L’. Pour obtenir la nouvelle position du 
corps, if suffirait d’incliner la figure de fagon que le plan F’L’ 
devint horizontal. 

Dans ces deux positions successives du corps, l’axe OX reste 
horizontal; on peut donc imaginer que l’on passe de la premiere 
position 4 la seconde en faisant tourner le corps d’un angle infi- 
niment petit § autour de laxe OX. A chaque position du corps 
infiniment voisine de la premiére, sous la condition que le yolume 
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immergé V reste le méme, correspond ainsi un axe d’inclinaison OX 
_ passant par le centre O de la flottaison FL. 

Pratiquement, on peut incliner un flotteur, un navire par 
exemple, de fagon 4 Jui faire prendre des positions dans lesquelles 
la caréne conserve toujours le méme volume. I] suffit pour cela de 
modifier la distribution intérieure du chargement; le navire prend 
alors diverses positions d’équilibre qu’on peut faire varier d’une 
maniére continue; mais, comme son poids n’a pas changé, le 
volume immergé est toujours le méme. 


652. Deuxiéme théoréme. —— Le plan tangent en un point C 


de la surface des centres de caréne est paralléle au plan de 
flottaison correspondant FL ('). 


Soient C le centre de la caréne détachée par FL, C’ le centre de 
la caréne détachée par F’L! ( fig. 317). Ces deux carénes ont une 
partie commune située au-dessous de F’ XL dont nous appellerons 
le centre A et le volume a. Les deux onglets LXL’, FXF’ sont 
équivalents; nous appellerons leurs centres respectifs B et B’ et 
leur volume commun 6. 

_ Cela posé, le point C est le centre de l'ensemble des volumes a 
et b ayant leurs centres respectifs en A et B; on a donc 


CA b 


Cb a 


De méme, C’ est Je centre des volumes a et & ayant leurs centres 
en A et B’; d’ou 
CA b 
CEBSEG 


Les points C et C’ divisant AB et AB’ dans le méme rapport, 
la droite CC’ est paralléle 4 BB’ et dirigée dans le méme sens 
que BB’. 

Si la flottaison F’L’ se rapproche indéfiniment de FL, les points 
B et B’ qui sont compris entre les deux flottaisons tendent a se 


(1) Cette propriété fut énoncée et démontrée par Bouguer, en 4746, aux pages 
259 et 270 de son Traité du Navire, de sa construction et de ses mouvements, 
a Paris, quai des Augustins, chez Jombert. 
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placer dans le plan FL; le, point C’ tend vers C et la droite CC’ 
paralléle a BB! tend vers une position limite parallele au plan EE: 

Cette position limite est tangente 4 la surface des centres de 
caréne en C° ainsi les tangentes a Ja surface (C) en un point C 
sont paralléles au plan de flottaison correspondant FL. Ce qui 
démontre le théoréme. 


Remarque. ~~ La surface (C) est convexe en chacun de ses 
points : cela veut dire que, dans le voisinage d’un de ses points C, 
elle est d’un méme coté du plan tangent en C. En effet, le plan 
tangent en C, CH ( fig. 317), est paralléle a FLL; la droite BB! va 
d’un point B situé au-dessous de FL a un point B’ situé au-dessus. 
La droite CC’ de méme sens que BB’ est donc au-dessus du plan 
tangent CH, et le point C’ est toujours au-dessus de ce plan tan- 
gent, quelle que soit Ja flottaison F’L’ voisine de FL. L’indicatrice 
des courbures en C est donc toujours une ellipse. 


653. Définition des métacentres. —- Considérons comme précé- 
demment la flottaison dans deux positions infiniment voisines, 
Vaxe d’inclinaison pour passer de la premiére a la deuxiéme 
étant OX ( fig. 317). Menons fes normales CN et C’N’ a la sur- 
face (C) aux deux centres de caréne C et C’ correspondant a ces 
deux positions. Tragons la perpendiculaire commune py! a ces 
deux normales; le point u est le métacentre correspondant a l’axe 
dinclinaison OX. ’ 

On peut remarquer que pu’ est paralléle & OX, car les deux 
normales CN et C’N’ sont respectivement perpendiculaires aux 
deux plans de flottaison FL et F’L’. 


654. Troisieme théoréme. -—— Le métacentre u est situé, en 
géncral, entre les deux centres de courbure principaux M et m 
de la surface (C) relatifs aw point CG: il coincide avec Vun 
WMeux, Moum, quand Vaxe W@inclinaison est paralléle & une 
des directions principales de la surface (C) au point C. 


Ce théoréme exprime une propriété générale des surfaces 
courbes. La surface (C) étant convexe au point C, prenons ce 
point comme origine d’un systéme d’axes ( fig. 318), comme axe 
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des z la normale CN du cété od se trouve Ja surface, comme axes 
des x et des y les directions principales en C. 

Appelons, suivant Vusage, p, g, r,s, £ les dérivées partielles 
premieres et deuxiémes du 3 d’un point de la surface par rapport 


Fig. 3:8. 


. 


a x et y, et affectons de lindice o les valeurs de ces quantités 
a Vorigine C. 

D’aprés le choix des axes, po, Jy, So Sont nuls, et Von a, en 
développant z par la formule de Mac Laurin, pour de petites 
valeurs de x et 4, 


(1) BT (Pow toy?) +... 


oti 74 et f, sont positifs, les rayons de courbure principaux en C, 


1 I I > ° 
CM et Gm ayant pour valeurs eu: Les équatious de la normale 
a 0 0 


C'N’ au point C’(z, y, 2) sont 


Cech ek Biae Mee 
(CIN’) ie Hee Je 
P q a=) 


La perpendiculaire yy! a pour projection sur le plan des xy la 
perpendiculaire Cy a la projection de C’N’ sur ce méme plan. Le 
lan zu’ a done pour équation 
p ey | 
(Cy) PX¥+qY=0. 
In associant cette équation aux équations de C’N’, on en déduat 
{ ; 


les coordonnées du point »’. Cherchons en particulier le Z de ce 
point, qui est le méme que celui de u. Nous avons, en tirant X et Y 


204 EQUILIBRE ET MOUVEMENT DES MILIEUX CONTINUS. 


des équations (C’N’) pour les porter dans l’équation (Cy), 


Li eye 


ou, d’aprés les valeurs de p et q tirées de (1), 


19 Bly V2 a ae 
Fi eed a i Yaa 


[hee 


Quand C’ tend vers C, x, v, 2 tendent vers zéro et le rapport 4 


tend vers une limite tanga, a étant l’angle que fait avec Ow la 
direction limite de CC’, c’est-a-dire la tangente en Ca la courbe 
suivant laquelle C’ tend vers C. 


On a ainsi 
To + to tang? a 


limZ=Cu= 5 : 
rj + 5 tang? a 


“ e . 1 I ’ 
La valeur limite de Cu. est donc comprise entre = eb >» Cest- 
0 0 


a-dire entre CM et Cm; elle est égale a lune de ces quantités 
x 4 Tv A 4 . . . . 
quand a est égalaooua =e c’est-a-dire quand la direction limite 


de CC’ est une direction principale de la surface en C. 

Les centres de courbure M et m correspondent au maximum et 
au minimum de Cu. s’appellent le grand et le petit métacentre 
relatifs au point C. 


Remarque. — La direction limite de CC’, de coefficient angu- 
laire tanga, et la direction limite de la perpendiculaire com- 
mune up! ou de sa paralléle OX sont conjuguées par rapport a la 
conique indicatrice des courbures de la surface (C) au point C. 

En effet, la conique indicatrice des courbures est actuellement 
Vellipse 

ryt? fo 77 =1. 


L’équation de la droite Cy paralléle & py! est 
pX+qY¥=0. 
ou, d’aprés les valeurs de p et q, 


(rot +...) X+ (boy +...) Y=o, 
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Quand x et y tendent vers zéro, de fagon que 2 tende vers 


tanga, cette éguation devient 
roX +t Y tangz = 0, 


ce qui est l’équation du diamétre conjugué de la direction de coef- 
ficient angulaire tang« dans l’indicatrice. 

Ce fait résulte aussi géométriquement de ce que uu’ est paralléle 
a Pintersection des plans tangents en Cet C’ (théoreme des tan- 
gentes conjuguées ). ; 


655. Quatriéme théoréme, — Sort I le moment dinertie de 
Patre de la flotiaison par rapport aun axe dinclinaison OX. 
le mélacentre correspondant west a une distance de ( 


Considérons, comme plus haut, un plan de flottaison horizon- 
tale FL et un plan infiniment voisin F’L’ faisant avec lut langle 4 
et le coupant suivant l’axe d'inclinatson OX. 

Pour simplifier, nous représenterons seulement ( fig. 31g) la 
projection de la figure de l’espace sur le plan mené par la normale 
CN parallélement & la normale infiniment voisine C’N’. On peut 


Fig. 319. 


déterminer ce plan de projection en menant par le métacentre pv. 
( fig. 318) la droite un! paralléle & C’N’; le plan n'uN est le plan 
demandé paralléle aux deux normales; il est perpendiculaire a oe 
et, par suite, a Vaxe d’inclinaison OX. Liangle Nun’ est égal a 4. 
Nous appellerons c’ la projection de C’ sur ce plan; la droite ¢'n! 
est alors la projection de la normale C’N’, 
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Prenons, comme précédemment (n° 654), pour axe OY une 
perpendiculaire 4 OX dans le plan FL et pour axe OZ une verti- 
cale descendante; l’axe OX perpendiculaire au plan de projection 
sera représente ( fig. 319) par un point. 

Appelons X, Y, Z les coordonnées d’un point e’ ou f’ du plan 
de la flottaison F’L’ par rapport a ces axes, en remarquant que 


Yona 
Z= Ytang9. 


Soit do un élément d’aire de la flottaison FL placé en e ou /, le 
moment d’inertie de la flottaison par rapport a l’axe OX est 


ba ff Weds, 


Vintégrale étant étendue a toute la flottaison. 

Cela posé, appliquons a tous les éléments de la premiére caréne, 
limitée par le plan horizontal FL, des forces fictives verticales 
ascendantes égales a ces éléments : ces forces ont une résultante 
CV égale a leur somme V appliquée au centre de caréne C et 
dirigée suivant CN. Appliquons de méme aux éléments de volume 
de la deuxiéme caréne des forces fictives verticales descendantes 
égales 4 ces éléments : ces forees ont une résultante unique C’ V’ 
égale a leur somme V et dirigée verticalement vers le bas. L’en- 
semble de toutes ces forces fictives appliquées aux éléments de 
volume des deux carénes est done équivalent au couple CV, C’V’ 
dont le bras de levier est C’D, distance de C’ a la normale CN. 
Mais, d’autre part, les forces fictives appliquées aux éléments de 
volume communs aux deux carénes se détruisent deux & deux, 
puisque a chacun de ces éléments sont appliquées deux forces 
égales et opposées; il ne reste donc que les forces fictives appli- 
quées aux éléments des deux onglets FXF’ et LXL’. A un cylindre 
élémentaire ee’ de base dz et de hauteur Z du premier onglet est 
appliquée une force verticale ascendante égale au volume Z dz de 
ce cylindre; le moment de cette force par rapport 4 OX est YZ ds; 
de méme, a un cylindre élémentaire f/f’ du deuxiéme onglet ayant 
pour base ds est appliquée une force verticale descendante égale 


au volume de ce cylindre : le moment de cette force par rapport 
a OX est encore YZde. 
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Les forces appliquées aux éléments des deux onglets étant équi- 
valentes au couple CV, C’V’, la somme de leurs momenis 


f YZ ds 


pat rapport & OX est égale a la projection de l’axe du couple sur 
OX, ou encore au moment de la projection du couple sur un plan 
perpendiculaire a OX, c’est-a-dire précisément sur le plan de la 
figure 31g. 

Les forces V et V’ se projettent en vraie grandeur sur ce plan, 
le point C’ se projette en c’ et le bras de levier C’/D en c’D. Le 
moment du couple projeté est donc V.c'D, et Vona 


[fread aved. 


Mais comme chaque ordonnée Z, telle que ce’ ou f/f", est égale 


a Y tang, ona 
tango ffs ds =Vc'D, 


dot 


D‘ailleurs le triangle »Dc’, dans lequel l’angle uv. est égal a 4, 
donne 
ce’ D 
tang U ear 
le point D étant infiniment voisin de C, la limite de Du. est égale 
a celle de Cv et lon a finalement 
Ci se 
\ 

Le théoréme est donc démontré. 

Quand l’axe d'inclinaison varie en tournant autour du point O, 
centre de la flottaison. I varie, le point » change de position sur 
ia normale CN. 

D’aprés ce qui précéde, ce point est constamment compris entre 
le grand et le petit métacentre M et m et se confond avec Vun 


‘s . . 
d’eux quand la direction limite de CC’ coincide avec une direction 


208 EQUILIBRE Ef MOUVEMENT DES MILIEUX CONTINUS. 


principale de la surface (C) au point G, c’est-a-dire avec un des 
axes de l’ellipse indicatrice des courbures en C. On en conclut 
aisément que ce fait a lieu au moment ov Vaxe d’inclinaison lui- 
méme est paralléle 4 une des directions principales relatives au 
point C. En effet, nous avons vu plus haut que Ja direction li- 
mite CC/ et ’axe d’inclinaison OX sont paralléles a deux diamétres 
conjugués de la conique indicatrice en C. Si done CC’ coincide 
avec une direction principale en CG, |’axe d’inclinaison est paralléle 
a l’autre et réciproquement. 
Pour représenter la variation du moment d’inertie I de l’aire de 
la flottaison par rapport a des axes OX situés dans son plan et pas- 
‘sant par son centre Q, il suffit de considérer l’ellipsoide d’inertie — 
de Vaire de la flottaison relatif au point O (Chap. XVII); cet 
ellipsoide a évidemment pour plan de symétrie le plan de la flot- 
laison qu’il coupe suivant une ellipse qu’on peut appeler l’e/lipse 
centrale d’inertie de la flottaison. Les directions de l’axe d’in- 
clinaison, qui donnent les moments d’inertie maximum et mini- 
mum, correspondent alors au petit et au grand axe de cette ellipse. 
Soit ], le minimum de I, le petit métecentre m est & une hauteur 


Cm =: <. 
Mm \ 
Les directions principales de la surface (C) en C sont paralleles 
aux axes de l’ellipse centrale d’inertie de la flottaison. 
Iua seule connaissance de la’ flottaison permet donc de déter- 
miner M, m et les directions principales de la surface (C) en C. 


656. Positions d’équilibre du flotteur. — Dans l’équilibre, la 
partie immergée est une caréne de volume 


la surface de flottaison est done tangente a la surface libre du li- 
quide I'l. supposée prolongée dans le flotteur ( fig. 316). En outre, 
Ja droite GC est verlicale, c’est-a-dire perpendiculaire a FL: elle 
est donc normale en Ca la surface des centres de caréne, puisque 
le plan tangent en Ca cette surface est paralléle a FL. 

onc le centre de caréne correspondant a une position d’équi- 
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libre est le pied d’une normale menée du centre de gravité G a la 
surface des centres de caréne. 

Réciproquement, a chaque normale GC menée de G a la sur- 
face (C), correspondra une position d’équilibre obtenue en immer- 
geant la carene dont le centre est au pied C de la normale consi- 
dérée. Dans cette position, le centre de gravilé peut se trouver soit 
au-dessus, soit au-dessous de C. 

Parmi les positions ainsi obtenues, les unes sont stables, les 
autres trstables. Les positions d’équilibre instables ne peuvent 
pas étre réalisées : le flotteur, placé dans une position instable, 
chavire au bout d’un temps trés court. Les.seules positions dans 
lesquelles il puisse réellement flotter sont les positions stables. 


657. Premier apercu sur la stabilité.  Imaginons que le corps. 
soit en équilibre dans une certaine position, le plan de flottaison 
étant FL : la droite GC est alors perpendiculaire 4 FL et normale 
en Ca la surface (C). 

Ecartons le corps infiniment peu de cette position d’équilibre de 
telle facon que la caréne conserve le méme volume V, et soient 
OX Vaxe d’inclinaison correspondant, IL! la nouvelle position 
de la surface libre par rapport au corps, C’ le nouveau centre de 
caréne. 

Nous représentons encore, dans la figure 320, la projection de 
la figure de l’espace sur le plan mené par CN perpendiculairement a 


axe d’inclinaison. Le point C’ se projette enc’ et la normale C’N’ 

en c/n’; le métacentre uv. est 4 Vintersection de CN et c'n’. Dans 

cette nouvelle position, le corps est sollicité par son poids P 
A. — ill. 14 
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x 


appliqué en G et par la poussée R égale et opposée a P appliquée 
en C'; ces deux forces sont d’ailleurs perpendiculaires a F’L'. On 
voit dés lors que, si, comme dans la figure, G est au-dessus de p, 
le couple P, R tendrait a écarter le corps encore davantage de sa 
position d’équilibre. Pour que l’équilibre soit stable, il faut donc 
que G soit au-dessous de u; et, comme ce fait doit avoir lieu pour 
toutes les directions de U’axe d’inclinaison, il faut que G sort 
au-dessous du petit métacentre m. On a ainsi une condition neé- | 
cessaire de la stabilité. Mais notre raisonnement ne permet pas de 
voir si elle est suffisante, car il faut, pour cela, voir ce qui se passe 
quand on écarte le systéme entier, corps et liquide, de la position 
d’équilibre d’une facon quelconque. ; 

Nous montrons plus loin que cette condition est suffisante pour 
Ja stabilité. 


658. Stabilité de Véquilibre. Méthode. -- Nous avons vu 
(Chap. XXIV) que, lorsqu’un systeme pesant quelconque est en 
équilibre, la condition nécessaire et suffisante de la stabilité de 
Véquilibre est que le centre de gravité du sysiéme soit, dans la 
position considérée, fe plus bas possible, c’est-a-dire plus bas que 
dans toutes les positions infiniment voisines. 

On peut ramener |’étude des positions d’équilibre d’un flotteur 
a létude des positions d’équilibre d’un corps pesant, limité par 
une surface courbe, par laquelle il est assujetti a rester en contact 
avec on plan horizontal fixe. 

Pour cela, on établit que Vortentation du flotteur dans les 
positions d’équilibre et la nature de ces positions (stabilité ou 
instabilité) sont les mémes que si le flotteur reposait sur un 
plan horizontal fixe par la surface des centres de caréne. 

C’est ce que nous allons montrer, en établissant d’abord Jes 
conditions d’équilibre d’un corps pesant sur un plan horizontal. 


659. Equilibre d’un solide pesant sur un plan horizontal. -- 
Soit un solide pesant invariablement lié a une surface (C), con- 
vexe en tous ses points, et posée sur un plan horizontal fixe 
(fig. 3a1, Let Il). 

Soient G le centre de gravité du corps, GH sa distance au plan 
fixe : les positions d’équilibre stable du corps s’obtiennent en dé- 
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terminant les positions dans lesquelles GH est minimum, dans 
cet énoncé, le segment GH doit étre regardé comme positif ou 
comme négatif suivant que le point G est au-dessus ou au-dessous 
du plan horizontal; le centre de gravilé peut passer au-dessous 


Fig. 321 


du plan s’il est a l’extérieur de la surface (C) comme dans la 


figure 321, I. Si, dans une certaine position, GH est un maxi- 
mum, c’est encore une position d’équilibre, mais instable. 

Soit C le point de contaet du corps avec le plan horizontal; 
nous allons démontrer que les conditions nécessatres et suffi- 
santes pour qu'une position du corps soit une position d’équilibre 
stable sont les suivantes : 


1° Le centre de gravité doit se trouver sur la normale en C 
( fig. 322). 

2° Il dott étre placé au-dessous des deux centres de courbure 
principauz de la surface relatifs au potnt (Ge 


La premiére condition est évidente, car, pour qu'il y ait équi- 
libre, il faut que le poids du corps appliqué en G soit détruit par 
la réaction du plan appliquée en C : le poids doit donc passer 
par C; la droite GC doit étre normale au plan. 

Cette premiére condition étant remplie, pour que léquilibre 
soit stable, il faut et il suffit que, dans la position considérée du 
corps, la distance du point G au plan horizontal fixe soit plus 
petite que dans toute position infiniment voisine. Au lieu de 
Jaisser le plan tangent fixe et de déplacer Je corps, il est plus 
commode de regarder le corps comme fixe dans la position d’équi- 
libre et de déplacer Je plan tangent. Il faut et il suffit, pour Ja 


stabilité, que la distance GC du point G au plan tangent en C 


soit plus petite que la distance GH du point G aux plans tangents 
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en des points C’ infiniment yoisins de C. Prenons comme ori- 
gine le point C, comme plan des ry le plan tangent en C, comme 
axes des x et des y les directions principales de la surface en C, 
comme axe des 3 la normale Cz du cété ob se trouve la surface. 


Fig. 322, 


Soient x, 7, 2 les coordonnées d’un point C’ de la surface, voisin 
de C; en employant les mémes notations que plus haut (n° 654), 
ona 


I 
(1) @ (Pot toy aoa} 


les ordonnées des deux centres de courbure principaux M et m 


. ‘ ¢ t I 
(grand et petit mélacentres) sont Ae el za 


Cela posé, appelons € le z du centre de gravité G qui, par hypo- 
thése, est sur Cz; l’équation du plan tangent en C’ est 


ZL—z—p(X—2x)—q(Y—y)=0; 


la distance GH du centre de gravité a ce plan est 


GH =(€— 43+ pr+qy)(i+p?+ q*) s 

ou nous devons prendre Je signe + dans le deuxiéme membre, 
daprés la convention faite plus haut pour le signe de GH. En effet, 
comme au point, x, y, 3, p, g sont nuls; au point C’, voisin de C, 
ces quantités sont Lrés petites et l’expression de GH a le méme 
signe que (; elle est donc, d’aprés le choix des axes, positive ou 


négative suivant que G est, par rapport au plan tangent, du méme 
cété que la surface ou de l’antre cété, 
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Il faut maintenant exprimer que cette expression de GH est 
minimum pour 2= y = 0, D'aprés le développement de z, ona 


P=Tyour—.... G=lyr.. 


eten portant dans GH : 


GH = [s+ dimers toy). [erate byte. 


we 
. 


G e 1 > ° . 
Développant la puissance — : parla formule du binome, faisant 


le produit et écrivant seulement les termes du denxiéme ordre en & 
eten y¥, ona 


ees 1 f I is. NES. i 
(2) plese Seo prt Bok aot) bast (ge 8) eee 


Pour que la valeur C, qui correspond 4 = y—=o, soit un 


minimum de GH, il faut et il suffit que les coefficients de x? et y? 
soient positifs, c’est-a-dire que l’on ait a la fois 


ll 
ect, f<G, 


ry 0 
Ou encore 
Cae AY NI GeO 


Done, iJ laut et il suffit que le point G soit a la fois au-dessous 
des deux centres de courbure principaux M et mm relatifs au perl {c; 
c’est-a-dire au-dessous du petit mélacentre m. 


L’expression de GH montre que, si G est au-dessus du grand 


métacentre, la valeur GC de GH correspondant 4 r= y =o est 
un maximum. Si G est placé entre les deux métacentres M et m, 
la normale GC n’est ni un maximum ni un minimum, car dans 


Pexpression de GH les coefficients de x? et y? sont de signes con- 
traires. 


Résumé. — Pour obtenir les positions d’équilibre d’un corps 
pesant reposant par une surface (C) sur un plan horizontal fixe, 
il faut mener du centre de gravité des normales a Ja surface (C): 
soient GC,. GC,, ... ces normales. A chacune d’elles GC répond 
une position d’équilibre obtenue en mettant le corps en contact 
avec le plan horizontal par le point C; pour que cette position 
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soit stable, il faut et il suffit que, dans cette position, G soit au- 

dessous du petit mélacentre relatif au point de contact C. 
Remarque. — Dans cette théorie, on peut. supposer indiffé- 

remment le point Ga l’extérieur ou a V’intérieur de la surface (C), 


4 condition de donner un signe 4 GH, comme nous l’avons fait. 
Mais si cela parait plus simple, on peut toujours remplacer la 
surface (C) par une autre contenant le point G a son intérieur. 

En effet, construisons une surface (C,) paralléle a (C), obtenue 
en portant sur les normales extérieures a (C) une longueur con- 
stante ¢. Pendant que (C) reste en contact avec un plan horizontal 
fixe P, (C,) reste en contact avec un plan horizontal fixe P, placé 
a une distance / au-dessous de P, et réciproquement. On peut done 
regarder le corps comme assujetli a reposer sur un plan horizontal 
fixe P, par la surface (C,), et on peut toujours prendre / assez 
grand pour que G soit a l’intérieur de (C,). : 

Tutoreme. —— La recherche des positions d’équilibre stable 
peut se ramener a la recherche des plus courtes distances du 
point G a la surface (C). 


Nous venons de voir qu’on obtient les positions d’équilibre 
stable du corps en cherchant les points ot Je plan tangent a la 
surface (C) est a une distance minimum du centre de gravité. On 
peut remplacer ce probléme par un autre quelquefois plus simple 
et chercher les points de la surface (C) tels que leur distance au 
centre de gravilé soit un minimum. En effet, pour montrer que ces 
deux problémes sont équivalents, remarquons d’abord que, pour 
que la distance GC du point G 4 un point C de la surface soit un 
minimum ou un maximum, il faut que GC soit normal en C. Sup- 
posons cette condition remplie et prenons les mémes axes que plus 
haut; il faut montrer (fig. 322) que, siGC est un maximum ou un 


minimum du segment GH, la valeur absolue de GC est aussi un 
maximum ou un minimum de la distance GC’, et réciproquement. 
Or ona 


GO" = ate yt (2-0); 


. —— 
remplacons z par son développement (1) et ordonnons GC! par 
rapport aux puissances de x et 9, en nous bornant aux termes du 
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deuxiéme ordre. Nous avons 
Pat . 1 i , A 
CO eae = — © + boy? (——*t) +... 
ro er, E 


Comme ry, et fy sont positifs, cette fonction est maximum ou 
minimum pour ©=-0, y = 0, aux mémes conditions que la fonc- 
tion GH définie par l’équation (2). C’est ce que nous voulions 
montrer (Poincaré, Cinématique et Mécanismes, etc., p. 298 
el sulv.). 


Representation des diverses positions d'équilibre. —— Nous 
empruntons a Guyou (Vhéorie du Navire, 2° édition, p. 21) 
la représentation suivante des diverses positions @équilibre, 
representation qui a élé employée pour la premiére fois par Reech 

(Journal de UE cole Polytechnique, 1858). 

Imaginons une sphere liquide ayant pour centre le point G que 
nous supposerons intérieur a la surface du solide considéré; et 
concevons que celle sphére, ayant d’abord un rayon assez grand 
pour que Ja surface enti¢re soit immergée, vienne 4 s’assécher 
progressivement. I! arrivera un premier instant ot la sphére 
deviendra tangente 4 la surface; au point de contact correspondra 
évidemment une normale maximum abaissée du point G et, 
d’aprés ce qu’on vient de voir, pour l’orientation correspondant a 
cette normale, le point G sera au-dessus du grand métacentre; la 
sphére continuant a se dessécher, d’autres points viendront suc- 
cessivement a fleur d'eau; a chacun de ces sommets correspon- 
dront des normales de méme nature que nous nommerons nor- 
males maxima. Les tlots ainsi formés viendront bientédt se 
rejoindre; aux points de jonction des tles correspondront encore 
des normales, mais pour celles-ci la sphére décrite du point G 
sera en partie extéricure, en parlie intérieure a la surface, et — 
pour les orientations correspondantes ce point sera compris 
entre Jes deux métacentres; nous nommerons ces normales des 
normales mixtes. Enfin, les ilots en se réunissant formeront des 
lacs qui se subdiviseront en d’autres plus petits et fintront par s’as- 
sécher; aux points d’asséchement correspondront des normales 
que nous appellerons normales minima; en ces points la sphére 
tangente sera intérieure 4 la surface; par conséquent, pour les 
orientations suivant ces normales, le point G sera au-dessous 
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du petit métacentre. Les positions d’équilibre stable seront 
celles pour lesquelles ces normales seront verticales el dirigées 


en bas. 

On voit, d’aprés cette image, qu''l y a toujours au moins une 
normale maxima et une minima, c’est-a-dire une position d’équi- 
libre instable el une stable. 


Oseillations du corps ébranlé, puis abandonné & lui-méme. — Con- 
sidérons la surface podaire de la surface limite (C) par rapport au centre 
de gravité, c’est-a-dire le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du 
point G sur les plans tangents, 

D’aprés ce qui précéde, les normales menées du point G a cette podaire 
sont les mémes que les normales mendes du point G a la surface du corps, 
et Jes normales communes sont de méme nature (maxima, minima ou 
mixtes). De plus, chacun des rayons vecteurs GH de la podaire ( fig. 322) 
représente la hauteur du centre de gravité au-dessus du plan d'appui 
quand le corps est orienté suivant GH. 

Ceci posé, placons le corps sur le plan fixe dans une position quelconque 
ou le centre de gravité est a une hauteur Ay au-dessus du plan et impri- 
mons-lui un mouvement initial dans lequel Jes divers points ont des 
vitesses %, puis abandonnons-le a lui-méme. A linstant ¢, la hauteur de 
centre de gravité sera devenue h et les vitesses des divers points seront e¢. 
Appliquons au mouvement le théoréme des forces vives de l’instant initial 
aVinstant ¢, en remarquant que le travail du poids P est — P(A — hy) eten 
désignant par Gp le travail des résistances passives qui, nul au début, est 
essentiellement négatif; nous aurons 


t ; I a8 
Sve 5 Ser =— P(k—hy) + Cr; 


ry I 
: = Smet 4- Ph= =P Oe = Pho ss Cp. 


* 

Le terme Gp étant négatif et croissant en valeur absolue avec ¢, le pre- 
mier membre de I’équation va en diminuant; ce qui revient a dire que 
l'énergie du systéme diminue a cause des résistances passives. Introduisons 
une longueur & par la condition 


I 
ale = Sow} + Phy Gp; 


cette longueur & ya en diminuant avee le temps; I’équation des forces 


vives 
1 . 
5 me?3=P v= PK 


* 
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montre @’ailleurs qu’on a, & chaque instant, 
h < k. 


La hauteur A du centre de gravité dang les oscillations du corps a donc 
une limite supérieure k qui va sans cesse en diminuant. Employons alors, 
a l’égard de la surface podaire, la méme image que plus haut pour la sur- 
face du corps. Si l’on considére une surface liquide de centre G et de 
rayon /, tous les rayons vecteurs de Ja podaire plus petits que / tombent 
dans un des lacs déterminés par cette sphére et la podaire. Or, dans les 
oscillations du corps, la distance h du centre de gravité au plan tangent 
horizontal fixe est inférieure 4 k; 4 chaque instant, l’axe d’otientation du 
corps est donc compris dans l’un des cOnes ayant pour base l’un des lacs 
déterminés dans la podaire par la sphére de rayon k. L’absorption de 
énergie, par les résistances passives, aura pour effet d’assécher progres- 
sivement ce lac, qui pourra se subdiviser en lacs de plus en plus petits, 

dont l’un contiendra nécessairement l’axe d’orientation; finalement le corps 
viendra se fixer au repos suivant l’axe d’orientation qui correspond a la 
normale minimum aboutissant au fond du dernier lac. 


Mesure de la stabilité d’une position. — Supposons Je corps dans une 
position d’équilibre stable ow la distance du centre de gravité au plan 
horizontal fixe ait une longueur 2, Dans cette position initiale lancons le 
corps, nous aurons 


1 iy pl 
= yet Pe — £ SY nv3+ P/ + ©p, 


en appelant, comme plus haut, A Ja hauteur du centre de gravité au 
temps ¢ et ©p le travail des résistances passives. 

Considérons le lac d’oscillation initial déterminé par Ja podaire et la 
sphére liquide dont le rayon kp est donné par 


Pkhy= . Sw} — Pl, 


Pour que le corps puisse chavirer, il faut que l’énergie imprimée 
- > me? soit telle que ce lac comprenne une deuxiéme position d’équi— 
2 


libre. Or, si l'on suppose que la sphére liquide, ayant d’abord pour rayon 
Ja normale d’équilibre 7, gonfle progressivement, le lac qu'elle détermine 
autour de cette normale ne contiendra pas d’autre normale tant qu'il 
n’aura pas été uni par l’ouverture d’un isthme a un lac ycisin. Par suite, 
si l’on désigne par Z' la longueur de Ja normale mixte allant de G a cet 
isthme, il suffit, pour qu’il n’y ait pas danger de chavirement, que le 
rayon ko de la sphére liquide déterminant le Jac d’oscillation initial soit 
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moindre que /'. c’est-a—-dire que l'on ait 
Si rwh + Pl aP le 
. > ee Pia) 


D'aprés cela on peut dire que P(/’—Z) représente la mesure de la sta - 
bilité de Ja position d’équilibre considérée correspondant a la normale 
minimum Z (Guyou, loc, cit., p. 22-23). 


660. Corps flottants. — En suivant la méthode de Guyou, 
nous allons considérer un liquide contenu dans un vase fixe, et 
chercher dans quelles positions du systéme le centre de gravité 
de l'ensemble du flotteur et du liquide sera 4 une hauteur minima. 
Les conditions auxquelles nous parviendrons, élant indépendantes 
de la forme et de la grandeur du vase, seront applicables aux 
navires flottant sur de grands bassins. Nous reprendrons le pro- 
bléme a son,origine pour le traiter entiérement a ce nouveau 
point de vue, c’est-a-dire sans faire appel aux résultats que nous 
a fournis application du principe d’Archimede. 


Premizne convirion : La surface libre du liquide doit étre 
horisontale. — Supposons, en effet, qu’il n’en soit pas ainsi; 
quelle que soit la position du flotteur, on pourra toujours ima- 
giner un plan horizontal coupant les crétes des vagues de telle 
fagon que le volume du liquide situé au-dessus de lui soit égal & 
celui des vides laissés au-dessous; alors, si, sans déranger le flot- 
teur, on versait progressivement les masses liquides situées au- 
dessus du plan dans les creux situés au-dessous, on rendrait la 
surface libre horizontale et on abaisserait d’une maniére continue 
le centre de gravité du systeme. Ce point ne serait donc pas a une 
hauteur minima ('). 


Deuxiime convirion : Le poids du liquide déplacé doit étre 
égal au poids du flotieur. Pour démontrer cette proposition, 
nous ferons voir que, guelle que soit l’orientation du flotteur 
dans V’espace, si on le descend parallélement a lui-méme dans le 
liquide a surface libre horizontale, le centre de gravité du systéme 


(') Ce mode de raisonnement a déja été empioyé par Huygens (loc. cit., n° 648). 
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descend tant que le poids du liquide déplacé est moindre que 
celui du flotteur, pour's’élever ensuite a partir de l’instant ou ces 
deux poids sont devenus égaux. 

Il est évident que, tant que le flotteur descend en restant au- 
dessus de lasurface libre, le centre de gravité du systéme descend; 
mais, lorsque le flotteur commence 4 plonger, le niveau du liquide 
s'éléve, et le centre de gravité du liquide monte tandis que celui 
- du flotteur descend. Il faut alors analyser le phénoméne de plus 
prés, pour voir comment se comporte le centre de gravité du 
systeme. 

Appelons, comme plus haut, P le poids du flotteur, V le volume 
immergé, P’ le poids du liquide et w le poids de l’unité de volume 
du liquide. Nous allons montrer que, si l’on enfonce le flotteur 
verticalement d’une quantité infiniment petite h, le centre de 
gravité du liquide remonte de la quantité 

| av 

Pour cela, nous supposerons d’abord que le flotteur est un cy- 
lindre droit, &.arétes verticales : deux cas sont a distinguer suivant 
que le cylindre est partiellement ou totalement plongé. Prenons 
( fig. 323) un cylindre o3y6 partiellement plongé : soient / la lon- 


ig. 325. 


gueur <x de la partie immergée, = la section droite; le volume 
immergé ¢ est /z. Quand on enfonce le cylindre de h, la hase «3 
prend la position a’ 3’, l’élément liquide #82/8' est chassé et le niveau 
du liquide s’éléve infiniment peu. Prenons un plan des xy hori- 
zontal, un axe Oz vertical ascendant et appelons ¢' le 2 du centre 
de gravité du liquide quand Je cylindre est dans la premiére posi- 
tion avd. Décomposons le liquide en éléments de yolume de 
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poids p et d’ordonnées zs, et appelons en particulier p, et 5, le 
poids et ’ordonnée de I’élément placé en 28! 3’. Le théoréme des 
moments donne 


(3) Pe = pisr+ >) pe. 


Une fois le cylindre enfoncé jusqu’en 23’, la disposition du 
liquide est la mémie que si le liquide qui occupait primitivement 
l’élément ofa’ 8! était supprimé et versé sur la surface libre ot son 
ordonnée deviendrait z,+ /, tous les autres éléments de poids p 
‘et d’ordonnées < restant dans les mémes positions. Soit ¢/+ 6%! 
la nouvelle ordonnée du centre de gravité du liquide; ona 


(4) PUL + 8) = pila +S ps, 


d’ou, en retranchant et remarquant que p,, poids de l’élément 
ada’ 8’, est égalawhs, 

(5) c= PU BE ae, 

la formule est ainsi démontrée pour ce cas. 

On l’établit de méme pour le cas d'un cylindre entisrement 
immergé abcd qu'on enfonce de h, de facon & lamener de abcd 
en a'b'c'd! ( fig. 323). Si, conservant les notations précédentes, 
on appelle J la longueur totale du cylindre, le volume immergé est 
y= 31: dans la position abcd du cylindre, le s du centre de gra- 
vité du liquide est encore donné par la formule (3), ot p, et z, se 
rapportent a élément aba'b’. Une fois le cylindre enfoncé, la 
disposition du liquide est la méme que si l’élément liquide aba! b' 
était supprimé et transporté en cdc'd' ot son ordonnée devien- 
drait z,-+ /, tous les autres éléments restant dans les mémes posi- 
tions. La nouvelle ordonnée du centre de grayité du liquide est 
donc encore donnée par la formule (4), d’ot résulte la méme 
valeur (5) pour 6{- 

Il est maintenant facile d’établir le méme résultat pour un flot- 
teur de forme quelconque que lon enfonce verticalement, d’un 
mouvement de translation, dune quantité infiniment petite A : on 
peut toujours décomposer ce flotteur en cylindres élémentaires 
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verticaux de sections infiniment petites (fig. 323); appelons ¥,, 
2, +++), les volumes des parties immergées de ces cylindres. Au 
lieu d’enfoncer le flotteur tout d’une piece de h pour voir l’effet 
produit sur le centre de gravité du liquide, on peut enfoncer suc- 
cessivement de h tous les cylindres élémentaires. Mais, d’aprés ce 
qui précéde, en enfoncant le premier cylindre, on fait monter le 


centre de gravité du liquide de h ae en enfoncant le deuxiéme, 


on le fait monter de hm, -+++ Quand tous les cylindres sont 


enfoncés, le centre de gravité du liquide est monté de 


ho (Cr+ Orbe t Vn) A =e 
V désignant le volume immergé : c’est ce que nous voulions 
' établir. 

Voyons enfin quelle est la variation du z du centre de gravité 
de tout le systeme, quand on enfonce le flotteur d’une quantité 
infiniment petite /. En désignant par Z le z du centre de gravité de 
tout le systéme, par ¢ et % les z des centres de gravité du flotteur 
et du liquide, ona 


(6) : (Pe P57 = PC Pe, 


Si Von entonce le flotteur de A, ona 


Donc, en différentiant la relation (6), 


(P+ P’)sZ = h(wV -- P), 


ou V est le volume immergé du flotteur. 

D’aprés cela, 6Z est négatif et le centre de gravité total descend, 
tant que oV, poids du liquide déplacé, est inférieur au poids Pdu 
flotteur; au contraire, 6Z est positif et le centre de gravité remonte 
quand le poids du liquide déplacé est supérieur a P. Pour que le 
centre de gravité du systeme total soit le plus bas possible, il faut 
done que 


(7) TeV = ke 
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Trorsieme connition : Pour étre en équilibre stable, le flot- 
teur doit avoir la méme orientation que sil reposait sur un 
plan horizontal par sa surface des centres de caréne. — 
D’aprés les deux premiéres conditions supposées remplies, nous 
n’avons plus maintenant qu’a comparer entre elles les positions 
diverses dans lesquelles le flotteur déplace son poids de liquide, 
c’est-a-dire pour lesquelles la condition (7) estremplie, Dans ces 


Fig 324. 


ee 


positions, la surface de flottaison (f") reste tangente a la surface 
libre prolongée ( fig. 324). 

Appelons comme précédemment P le poids du flotteur et V le 
volume immergé, P’ le poids du liquide et V’ son volume total, de 
sorle que 

woV =P’, 

Soient G le centre de gravité du flotteur, 1. celui du liquide, 
T le centre de gravité du systéme total : ces trois poimts sont en 
ligne droite et ona 


D'autre part, le centre du volume immergé \ est en C centre 
de caréne; le centre du volume V’ occupé par le liquide est en L, 
car le liquide est homogéne; le centre O du volume total V + VY! 
situé au-dessous de la surface libre FI’ est donc en ligne droite 
avec Get L, et ona 

LO V 
OG ako 
Comme P ei P! sont respectivement égaux & wV et oV’, ona 


LT LO R 
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Il en resulte que les droites CG et OT sont paralléles et que 
»Pona 
(8) cH Sey Updo 
CG LG P+ P' 

Cela posé, remarquons que le point O est fixe dans les dépla- 
cements que nous considérons, car le volume immergé V est 
assujelti & rester constant; le plan FF’ est donc fixe ainsi que le 
centre O du volume V + V' limité par ce plan. On pourra donc 
_compter les hauteurs TS du centre de gravité total a partir du plan 
“ horizontal zOy mené par O : pour que Véquilibre soit stable, il 
- faut orienter le corps de facon que TS soit minimum. 

Menons par le centre de caréne C un plan horizontal CH; ce 
plan, étant paralléle a la flottaison, est tangent en Cala a 
des centres de caréne; soit GH la distance du centre de gravilé 
du corps & ce plan : les triangles OTS et CGH sont semblables et 
‘Yona 


Seer oP 

GH *G ‘P+ P’’ 
> 

TS = GH 


Le minimum de TS a donc lieu en méme temps que celuide GH. 
Comme GH est la distance du centre de gravité du corps au plan 
tangent horizontal mené a la surface des centres de caréne, on voil 
que Vorientation du flotteur dans une position d’équilibre stable 
est la méme que s’il reposait sur un plan horizontal par sa surface 
des centres de caréne. Nous sommes done ramenés a un probléme 
étudié dans le numéro précédent. 


Conclusions. — Pour qu’un flotteur, dans une certaine post- 
tion, soit en équilibre stable, il faut et il suffit : 


1° Que la surface libre du liquide soit horizontale ; 

2° Que le poids du liquide déplacé soit égal au poids du flotteur 
ou, ce qui revient au méme, que la surface de flottaison soit tan- 
gente a la surface libre; 

3° Que le centre de gravité du flotteur soit sur Ja normale a la 
surface des centres de caréne au centre de la caréne immergée et 
au-dessous du petit métacentre de cette surface. 


Ces conditions ont déja été indiquées par Dupin. Nous avons vu, 
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dans le quatrigme théoréme, qu’en appelant I, le moment d’inertie 
minimum d’une flottaison par rapport 4 des axes passant par son - 


, : i Igumer 
centre, on a, pour la distance Cm du petit métacentre, 7 Si donc 


la flottaison considérée correspond 4 une position d’équilibre, la 
condition de stabilité s’écrit 


Oscillations du flotteur ébranlé puis abandonné a& lui-méme. — Le 
systéme formé par Je flotteur et l’eau est de telle nature que, s'il n’y avait 
pas de frottements, la somme des travaux des forces de liaison serait nulle. 
Ecartons alors le systéme de sa position d’équilibre, puis donnons-lui une 
impulsion initiale; nous aurons, d’aprés le théoréme des forces vives, 


ss Ym - ea mot = = (PP) (hha Gp 


2 


P et P’ étant les poids du flotteur et du liquide, 2 Ja hauteur du centre de 
gravité total au temps ¢, iy la valeur initiale de cette quantité et G, le 
travail des résistances passives; Gp, est une quantité négative dont la 
valeur absolue, nulle au début, va sans cesse en croissant. | 

En écrivant 


(9) >> moe? + (GP. a P')h — > me? +(P == P’)ho + Gp, 


on voit que Je premier membre va sans cesse en décroissant, jusqu’au mo— 
ment ou le systéme s’arréte dans une position d’équilibre 

Quand les oscillations sont de telle nature que la surface libre de l’eau 
puisse étre regardée comme immobile, le volume immergé V est constant, 
le centre O du volume total au-dessous de la surface libre est fixe et l’on 
peut compter la hauteur A au-dessus du plan horizontal passant par O. 


On a alors, d’apres la figure 324, 
P 


hiss h oy Ol aoa 


et I’équation des forces vives (g) devient 


a. = I a 
‘ SY mots PGH = z > rwi+ P(GH))+ Ep. 


Cette équation est identique a celle que nous avons rencontrée pour les- 
oscillations d’un corps pesant reposant par la surface (C) sur un plan 
horizontal fixe, a la fin du numéro précédent. Toutes les conséquences que 
nous en avons tirées s’appliquent donc a ces oscillations spéciales du 
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flotteur. On peut, en particulier, mesurer la stabilité d’une position 


d’équilibre du flotteur, par la quantité P(’— J), définie comme plus haut 
(Guyou, loc. cit.). 


661. Exemples, — Pour i’application des théorémes que nous venons 
d’établir a la théorie du navire, nous renverrons a |’Ouvrage de Guyou. 


Nous nous bornerons a en donner quelques exemples élémentaires; on en 
trouvera d'autres aux exercices : 


1° Flotteur sphérique. — Pour un flotteur sphérique, les surfaces ( F) 
et (C) sont évidemment des sphéres concentriques a la proposée. Le centre 
de gravité G occupe dans la sphére une position quelconque : de ce point, 
On peut mener a la surface (C) deux normales; une d’elles donne le mini- 
mum de la distance de G a (C), l’autre Je maximum de cette distance. A la 


premiére correspond une position d’équilibre stable, a la seconde une 
position d’équilibre instable. 


2° Ellipsoide. — Si le flotteur est limité par un ellipsoide, les surfaces 
(F) et (C) sont des ellipsoides homothétiques et concentriques a la surface 
du flotteur. C’est ce qu’on voit immédiatement en faisant une transforma- 
tion homographique qui transforme |’ellipsoide en une sphére en altérant 
les éléments de volume dans un rapport constant. 

On peut alors, du point G, mener a la surface (C) deux, quatre ou six 
normales réelles. Pour reconnaitre les positions stables, il faut voir quelles 
sont les normales donnant des minima de Ja distance du point G a la sur- 
face (C). 

Dans le cas de six normales, il y a toujours deux positions stables; dans 
le cas de quatre, il y en a une ou deux ; dans le cas de deux, il ya seulement 
une position d’équilibre stable. 


3° Flotteur avec un plan de symétrie. — Soit un flotteur admettant, 
non seulement au point de vue de la forme extérieure, mais au point de 
vue de la distribution de la matiére, un plan de symétrie S. Le centre de 
gravité G est dans ce plan et la surface (C) admet ce plan comme plan 
de symétrie; elle le coupe donc a angle droit, suivant une courbe c; car elle 
est convexe partout. Parmi les normales menées de G a (C) se trouveront 
les normales menées de G a cette courbe plane. 

Soit GC une de ces normales: en orientant le flotteur suivant GC, on 
aura une position d’équilibre; la flottaison correspondante FL coupe le 
plan S suivant un axe s, qui est un axe’ de symétrie de la flottaison, Le 
centre O de la flottaison est sur s-et les axes principaux d’inertie de l’aire 
de la flottaison sont Os et Ja perpendiculaire O¢. 

Appelons I, le plus petit des moments d’inertie de Ja flottaison par rapport 
& ces deux axes; il faut et il suffit pour la stabilité que l’on ait 


A. — IL, 15 
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Il pourra, bien entendu, exister d’autres positions d’équilibre, correspon- 
dant a des normales issues de G non contenues dans le plan de symétrie. 


4° Cylindre de révolution homogéne.— Soit un cylindre de révolution 
homogéne dont le rayon de base est a, la hauteur 2h et la densité égale 
a la moitié de celle du liquide. Le volume immergé est alors la moitié 
du volume du cylindre et la surface (F) se réduit au point G, milieu de la 
hauteur, qui est le centre de gravyité du cylindre. 

La surface (C) est évidemment de révolution autour de l’axe du cylindre, 
et elle admet comme plan de symétrie (plan de |’équateur) le plan mené 
par G perpendiculairement a l’axe. Pour mener de G des normales a cette 
surface de révolution, il suffit de mener de ce point des normales a la mé- 
ridienne. Cette méridienne a pour centre le point G; elle admet comme 
axes de symétrie l’axe du cylindre et la perpendiculaire a l’axe menée 
par G; elle a une forme ovale comme une ellipse. En coupant le cy- 
lindre par un plan passant par l’axe, on obtient un rectangle dont les 
diagonales se coupent en G: les portions de méridienne situées dans les 
angles des diagonales qui comprennent l’axe sont formées de deux ares de 
parabole dont les points correspondent aux flottaisons qui ne coupent pas 
les bases du cylindre; les portions de méridienne situées dans les deux 
autres angles des diagonales sont des arcs d’une courbe transcendante se 
raccordant avec les arcs de parabole: les points de ces nouveaux arcs cor- 
respondent aux flottaisons qui coupent les bases. 

En prenant les deux axes de symétrie de la méridienne, on a immédia— 
tement deux normales menées du point G a la surface (C) : 


1° L’axe du cylindre; 
2° Un rayon de l’équateur de la surface (C). 


A ces deux normales correspondent deux positions d’équilibre possibles, 
dailleurs évidentes @ priori, une position dans laquelle les génératrices 
sont verticales et une position dans laquelle les génératrices sont horizon- 
tales. 

Voyons dans quels cas elles sont stables : 


Premiére position : Génératrices verticales. — Le cylindre étant 
immergé verticalement, le centre de caréne C est au milieu de la hauteur 
immergée h : CG est donc égalat h. La flottaison correspondante est un~ 
cercle de rayon a et de centre G : le moment d’inertie de cette flottaison 
par rapport a un axe GX passant par son centre dans son plan est 


tous ces moments sont égaux. Le volume immergé V est d’ailleurs ra2h; 
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on a donc, pour la condition de stabilité, 


T h? 1 @ a V2 
COS egy a a ; 
=¥ es 4h hiss 2 
Deuxtéme position : Génératrices horizontales. — Le plan de flottai- 


son passant alors par l’axe, le centre de caréne C coincide avec le centre 
de gravité du demi-cercle immergé de la section droite menée par G; on 


. a 
a donc, pour la distance CG, la valeur i . 
T 


La flottaison est un rectangle de centre G et de cétés 2a et 2h: les axes 
principaux d’inertie de la flottaison sont l’axe du cylindre et la perpendi- 
culaire a cet axe menée par G. Le moment d’inertie de la flottaison, par 


rapport a l’axe du cylindre, est I = : ha’, et, par rapport a la perpendi— 


culaire, I’= 4 ahs. 
Les deux métacentres correspondants m et M [centres de courbure 


principaux de la surface (C)] sont a des distances de C données par 


Sey ey eae 
Ga ea? V3na 


L’un des métacentres m est donc précisément au point G, ce qui est 
évident, car, la surface (C) étant de révolution, !’un des centres de cour- 
bure principaux est sur ]’axe de révolution. Pour que l’équilibre soit stable, 
il faut que le métacentre qui coincide avec G soit le petit métacentre, 
_c’est-a-dire 

Cm< CM, h>a. 


Autres positions. — Outre ces deux positions d’équilibre évidentes par 
raison de symétrie, il peut en exister deux autres correspondant a des nor- 
males menées de.G a la méridienne obliquement par rapport 4 l’axe du 
cylindre : ce sont deux positions dans lesquelles les génératrices sont 

obliques par rapport 4 la surface libre du liquide. Dans l’une d’elles, une 
base est entiérement immergée; le centre de caréne correspondant est sur 
la partie parabolique de la méridienne. Dans l'autre, les deux bases sont 
partiellement immergées; le centre de caréne correspondant est sur l’autre 
partie de la méridienne. — 

On trouvera la discussion compléte de ces deux derniéres positions dans 
VOuvrage de Poincaré ( Cinématique et Mécanismes, p. 315-320). 


5° Parallélépipéde rectangle homogéne dont l’axe longitudinal est 
paralléle & la surface liquide. — Ce probléme a déja été traité par 
Huygens. La solution compléte en a été donnée par M. Korteweg, dans les 
Archives néerlandaises des Sciences exactes et naturelles Série, 2, 
Tome XII, page 36 
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EXERCICES. 


.. Equilibre d’un fluide dans le cas géneral ou Von a 
Xda+Ydy+Zdz= do, 
Y e¢ 9 étant des fonctions données de £, y, z. — L’équation d’équilibre est alors 
dp = py do. 


Elle montre que p est fonction de 9 seul, car dy étant nul, dp lest aussi. Soit 
alors 


P=f(¥); 


Véquation donne 


P= yf (¢)- 


Enfin, Ja relation caractéristique donne t. 


2. Centre dé pression d’une aire plane triangulaire ABC. — Appelons a, 
B, y les distances des sommets A, B, C a la trace du plan de charge sur le plan 
de la paroi: le centre de pression coincide avec le centre de gravité de trois 
masses . 

Lune, 24+ 8+ y, placée en A; 

Lautre 28 + y +2, placée en B; 

La troisiéme, 2y + «+ 8, placée en C. 


3. Pression d’un liquide pesant sur une portion de paroi plane ayant la 
forme d'un trapéze a bases horizontales: — Appelons a la base supérieure, 
6 la base inférieure, A la hauteur du trapéze, c la distance de la base supérieure 
a la trace du plan de charge sur la paroi. La distance du centre de pression a 
cette méme trace est 


h?(a+36)+ 2he(a+ 2b) 
2h(a+2b)+6c(a+b) 


(Bourn, Mecanique, ItI* fasc., p. 292.) 


4, Etant donnée une aire plane de forme et de grandeur déterminees, a laquelle 
on fait occuper diverses positions sur une paroi plane immergée dans. un liquide 
pesant, démontrer que le centre de pression sur cette aire est, dans chaque posi- 
tion, le péle de la droite d’intersection D du plan de charge et du plan de l’aire 
par rapport a une certaine ellipse imaginaire E attacbée a l’aire: cette conique 
a pour centre le centre de gravilé G de l’aire et pour axes les axes principaux 
d’inertie de l’aire par rapport 4 G; soient Gz et Gy ces axes; lellipse E a une 
équation de la forme 


(E) Spat est he 


On peut dire aussi que Je centre de pression est le symétrique par rapport a G 
du pdle de D par rapport a l’ellipse réelle 


(E’) cae a 
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conjuguée de la précédente. Cette propriété a déja été indiquée & propos des 
centres de percussion d’une aire plane (Hwercices sur le Chapitre X, exer- 
cice 32). 


5. Pressions sur un vase sphérigue. — Soit un vase sphérique, dont le rayon 
est o™,1, entiérement rempli d’eau 4 son maximum de densité; le vase est, a sa 
partie supérieure, percé d’une ouverture infiniment petite qui fait communiquer 
le liquide avec l’atmosphére : la surface libre de l’eau est alors le plan S, tangent 
4a la sphére au point le plus haut. 

Calculer en kilogrammes la résultante des pressions : 

1° Sur Phémisphére inférieur; 

2° Sur l’hémisphére supérieur; 

3° Sur la ‘sphére entiére. 


6. Deux liquides homogénes, de densités p et p, et de volumes V et V;, sont 
superposés dans un vase ayant la forme d’un cylindre de révolution A génératrices 
verticales. Le liquide supérieur p est simplement pesant; le liquide inférieur p, 
est pesant, mais, en outre, ses éléments sont alttirés par le centre O du fond du 
vase proportionnellement aux masses et aux distances, l’attraction du point O 
sur Punité de masse a l’unité de distance étant a. Déterminer la figure d’équi- 
libre et la loi des pressions. 


Réponse. — Prenons comme origine O, comme axe Oz une verticale ascen- 
- dante ; : 

Liquide supérieur. — Surface libre z=C; pression p= p,+pg(C—2), 
p, désignant Ja pression atmosphérique. La constante C est déterminée par la 
condition que le volume total est V+ V,. 


Liquide inférieur. — On a, en appelant p, la pression, 
dp,=—p,gdz—a(rdxr+yvdy +zdz), 
P= C'— 9.8% —7a(a?+ y?+ 2°), 


C’ désignant une constante; les surfaces de niveau sont des sphéres concen- 
triques. 
Surface de séparation. — Sur cette surface, on a p = p,: 


p.t+eg(C—2) = C—o.gs —La(2?+ y?+ 2°); 


c’est une sphére dont le centre est sur Oz. 
On déterminera C’ en écrivant. que le volume détaché par cette sphére dans le 
cylindre est V,. 


1. Probléme d’Euler. — La surface de séparation de deux fluides pesants en 
contact est horizontale quand ils sont en équilibre tous les deux. Mais, si Pun 
deux est en mouvement et l’autre en équilibre, cette surface cesse d'étre horizon- 
tale. On en a un premier exemple dans la surface de séparation de lair supposé 
immobile et d’un liquide homogéne pesant animé d’un mouvement de rotation 
uniforme autour d’un axe vertical; la surface de séparation est un paraboloide, 
comme nous Il’avons vu au n° 632. 

Voici un deuxiéme exemple, du a Euler, dans lequel le liquide est immobile et 


Pair en mouvement : 
Imaginons un canal plein d’eau, limité latéralement par deux plans verticaux 
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paralléles P et P’, fermé a une de ses extrémités par une paroi rigide et ouvert 
a autre. Puis supposons que, pour empécher |’écoulement de l’eau par l’extré- 
mité ouverte, on lance horizontalement dans le sens de Ja longueur du canal, de 
facon a repousser ]’eau, un courant d’air uniforme de vitesse V. 

On demande de chercher si l’eau peut se mettre en équilibre dans ces condi- 
tions, en admettant par raison de symétrie, que la surface libre de l’eau prend 
la forme d’un cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires aux parois P 
et P du canal; on admet, en outre, que la pression du courant d’air sur chaque 
élément de surface de l’eau est normale a |’élément et proportionnelle au carré 
de la composante normale de la vitesse de lair. 


Réponse. — Il suffit évidemment de connaitre Ja section droite S de la sur- 
face cylindrique de l’eau. Soient, dans le plan d’une section droite, Ox un axe 
horizontal estimé positivement en sens contraire de la vitesse V du vent, Oz un 
axe vertical descendant, « l’angle que fait avec Ow la normale de la courbe S en 
un point M(a, z) de cette courbe. L’eau étant un liquide pesant en équilibre, la 
pression en un point et en particulier au point M est donnée par 


P=peg2z-+ const. 


‘D’autre part, la pression du vent sur l’élément superficie] placé en M, rapportée 
a Punité de surface, est, par hypothése, 


P = ko? cos?a, 


L’élément superficiel étant en équilibre, ces deux pressions sont égales : 
) 
pg%+ const. = ky? cos?a. 


D’ou, en choisissant conyenablement la hauteur de lorigine O, 
, % = acos*a. 


Cette équation définit la forme de Ja: section droite S. 
En remarquant que 
dz = dz tanga, 


on exprime a en fonction de « et l’on reconnait que la section droite est une 
cycloide. 


8. Corps flottants. Carénes complémentaires. — Dans tout flotteur fermé, une 
méme flottaison détache deux carénes dites complémentaires. 

Les surfaces (F), correspondant a deux carénes complémentaires, coincident. 

Les surfaces (C), correspondant a deux carénes complémentaires, sont inver- 
sement homothétiques par rapport au centre du volume total. 

Lorsqu’un flotteur homogene de densité. 6 peut flotter en équilibre, dans une 
certaine position, sur un liquide de densité d, un flotteur égal et homogéne, de 
densité 8’ = d—6, pourra flotter dans Ja position correspondant a la caréne 
complémentaire. (Guyov, Théorie du Navire, Chap. II.— GreEnniy, Jreatise 
on Hydrostatics, p. 180.) é 


9. Stabilité des corps flottants. — Prisme triangulaire isoscéle homogéne 
flottant horizontalement. — Nous ne considérerons que les deux positions don- 
nées par la symétrie : la-face latérale, qui est seule de son espéce, est supposée 
horizontale alors J’aréte opposée peut étre immergée ou non, Nous appelle- 
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Tons 29 Pangle au sommet de la section droite, 6 la densité du flotteur, d celle 
du liquide. 


Conditions de stabilité de l’équilibre l’aréte en bas : 


8 > dcos'‘o. 
L’aréte en haut: 
8 < d(1— costa). 


Il peut arriver qu’aucune de ces positions ne soit stable; alors le prisme ne 
peut flotter dans aucune des deux positions, LU existera nécessairement d’autres 


positions stables dans lesquelles les arétes sont verticales ou inclinées. (GuYou, 
loc. cit., p. 46.) 


10. Une canne cylindrique homogéne, de longueur 2h et de rayon a, posséde 
une densité }, la densité de l’eau étant 1. A l’extrémité de la canne, on fixe un 
‘point matériel et l'on demande quel doit étre le poids de ce point pour que la 
canne flotte verticalement. 


11. Exemples de surfaces de flottaison. — 1° Soit un flotteur ayant la forme 
d’un tétraédre ABCD : trouver l’enveloppe des plans de flottaison rencontrant 
seulement trois arétes telles que DA, DB, DC. 


_ Réponse. — En prenant ces trois arétes comme axes coordonnés, on voit que 
Venveloppe a pour équation 
LY Zi= Ki 


2° Soit un cylindre & hase quelconque : trouver l’enveloppe des plans de flot- 
taison rencontrant seulement les arétes latérales. 


Réponse. — L’enveloppe est un point. Cela résulte de ce que, dans un cylindre 
tronqué, la droite joignant les centres de gravité des deux bases O et O’ est 
paralléle aux génératrices, et que le volume du cylindre tronqué égale le pro- 
duit de la section droite par OO’. 


12. Exemples de surfaces de centres de caréne. — Déterminer les portions 
des surfaces (C) correspondant aux deux espéces de carénes de l’exercice pré- 
cédent : 


1 Pour les carénes déterminées par des plans coupant les trois arétes d’un 
triédre, la surface (C) a pour équation 
24 
LyYS= =k. 
if 6h 
2° Pour les carénes déterminées par les plans coupant les génératrices d’un 


cylindre quelconque, la surface (C) est une portion de paraboloide elliptique 
dont l’axe est paralléle aux génératrices. 


13. Soit une surface courbe quelconque (C); soient C et C’ deux points infini- 
ment voisins pris sur cette surface, CN et C’N’ les normales en ces points (fig. 317), 
pw’ la perpendiculaire commune a ces deux normales. Le pied p.de cette perpen- 
diculaire sur CN est le métacentre correspondant au point C. 

Démontrer que p est le centre de courbure, en C, de la section droite du 
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cylindre circonscrit a la surface (C) et ayant ses génératrices paralléles a Bp’, 
c’est-a-dire a |’axe d’inclinaison. 


14. Surface des centres des tranches isocarénes ou surface (T).— Soient un 
premier systéme de plans de flottaison FL détacbant des carénes de volume V, 
(C) la surface des centres de caréne correspondants; soient ensuite un deuxiéme 
systeme de plans de flottaison F,L, détachant des carénes V,= V+ AV, (C,) la 
surface des centres de caréne correspondante; si l’on prend un plan quel- 
conque FL du premier systéme et le plan paralléle F, L, du deuxiéme, les tranches 
de volume constant ‘AV, comprises entre ces deux plans, sont des tranches iso- 
carénes. 

‘Soient T le centre d une de ces tranches et (T) le lieu des points T : cette sur- 
face (T) est la surface des centres des tranches isocarénes. 


THEoREME I. — Le plan tangent a la surface (T), en un point quelconque T 
est. paralléle aux flotiaisons correspondantes.. 


THEOREME II. — Sorent FL et F,L, deux flottaisons paralléles détachant 
dans le flotteur des carénes de volume V,V+-AV et une tranche de volume AV; 
soient C, C,, T les centres des deux carénes et de la tranche. Prenons, comme 
dans ta fig. 319, deux positions F’L’ et FL’ des flottaisons infiniment voisines 
des deux premiéres : les points C, C,, T prennent des positions C', Ci, T’. Soient 
OX et O,X, les droites dintersection des plans FL et F’L’ d’une part, F,L, et 
F,Li d’autre part, appelons I et I,:les moments d’inertie des flottaisons FL et 
F,L, par rapport. 4. QX et O;X, respectivement. Supposons que, comme dans la 
Jig. 319, on projette sur un plan perpendiculaire 4 OX et O,X,. Menons aux 
points C et C’, C,, Cl, T, T’ des normales aux surfaces respectives (C), (C,) 
et (F). Soient p, u,, ¢ les métacentres correspondant aux trois surfaces. On a, 
d’aprés Je texte, « j 


I 
Cp =)= CG, p, = = 
vy? 1 By v,? 
démontrer que 
I,—I AI 
Tt =. = — 
V,—V AV 
THEOREME III. — Si l’on suppose que AV soit infiniment petit, la flottat- 


son F,L, est infiniment rapprochée de FL, le point T centre dela tranche, 
@ pour limite le point O, centre de la floitaison FL, la surface (T) se confond 
avec la surface de flottaison (F), la distance Tt du point T au méetacentre 


de la surface {T) devient la distance 00 du point O au metacentre de la sur 
face, et l’ona 


Cette formule donne les éléments de la courbure de la surface (F).. 


(Guyou, loc. cit., p. 34-35. — GREENHILL, Hydrostatic.) 


15. Geénéralisation des théorémes précédents: — Soient les points Gy Cys; 
C,, en nombre queiconque 4, décrivant respectivement, d’une manjére continue, 


k surlaces fixes ¥,, Z,, ..., 3, de telle fagon qu’a chaque instant des plans tan- 
gents a ces surfaces aux points considérés soient paraliéles. 


Désignons par a,, @,, .-., @, des constantes positives ou négatives dont la 
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somme 
@=a4,+ a,+...4+ & 


n’est pas nulle, et considérons Je centre C des moyennes ‘distances de masses a,, 
@y, .++, Ay, placées en C,, C,, ...., Cy. Ce point C décrit une surface 5. 


1° Le plan tangent a = au point C est paralléle aux plans tangents aux sur- 
faces Z,, Z,..., B, aux points C,, C,, ..., G,. 


- 2° Déplacons infiniment peu te groupe des points C;, de fagon a-les amener 
en Ci, Ch, ..., Cy: le point C vient en C’.. 


Appelons p,, 1, ..., By et p les métacentres des surfaces ,, 3, ..., 2, et Sy 
correspondant a ce déplacement. (Le point p,, par exemple, est le pled de la per- 
pendiculaire commune a la normale en €, et a Ja normale en C/, a la surface %,.) 


@.Gp =@,.C,a,+ @,.C,p,-+..-4- a,. C, py. 


La démonstration se fait en construisant une figure analogue & 319, en remar- 
quant que tous les triangles analogues & Duc’ (fig. 319), & savoir : 


“) 
Divici, Dypeeh, ---: Dy peers 
sont semblables, et que l’on a 
a.Dce'=a,.D,¢e,+...+ 4,.D,¢ 


Cette derniére relation résulte de ce que les quantités De’, D,c!, cae Dee 
peuvent étre regardées comme les variations des abscisses des points C, C,, ..., Cy, 
quand ils passent de la premiére position 4 la deuxiéme. (Journal de V’Ecole 
Polytechnique, p. sox et suiv., 5° Cahier; 1900.) 


——> 0s 
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CHAPITRE XXXII. 


DEFORMATION D’'UN MILIEU CONTINU. 
PROPRIETES GEOMETRIQUES. 


Lorsqu’un milieu continu, solide, liquide ou gazeux, se déplace 
et se déforme d’une maniére continue, les éléments du milieu 
obéissent a certaines lois géométriques générales qui résultent de 
la continuité et de l’existence des dérivées. Ce sont ces lois que 
‘nous étudions dans ce Chapitre. Pour les renseignements histo- 
riques et bibliographiques, nous renverrons a l’intéressant Mémoire 
de MM. Cosserat, publié dans les Annales de la Faculté de 
Toulouse, t. X. 


I. — GENERALITES. 


662. Formules de transformation. — Imaginons une portion 
continue de matiére occupant a l’instant ¢ une certaine région & 
de l’espace, et supposons que les divers points de ce milieu ma- 
tériel se mettent en mouvement de telle fagon que le milieu reste 
continu; & linstant ¢,>¢, le milieu occupera une certaine ré- 
gion &, de l’espace. 

Prenons trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz. Appelons x, y, z 
les coordonnées d’un point P (fig. 325) du milieu & a l’instant ¢; 
ce point se met en mouvement, suit une certaine trajectoire et, a 
Pinstant ¢,, il occupe une position P, de coordonnées x,, ¥,, 2, 
dans le milieu &,. Un point P’ voisin de P suit une trajectoire 
voisine de celle de P et, & linstant ¢,, occupe une position P{ 
voisine de celle de P,; et ainsi de suite, pour tous les points du 
milieu &, 
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Les quantités 2,, y,, 3, sont évidemment des fonctions de 2, 
¥, set ty: 


(1) w= f(a, 7, 2,01), N=Shil(@, y, 4, a, 2,= fala, ¥;2, 1); 


ces fonctions sont uniformes et continues dans l’intérieur du 
milieu primitif, et, inversement, x, y, 2 sont des fonctions uni- 


Fig. 325. 


formes et continues de x,, y,, 2, dans le milieu transformé; a 
chaque point du milieu primitif correspond ainsi un point du 
milieu transformé, et inversement. Pour ¢,= ¢, 2, 71, 2, pren- 
nent les valeurs respectives x, y, 2. 

Ce mode de transformation se présente dans la théorie du mou- 
vement des fluides et dans la théorie de ]’élasticité. 

Les relations (1) définissent la transformation continue de la 
région & de l’espace dans la région &,. On peut aussi se repré- 
senter cette transformation par l’image géométrique suivante qui 
la rattache a Ja théorie des champs de vecteurs. 

Portons notre attention seulement sur les positions initiales 
P(x, y, z) et les positions finales P, (a, 71, ,) des divers points : 
les segments tels que PP,, c’est-a-dire les déplacements des divers 
points du milieu A, forment un champ continu de vecteurs; les 
origines de ces vecteurs sont les divers points de larégion initialeR 
et leurs extrémités les points correspondants de la région A,. Dé- 
signons par U, V, w les projections sur les axes du vecteur PP, 


(PP) GES LS Vref Wie ey lina) Wi 41 3S 


les quantités u, v, Ww sont évidemment, comme 2,, y1, 2,, des 
fonctions uniformes et continues de x, y, 3, dans toute l’étendue 
du milieu primitif R. On pourra appliquer a ces vecteurs PP,, 
définissant la transformation, toutes les propositions relatives aux 


champs continus de vecteurs (Chap. XXVIII). 
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663. Lignes et surfaces transformées. — Voici quelques consé- 
quences immmédiates de la continuité. 


Si l’on considére, dans le milieu primitif R, une suite de 
points disposés sur une ligne continue L, les nouvelles positions 
de ces points dans le milieu transformé &,, a Vinstant t,, sont 
encore sur une ligne continue Ly, transformée de L. 


En effet, le long de L on peut exprimer les coordonnées d’un 
point P de cette ligne en fonctions continues d’un paramétre i, 


(2) gi o(h),) y= o1(d)n 5-920), 


de telle facon que, A variant de @ a 8, on obtienne successivement 
tous les points de L, la valeur }=« donnant une extrémité de, 
la ligne et A= 8 l'autre. D’aprés la formule (1), ot ¢), a une va- 
leur numérique et ot l’onremplace x, y, z par les expressions (2), 
‘21, Ys, 3, sont aussi des fonctions continues de h; quand d varie 
de a a B, le point P.(2,, y,, %,) occupe donc successivement, 
dans le milieu transformé A,, les divers points d’une ligne L, 
dont les extrémités correspondent 4} = 2, } = B. Les lignes L et 
L, se correspondent point par point. 


Si la ligne L est fermée, la ligne L, l’est aussi. 


En effet, dans cette hypothése, les deux extrémités de L sont 
confondues en un méme point qui est obtenu a la fois poor A= a 
et \— 8: les deux extrémités de L, sont donc aussi confondues, 
et L, est fermée. 


St Von prend, dans le milieu primitif R, un ensemble de 
points disposés sur une surface continue S, les nouvelles posi- 
tions de ces points, dans le milieu transformé &,, sont encore 
sur une surface continue S,, transformée de S. 


En effet, le long de S on peut exprimer les coordonnées d’un 
point P de cette surface en fonctions continues de deux para- 
métres ) et th 


(3) 2=9(A,4), yogis, B) 2= 2A, p). 


D’aprés les formules (1), o& l'on remplace x, y, 2 par ces 
expressions, 2,, V4, 3; sont des fonctions continues de i} et de p, et 
le point P, appartient 4 une surface S,. A la ligne L qui limite le 
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feuillet formant la surface S correspond une ligne L, limitant S,. 
Les deux surfaces S et S, se correspondent point par point. 


Sila surface S est fermée, la surface S, Vest aussi, et dun 
potnt P de Vintérieur de S correspond un point P, de Vinté- 
rieur de S,, et réciproquement. 


En effet, pour qu’un feuillet S d’abord limité par une ligne L 
devienne une surface fermée, il suffit de déformer le contour L 
de facon a le réduire finalement a un point; dans ces conditions, 
le contour L, de S, se réduit aussi A un point et cette surface est 
aussi fermée. 

Quant a la seconde partie de |’énoncé, on la démontre comme 
il suit. Soit P un point pris dans !’intérieur d’une surface fermée S 
du milieu initial : les points situés d’abord sur S se déplacent de 
facon a étre, a chaque instant ¢’ compris entre ¢ et ¢,, sur une 
surface mobile S’ qui correspond point par point a S$ et qui, al’in- 
stant ¢,, occupe la position S,. Le point situé d’abord en P dans 
S se déplace en méme temps; il reste constamment dans la surface 
mobile S’, car, s’il en sortait, il existerait un instant /’ ot il serait 
sur la surface S! en un certain point P’; ce qui est en contradic- 
tion avec ce fait que les surfaces S et S’ se correspondent point 
par point, puisque au point P’ situé-sur S! correspondrait, dans le 
milieu primitif, un point P non situé sur S. 


664. Equation de continuité. — On appelle équation de conti- 
nuité une relation qui exprime que la masse d'un élément infini- 
ment petit du milieu est la méme avant et aprés la déformation. 
Appelons p la densité en un point P du milieu primitif R : p est 
une fonction uniforme et positive des coordonnées x, y, 3 du 
point P. A l'instant ¢, le point P occupe la position P, (21, 71, Bi) 
appelons o, la densité du milieu transformé A, en ce point; oy 
est une fonction uniforme et positive des coordonnées £1, V1, 41- 
Désignons par D le déterminant fonctionnel 


0x”, Ox, Ox, | 


Or Oy 03 

z Oy, Os oy 

(4) oa oy 02 
aA lo Meth. 

Oc (OY 0% 
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ou, en développant, 


Or, (2 02, Oy; =: ) On; pe 02, oy, =) 
Oy 0% 0z Oy oy 


Oe (et tt). 
+ Oz \ ox oy Oy 0x 


A Vinstant t, ce déterminant est égal 4 +1, car, a cet instant, 
L1, V1, 3, sont respectivement égaux 4 x, y, z. Quand ¢, varie, ce 
déterminant d’abord positif change de valeur. Nous allons trouver 
une expressron remarquable de ce déterminant qui nous montrera 
qu’il reste toujours positif. 

Soit, dans le milieu primitif, une surface fermée S limitant un 
volume V : a l’instant ¢, les points du milieu situés primitivement 
sur S sont sur la surface transformée $,; aux points intérieurs 4S 
correspondent des points intérieurs a S,, et réciproquement. La 
masse de matiére qui remplit la surface S, est donc la méme que- 
celle qui remplit S, et ’ona 


a . LS fee aridu— ff fodedyds =o, 


la premiére intégrale étant étendue au volume V, limité par S, et 
la seconde au volume V limité par S. Cela résulte immédiatement 
de ce qu'un élément de volume du premier milieu est dx dy dz et 
la masse de cet élément p dx dy dz; de méme p, dx, dy, ds, est 
la masse d’un élément de volume du second milieu. 

D’aprés les formules classiques du changement de variable 
dans une intégrale triple, nous allons dans la premiére des inté- 
grales (5) introduire les nouvelles variables x, y, z liées a a, 
¥1, 3, par les formules (1), o& ¢, a une valeur numérique donnée. 
On sait que, pour obtenir la nouvelle intégrale, il faut remplacer 
élément différentiel 

dx, dy; dz4, 


par le nouvel élément différentiel 
D dz dy dz; 


ou D désigne le déterminant fonctionnel ( 4) des variables x,, Vay 34 
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par rapport aux variables xv, y, z. Quant aux nouvelles limites 
d’intégration, elles résultent de ce fait que, pour que le point x, 
Ny 2 décrive une fois, et une seule fois, le volume V,, il faut et 
il suffit que le point x, y, z décrive le volume V : le nouveau vo-- 
lume d’intégration est done V. D’aprés cela, l’intégrale 


Sf J dean des 
‘1 


devient, aprés le changement de variables, 


ff foe de dy az. 
Vv 


L’équation (5) peut alors s’écrire, si l’on remarque qu’aprés la 
transformation les deux intégrales sont étendues aux mémes 


limites, 
Jf [eB =e) de dy dz =o. 
v 


Le volume V est un volume quelconque pris dans le milieu 
initial R. Donec Vintégrale que nous venons d’obtenir doit étre 
nulle guel que sot le volume V auquel elle est étendue dans le 
milieu initial : il faut évidemment pour cela que l’élément diffé- 
rentiel.soit nul. On a donc — 


(6) p1D—p =9; 


c'est la ’équation de continuité. 

Le déterminant D, fonction de x, y, z, varie avec ¢,, car la den- 
sité 9, au point P, varie avec l’instant considéré ¢t,;. Pour ¢,;= ¢, 
P, se confond avec P, p, =p et le déterminant est égal 41, comme 
nous l’avons déja vu. Quand ¢, croft, ce déterminantreste positif, 
car la densité p, est une quantité positive de méme que p. 

Dans le cas particulier ou la matiére dont on étudie la déforma-: 
tion est un liquide incompressible & température constante, on a 
constamment 


Si l’on introduit les projections u, v, w du vecteur PP, par 
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les formules 
Lp~=2+N, N=yvr+y, z= 2+ Ww, 


le déterminant D s’écrit 


pos ou ou au 
Or oy dz 
ov OW ov 
ow Ow hee ow 
Ox oy 7) 
Remarque. — Sans s’appuyer sur les formules du changement 


de variables dans une intégrale triple, on peut obtenir |’équation 
de continuité (6) en exprimant qu’un élément de volume infini- 
ment petit entourant le point P conserve la méme masse aprés ja 
transformation : pour faire le calcul, on prendra en P un parallé- 
lépipéde rectangle construit sur trois segments infiniment petits 
issus de P paralléles aux axes et ayant pour longueurs respectives 
dx, dy, dz, et l’on exprimera que la masse de ce parallélépipéde 
reste inyariable dans la transformation. C’est du reste la méthode 
méme qui donne les formules du changement de variables dans 
une intégrale triple. (Voyez Berrrann, Calcul intégral, p. 419.) 


665. Dilatation cubique en un point. — Soit un élément de 
volume infiniment petit dz entourant le point P : cet élément se 
transforme en un élément dt, entourant P,; sa masse restant inal- 
térée, ona 


pi dt = o dt, 
dtj—dt _ pe 
dt en : 


Mais le premier rapport est ce qu’on appelle dilatation cubique 
du volume dz, ou encore dilatation cubique au point P. Cette 
dilatation a donc pour valeur 


(8) mest a ire 


D étant le déterminant (4). 
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- 666. Déformation. Déplacement. — Imaginons un systéme ma- 
lériel continu, dont les éléments passent d’une maniére continue 
d’une région de l’espace AA une région K,. On dit que le systeme 
a subi une déformation quand on ne peut pas, en le transpor- 
tant tout d’une piéce, a la facon d’un corps rigide, l’amener de 
Pétat A a Vétat A,. Dans le cas trés particulier ot l’on pourrait 
amener le systéme de l’état RK A Vétat Ky par un transport d’en- 
semble, on dit qu’il a subi un déplacement. Ainsi Ja déformation 
est un changement de forme, le déplacement un simple change- 
ment de position. Deux déformations d’un méme systéme continu 
sont regardées comme idendiques, quand on peut passer de |’une 
a Pautre par un déplacement. 

Nous allons montrer qu’une déformation d’un systéme continu 
est caractérisée par six fonctions. 

Nous définirons ces fonctions, comme l’ont fait MM. Cosserat 
dans leur excellent Mémoire des Annales de la Faculté de 
Toulouse et dans une Note a la Cinématique de M. Kanigs, en 
partant de la considération de l’élément linéaire. Les théor¢mes 
sur la déformation d’un milieu continu sont, de cette fagon, rat- 
tachés aux théorémes classiques sur la déformation des surfaces 
et l’étude des ds? a plusieurs variables (voir les Lecons sur la 
théorie des surfaces de Darboux, t. Uf et IIL). 


667. Les six fonctions associées 4 une déformation. — Soient, 
comme plus haut, xz, y, 3 les coordonnées initiales d’un élément 
matériel P du milieu &, x1, 71, 31 les coordonnées de la posi- 
tion P, du méme élément a V’instant ¢, dans le milieu déformé &,, 
Les quantités z,, .y,, 2, sont des fonctions uniformes de z, y, rife 
Reprenons les formules 


(9) Y= r+ M=Iy+y, y= S+W, 


ott U, V, w sont des fonctions uniformes en tous les points x, y, z 
def. 

Soit P'(2 + dx, y + dy,s+ dz) un point du miliew & infini- 
ment voisin du point P(z, y, 3); ace point P’ correspond, aprés 
la transformation, dans le milieu A,, un point 


Pi(vitdz,, Attar dys, 24+ ds,) 
A. — Ii. 16 
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infiniment voisin du point Py (44, ¥45 41): Comme 2X1, ¥1, 3, sont 
des fonctions de x, v, 2 définies par les formules (1), ona 


ee Ox; Ox : Ox, re 
dz;= —d sae catia § dan 

ti) ag Co] 
(Jo) dy = SA da + ay ut dz, 


a ah O02; ss OZ, 
ads = aha eet 5; @ 


ou encore, d’aprés les formules (9), 


| é 
| dei= (14 52) de + xs dy + * dz, 


oy oz 
’ ov ov evi. 
(10’) dy oe d+ («+ a) dy + oe dz, 
ow ow ow 
aay ao dx + oF dy + (14%) ds. 


apres cela, en désignant par ds la distance infiniment pe- 
D’apré la, désignant par ds la dist fi tp 
tite PP’ et par ds, la distance P, P’ des points correspondants 
aprés la transformation, on a 


ds? = dx? + dy? + dz?, 
ds? = dx} + dy} + dz}. 


Dans cette derniére expression remplacons dxz,, dy,, dz, par 
leurs valeurs (10) ou (10), nous aurons pour ds? une forme qua- 
dratique en dx, dy, dz que nous écrirons, pour nous conformer 
aux notations habituelles, de Ja facon suivante : 


+= (11) ds? = (1+ 2&;) dw? + (1+. 22) dy? + (14 2€3) dz? 
+27, dy dz + 272, dz dy + 273 dx dy, 
(12) ds} — ds? = 2, dx? + 2¢ dy? + 2¢3 dz? 
+ 27, dy dz + 272 dz dx + 213 dx dy. 


Les coefficients ¢; et Yi s’expriment immédiatement soit a l’aide 
des dérivées partielles de x,, y,, 3,, soit & l’aide des dérivées par- 
tielles de u, v, w suivant qu’on se sert des expressions (10) ou (10’). 
Ainsi en prenant les expressions (10), on aurait 


Pea 3 ey 2 OS, 2. 
(13) r+ ae) = (Ft) + (3) + (=) > SAG 
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Nous écrirons les expressions de ces coefficients en fonction 


de u,v, w 
en tf fou? ov \? ow \? 
a= sl(s) + (S) + (SF): 


(14) © Hie CIS OTE CET ETRE AOE an Ld ot ott DEA OA : 
Ow ov ou ou ov OV ow ow 


=e OH — —_ a 
Tay: dz dy 0s dy 0a oy dz 


ey ete; se déduisant de ¢,, y2 et y; de y, par permutation circu- 
laire des lettres 7, y, z et u, v, w. 

Ces six coefficients sont des fonctions de x, y, z qui caracté- 
risent la déformation considérée. Cela résulte des deux théorémes 
suivants : 


Premier THtorEME. — Si les six fonctions 1) €2) €a, Yar, Yar Ys 
sont identiquement nulles, la déformation est nulle et l’on 
peut amener le milieu de l’état R a l’état R, par un déplace- 
ment d’ensemble. Réciproquement, si la déformation est nulle, 
les six fonctions sont nulles. 


En effet, si les fonctions sont nulles, on a, d’aprés Videntité (12), 
ds,;= ds; 


la distance de deux points infiniment voisins quelconques P, P’ 
du milieu primitif est égale 4 la distance des deux points corres- 
pondants P,, P| du milieu transformé. A une ligne quelconque 
ALB joignant deux peints A et B du milieu primitif correspond 
une ligne A, L,B, de méme longueur joignant les deux points 
correspondants A, et B, du milieu transformé : cela résulte évi- 
demment de ce que les éléments de longueur correspondants de 
deux lignes L et L, sont égaux. A la ligne la plus courte joignant 
les points A et B correspond donc, dans le milieu transformé, la 
ligne la plus courte joignant A, et B,; en d’autres termes, le seg- 
ment de droite AB se transforme en un segment de droite 
égal A,B,. Un triangle ABC du milieu primitif se transforme 
donc en un triangle égal A,B,C, du milieu transformé. 

Soient alors P un point quelconque du milieu primitif, P, le point 
correspondant du milieu transformé; en joignant par des droites 
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le point P aux points A, B, Cet le point P, aux points A,, B,, C,, on 
obtient deux tétraédres dans lesquels les arétes correspondantes 
sont égales : ces tétraédres sont donc égaux ou symeétriques; 
mais, comme par hypothése la transformation du milieu de l'état R 


a V’état R, a lieu d’une maniére continue, sans que le détermi- 
nant 


cesse d’étre positif, les deux tétraédres ne peuvent pas étre symé- 
triques et sont nécessairement égauxz. On aménera donc tous les 
points tels que P a coincider avec les points correspondants P,, 
en déplacant le premier milieu tout d’une piéce de facon que le 
triangle ABC se place sur son égal A, B,C,. 

On a alors nécessairement 0, = 0 et par suite D= rt. 

Quant a la réciproque, elle est évidente : si la déformation est 


nulle, on a identiquement ds? = ds?,; et par suite les six fonctions 
pel y; sont nulles. ; 


Remarque. — Nous avons dit que, le déterminant D étant posi- 
tif, le tétraédre matériel PABC ne peut pas se transformer en un 
tétraédre symétrique; en effet, il est facile de vérifier que, dans 
une transformation par symétrie, le déterminant D est égal & —:. 


Indicalions sur la démonstration analytique. — En égalant a zéro 
les six expressions (14) de ¢,, &:, €3, Yi, Yo. Ys, Om a des équations aux 
dérivées partielles définissant u. v, wen fonction de a2, y, z. L’intégra— 
tion de ces équations montre que u, V, W et, par suite, 21, 71, 3; sont 
des fonctions linéaires de x, y, 2: 


y= A+ +O Y + 428, 
y= 6+ 8Br+Biy + Boz, 
B= OHO AWY + 23, 


ou a, 6, c sont des constantes quelconques que nous regarderons comme 
les coordonnées d’un certain point fixe O', mais ot a, 8, y. a1, Bi, y1, &2, 
Bo, ~2 vérifient les six relations qui expriment que ces six quantités sont les 
cosinus directeurs de trois axes rectangulaires O'x', O'y'’, O's’, par rap- 
port aux axes Ox, Oy, Oz. En outre, ces trots axes sont orientés comme 
les axes Ox, y, 3, car le déterminant D est actuellement le déterminant des 
neuf cosinus a, B, 7, 1, Bi, 1, %2, Be, ye. qui est égal, comme on sait, 
a1. Mais, D étant essentiellement positif, le déterminant des neuf cosinus 


est +1 et l’orientation des deux systémes d’axes est la méme. Dés lors, 
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prenons le milieu A regardé comme invariablement lié aux axes Ox, y, z et 
transportons-le tout d’une piéce de facon. que les axes Ox, Y, 3 se super— 

Nea : aan ; : 
posent a O'a’, y’, 2’: chaque point P du milieu A ira se placer sur le point 
correspondant P, du milieu Ay. 


Seconp rutonkme. — Deux déformations d’un méme mi- 
lieu R, pour lesquelles les six fonctions ¢; et y; sont identiques, 
sont des déformations identiques, c'est-d-dire telles que l'on 


passe de l’une & l'autre par un déplacement d’ensemble, et 
réciproqguement. 


En effet, la premiére déformation améne le milieu Ral état Ky; 
un élément linéaire ds, du milieu ®, est lié 4d élément corres- 
pondant ds du milieu & par la relation (12). La seconde défor- 
mation améne le milieu & A l’état Ry; un élément ds du milieu 
déformé Ry est lié a élément ds du milieu primitif R par une 
relation analogue a (12). Comme les six fonctions ¢; et y; sont 
supposées les mémes dans les deux défcormations, on a 


Deux éléments linéaires correspondants des deux milieux A, et 
R, sont done égaux. On en conclut, comme dans le théoreme 
précédent, que le milieu A, et Je milieu A, peuvent étre super- 
posés par un déplacement d’ensemble. 

Inversement, si les deux déformations transformant R en KR, 
puis en &, sont identiques, ona 


ds 


ni 


52 
Sai 


et les six fonctions ¢; et y; sont les mémes pour les deux défor- 
mations. 


668. Dilatations linéaires autour d'un point du milieu primitif : 
ellipsoide des dilatations en ce point. — Les considérations sui- 
vantes précisent la signification des six coefficients ¢; et y;. Soient P 
un point choisi dans le milieu primitif et P, son correspondant 
dans le milieu déformé. Prenons un point: quelconque P' infini- 
ment voisin de P situé a la distance PP’ =ds du point P; a ce 
point correspond un point P' infiniment voisin de P, et a une dis- 


tance P,P = ds, de Py 


246 EQUILIBRE ET MOUVEMENT DES MILIEUX CONTINUS. 


L’élément linéaire PP’, en passant a la nouvelle position P,P', 
change de longueur et d’ orientation. Portons ici notre attention 
uniquement sur le changement de longueur : 1’élément PP’ subit 
une dilatation positive ou négative ds, — ds et le coefficient 6 de 
cette dilatation (rapport de la dilatation a la longueur primitive) 
est 


(15) 3 dedsicet gy dea ey, 


Cette quantité 6 peut prendre toutes les valeurs positives, 
négatives ou nulles, 4 exception de la valeur —1. Elle varie 
autour du point P, regardé comme fixe, avec la direction de 
I’élément PP’. Appelons a, 8, y les cosinus directeurs de PP’: 


la formule fondamentale (11) donne 


2 
(6) Gi (1b aerate (1+ nen) BP (1+ 263) 72 


+ 27,87 + 2y2ya + 27328. 


ai 


Pour représenter géométriquement la variation du rapport 
Pp 8 q Ppa ds 


autour du point P, portons, sur PP’ une longueur 


ds I 
POS Ga rat 


et cherchons le lieu du point Q, quand on donne a P” toutes les 
positions possibles autour du point déterminé P. Par rapport a des 
axes PX, PY, PZ menés-par P parallélement aux axes coordonnés, 
le point Q a pour coordonnées 


ds ds ds 
xX = — Y= = ZL_= —-, 
(Q) a, ds, B, Z ds; {- 


D’aprés la relation (16), le lieu du point Q, quand a, 8, 
varient, est donc la quadrique 


(17) U(X, ¥, Z) = (1+ 2e))X2+ (a+ ae.) ¥2+ (1 + 263) Z? 
+ 241, YZ+ 2ygZX + ay3sX¥ = 1. 
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Comme le point Q est réel, quelle que soit la direction 2, ea 2 
cette quadrique est un ellipsoide de centre P : on l’appelle ellip- 
soide des dilatations au point P. Cet ellipsoide étant construit, 
on connaitt les dilatations linéaires de tous les éléments infiniment 
petits PP’ autour de P. La direction de PP’ prolongée perce 
Vellipsoide en un point Q, et I’on a, pour le coefficient de dilata- 
tion de PP’, 


La dilatation peut étre positive, négative ou nulle : pour dis- 
tinguer les divers cas, décrivons, de P comme centre, avec |’ unité 
comme rayon, une sphére S; cette sphére coupe l’ellipsoide sui- 
vant une courbe C qui divise la surface de l’ellipsoide en deux 
régions, l’une E, extérieure a la sphére, l’autre E; intérieure. 
Si la direction PP’ de l’élément ds perce l’ellipsoide en un point Q 
de la région extérieure E,, PQ est supérieur a 1, 5 est négatif et 
l’élément se contracte dans la déformation; si Q est dans la région 
intérieure E;, 6 est positif et l’élément s‘allonge; si Q est sur la 
courbe de séparation C, 6=o0, l’élément ds ne change pas de 
longueur. Il peut arriver que la sphére S ne coupe pas l’ellip- 
soide; alors la courbe C n’existe pas : la région E, ou la région K; 
envahit tout l’ellipsoide, suivant que Vellipsoide est tout entier 
extérieur ou intérieur a la sphére S; dans le premier cas, les élé- 
ments linéaires issus de P se contractent tous; dans le second, ils 
se dilatent tous. 3 

En prenant comme origine le point P, la courbe C est définie 
par l’intersection de l’ellipsoide (17) avec la sphére de rayon 1 


(S) X24: ¥24 Z22=1, 


Le cone leu des éléments PP’ issus de P, qui ne changent pas 
de longueur, a pour sommet P et pour directrice la courbe C; son 
équation s’obtient en retranchant membre a membre les équations 
(17) et (S) de lellipsoide et de la sphére : on a ainsi le cone 


_€; X24 eg ¥2 4+ 6322+ 7, YZ + 72 ZX + y3XY =0, 


qui n’existe pas quand la sphére S ne coupe pas lellipsoide. 
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Significations géométriques particuliéres des coef ficients £,, 
$9, €3; dilatations des éléments primitivement paralléles aux 
axes de coordonnées. — \maginons un ‘élément PP’ = ds issu 
de P et paralléle 4a O x : appelons 6, son coefficient de dilatation. 
Si l’on désigne par ds, la longueur de cet élément aprés la défor- 
mation, on a, d’aprés les formules précédentes (16), ou 


oe Si Oy" pa 85 
ds, l ema . : = z 
GH Praha 4 CO fia t/t ce hg 
de méme, en appelant 4, et 6; les coefficients de dilatation de deux 
éléments linéaires issus de P paralléles aux axes Oy et Oz, ona 


b2= /1+ 2e,—1, 83= 1+ 223 —1. 


Ces formules définissent géométriquement ¢,, ¢2, ¢; en chaque 
point P du milieu &.: 


669. Dilatations angulaires autour d’un point. — Soient deux 
éléments linéaires infiniment: pelts ds == PP’ et ds’= PQ’ issus 
du point P; soient dx, dy, dz les projections du premier, dz’, 
dy', dz' celles du second : langle 4 de ces deux directions est 
donné par 

ds ds' cos0 = dx dx’ + dy dy'’+ dz dz’. 


Aprés la déformation, les points P, P’, Q’ sont yenus en P, P’,Q’, 
les deux éléments ds et ds' se sont transformés en ds, = P,P\, 
ds, = P,Q) : si nous appelons dx,, dy,, dz, et dx’, dy’,, ds’, les 
projections de ces éléments, le nouvel angle 4, formé par les élé- 
ments déformés est donné par 


ds, ds',cos0, = da, dx', + dy, dy’, + dz, dz\. 


La variation 4, — 4 est appelée la dilatation de Vangle P/PQ’. 
L’expression de cosQ, est aisée a former : d’aprés les formules 


w= 2+0, hWi= ¥A+V, 4,=4+W, 


ou Uu, V, Ww sont des fonctions de x, y, 5, on a, en faisant croitre 
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Wabord x, y, = de dx, dy, dz. les projections de P, P’ 


on ou 
Cony = (1+ SE) ae ay dy + 95 0% 
Ov ov ov 
ady,= a= awe Ole 
Lys a ax + (1+ ) dy + 5 : 
Ow Ow Ow 
az = eRe dx + Oy ay (: = =) dz, 


puis, en faisant croitre 2, y, z de dx', dy’, dz', les projections 


de P/O: 


ary = (1 + ~~) dz’ + ay dy' + ~ dz’, 
ov ov ov 
| eae poe , Sore , nah ae 
ay a3 d+ (1+ 5) dy' + 9g 
aw ‘ : 
dz, = Ae dx’ +- Oy dy'+ (1452) as’ 


On en conclut 


(18) ds, ds’, cos6, = (1+ 2¢,) dx dz'-- (1+ 222) dy dy' 
+ (1+ 2€3) dz dz’+ y,(dy dz'+ dz dy’) 
+- y2(dz dx'-+- dx dz') + y3(dx dy'+ dy dz’), 


Ol €4) 2) 3, Yt, Y2, Y3.sont les coefficients caractéristiques de la 
déformation, définis par les formules (14). On peut écrire cette 
formule d’une facon un peu plus simple en introduisant la forme: 
quadratique 


v(X, Y, Z) = (1+ 2€,) X? + (1+ 2¢9) ¥2+ (1+ 2€3) 2? 
+27, YZ + 272ZX + 2y3XY, 


qui forme le premier membre de l’équation de l’ellipsoide des 
dilatations au point P. Si alors on appelle @, 6, y et a’, 8", y' les 
cosinus directeurs des deux éléments ds et ds’, 


_ dx jae 
SO Ore? osey 
ona 
‘ i) t / ’ 
(19) etd = (1+ 2€,)ax’ + (1+ 2€,)BB'+...4+ y1 (By + yB’) +.-~ 


I 


< [a Ya + BY +1 YE 
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La connaissance de Vellipsoide des dilatations en un point P 
entraine donc, d’une maniére simple, la connaissance des dilata- 
tions angulaires autour de ce point. 

En particulier, pour que l’angle 4, soit droit, il faut et il 
suffit qu’avant la déformation on ait 


Yay + BYR + 7' Vy =o, 


c’est-d-dire que les deux directions PP’ et PQ!’ sotent conju- 
guées par rapport a l’ellipsoide des dilatations au point P : 


Y(X, Y,Z)=1. 


On en conclut quil existe trois éléments linéaires issus de P 
gui forment un triédre trirectangle avant et aprés la défor- 
mation; ce sont les éléments dirigés primitivement suivant les 
axes de l’ellipsoide des dilatations au point P. 

Les directions de ces axes sont les directions principales au 
point P., 

Sie hecion particuliére des coefficients ¥,, ¥2, Yai: dila- 
tations des faces du triédre primitivement paralléles aux azes. 
Ces considérations conduisent a V’interprétation géométrique sui- 
vante des coefficients y,, Y2, Y3- Soit,.au point P, un angle P’/PQ’ 
dont les cétés infiniment petits PP’ = ds et PQ'= ds’ sont respec- 
tivement paralléles a Oy et Oz : alors 


t= 0. hres Or 
(20) wif ’ 3 
Sees p= 0, Lea 
. ‘ ¢ . oye . t 
Aprés la déformation ces deux éléments deviennent P, P’, = ds, 
P,Q) = ds’; leurs variations de longueur sont données par les 


formules 


ds, ds', 
Gs VIF 282) Wel VI 2835 


leur angle o, = PP, Q' est donné par la formule (19), oa @, 8, Y: 
a’, 8’, y' prennent les valeurs particuliéres (20), et ot lon rem- 
place §, par a, : ona donc 


ds, ds‘, cosa, 2) 
ds ds' Tile 
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dot 
(21) yi= Vi+ de, Vi-+ 265 cosa, 


relation qui définit géométriquement y;. 
On a, de méme, yz et y3 en chaque point P. 


670. Dilatations principales. — On appelle dilatations prin- 
cipales, en un point P du milieu primitif, les coefficients de dila- 
tation A,, A,, A; des trois éléments linéaires issus de P dirigés 
primitivement suivant les axes de |’ellipsoide des dilatations en P. 
Appelons A, B, C les trois sommets de cet ellipsoide; le coeffi- 
cient de dilatation de I’ élément dirigé suivant PA est 


on a de méme, pour les éléments dirigés suivant PB et PC, les 
coefficients de dilatation 


oy 


Pour calculer A,, A,, A3, on est done ramené a calculer les 
axes PA, PB, PC de l’ellipsoide (17). Pour cela, on forme |’équa- 


tion en S relative a cet ellipsoide : 


I+2e,—S.- 3 Ye | 
Ys I+ 222—S ‘1 0) 
2 ¥1 I+ 263;— 8 


Les racines S,, S2, Ss de cette phar sont les carrés des 


inverses des longueurs des axes =; Pai? aro Bas On a donc 


= /S;—1, A= VS2—1, A; = VS3—I- 


671. Invariants. — Quand on fait un changement d’axes de coordon- 
nées rectangulaires, ’équation de l’ellipsoide des dilatations (17) change; 
les six coefficients ¢; et yz prennent de nouvelles valeurs qui se déduiraient 
des premiéres par les formules classiques du eueccemeny: dorientation des 
axes, Mais on sait que, dans une quadrique 


AX?2-+- A’¥2-¢ A"Z?+ 9 BYZ + 2B’ZX + 2B’XY = H, 
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il existe trois fonctions des coefficients qui restent inaltérées quand on fait 
un changement d’axes rectangulaires, a savoir les fonctions 


A+ A'+ A", 
B2+ B?-+ B”?— A’A”— A"A—AA’,, 
A B’ B' ‘ 
A=! B” A’ B |= AA‘A’— AB?— A’B?— A"B’2+ 2 BBB’, 
Boi Be AG 


dont la derniére est ce qu’on appelle le discriminant de la forme quadra- 
tique. : 

Appliquant ce théoréme a lellipsoide (17), on voit, en laissant de cété 
des constantes, qu’en chaque point P du milieu initial il existe trois 
fonctions invariantes dont la valeur est indépendante de lorientation des 
axes et dépend seulement de la nature de la déformation; ce sont les fonc- 
tions 

y-b &g + €3, 

(22) YE YE +15 — 4 (ents + 321 + 812), 


VU Sreales Ora te ONY aa aa ot aa 


Ces trois quantités ont donc, dans la déformation. une signification 
indépendante du choix des axes. 


Prenons en particulier le discriminant de (17) 


I 28 13 ¥2 
Aes Y3 I+ 2% Y1 
{2 Y1 I-- 2&3 


la régle qui donne le carré d’un déterminant montre immédiatement que 
: ; 2 
ce discriminant A est égal 4 D2, D étant le déterminant (7), ou a ae 


Le coefficient de dilatation cubique au point P, égal a D —1, est donc 
aussi exprimé par Va Sate 


672. Déformation inverse. — On pourrait évidemment regar- 
der l’état A, comme initial et état R comme final : on aurait alors 
la déformation inverse de la premiére. Dans cette facon de voir, il 
faudrait regarder x, y, s comme des fonctions de 2, 7, 2, tirées 
des relations (1). Cette déformation serait définie par le systéme 
des vecteurs P,P dorigine P, et d’extrémité P, ayant pour projec- 
tions — Uu, — Vv, — Ww. : 

En chaque point P, du milieu &, il y aurait un ellipsoide des 
dilatations dont les axes donneraient les trois directions des élé- 
ments linéaires issus de P, formant un triédre trirectangle avant 
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et apres la déformation. On voit, par comparaison avec le méme 
théoréme relatif 4 l’ellipsoide des dilatations au point P, que trois 
éléments linéaires issus de P et dirigés suivant les axes de Vellip- 
soide des dilatations en P se transforment en trois éléments issus 
de P, et dirigés suivant les axes de l’ellipsoide des dilatations 
relatif au point P, dans la déformation inverse. 


673. Equations aux dérivées partielles pour les ¢; et 7;. — Les six 
fonctions ¢; et y; qui caractérisent une déformation ne peuvent pas étre 
prises arbitrairement en fonction de z, y, z. En effet, d’aprés les rela- 
tions (14), ces six fonctions dépendent seulement de trois fonctions arbi- 
traires u, v, w dont l’élimination conduirait & des équations aux dérivées 
partielles entre les ¢; et y; (1). 


II. — DEFORMATION HOMOGENE. 


* 


674. Définition d’une déformation homogéne. — Les considé- 
rations précédentes s’appliquent 4 une déformation quelconque. 
Dans le cas général, la déformation est caractérisée par les six 
quantités ¢; et y; qui sont des fonctions des coordonnées x, y, z 
dans le milieu primiuf : ou encore, au point de vue géométrique, 
la déformation est définie par l’ensemble des ellipsoides de défor- 
mation relatifs aux divers points P. 

Le cas le plus simple est le cas ot la déformation est la méme 
autour de chaque point P, c’est-a-dire le cas ot les six fonctions ¢; 
ety; ne varient pasavec la position du point P: dans ce cas parti- 
culier, oles six quantités ¢; ety; sont des constantes indépendantes 
de x, 7, 3, 1a déformation est, d’aprés sir W. Thomson (Lord Kel- 
vin) une déformation homogéne. Les ellipsoides des dilatations en 
tous les points P sont alors ¢gauz et orientés de la méme fagon. 

Il en résulte que la dilatation linéaire d'un élément du milieu 
primitif ne dépend que de sa direction et non de sa position dans 
ce milieu; de méme la dilatation de l’angle de deux éléments ne 
dépend que de la direction de ses cétés et non de la position du 
sommet; en particulier, deux éléments paralleles se transforment 
en deux éléments paralléles. A chaque direction est ainsi -associée 


(+) Voir un Mémoire de M. Riquier Sur l’intégration d'un sysléme d'equa- 
tions aux dérivées partielles (Annales de l’Ecole Normale supérieure, 3° série, 
t. XXII, 1905). - 
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une dilatation linéaire sutvant cette direction, et 4 chaque systeme 
de deux directions une dilatation angulaire de leur angle. 


Propriétés géométriques. — On conclut de cette définition 
les propriétés suivantes qui caractérisent géométriquement une 
déformation homogéne : 


1° A deux segments de droites paralléles entre eux du pre- 
mier milieu correspondent deux segments de droites paral- 
léles entre eux du second milieu, et le rapport des deux seg- 
ments est le méme avant et aprés la déformation. 

En effet, d’apres ce qui préceéde, si l’on considére dans le pre- 
mier milieu des éléments linéaires égaux et paralléles entre eux, 
il leur correspond dans le second milieu des éléments linéaires 
égaux et paralleles entre eux. Soit alors AB un segment de droite 
du premier milieu; divisons ce ségment en éléments linéaires 
égaux entre eux et nécessairement paralléles. I] lear correspond 
des éléments linéaires égaux et paralléles entre eux portés bout a 
bout et formant, par suite, un nouveau segment de droite A,B,, 


A,B, 


AB 
des éléments linéaires correspondants; le coefficient de dilatation 
de ce segment est donc identique a celui des éléments linéaires 
qui le composent. 

A un second segment A’B’ du milieu primitif paralléle 4 AB 
correspond, d’aprés le méme raisonnement, un segment A) B, 
paralléle a A,B, ayant subi la méme dilatation relative, et Pona 


tel que le rapport des longueurs soit précisément le rapport 


A‘, BY. A, By 
A’B'\— AB 
\ 


2° A des plans du premier milieu paralléles entre eux ré- 
pondent dans le second milieu des plans paralléles entre eux. 
Deux plans paralléles If et fl’ du premier milieu peuvent étre 
regardés comme engendrés par des droites mobiles D-et D’ paral- 
léles 4 une méme direction s’appuyant respectivement sur deux 
directrices fixes A et A’ paralléles 4 une autre direction. A ces 
droites mobiles correspondent dans le second milieu les droites 
mobiles D, et D’ paralléles 8 une méme direction s’appuyant res- 
pectivement sur deux directrices fixes A et A’ paralléles a une 
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autre direction : ces droites D, et D‘, engendrent deux plans ie 
ralléles If, et Il’, correspondant a II et Il’. 

Ces preprceee sont caractéristiques de Ja transformation homo- 
graphique conservant le plan de Vinfini. - 


675. Formules. — Prenons, comme dans le cas général, un 
systéme d’axes quelconque Oxy auquel nous rapporterons le 
milieu primitif et le milieu transformé. 

Les propriétés géométriques que nous venons d’indiquer mon- 
trent que Z,, 7,, 3, doivent étre des fonctions linéaires de x, y, z. 
En effet, en laissant y et z constants et faisant varier seulement x, 
on fait décrire au point P (x, y,z) une droite paralléle 4 Oz; 
dans ces conditions, le point P,(2,, 71, 2,), dont les coordonnées 
varient avec x, doit décrire également une droite paralléle 4 une 
direction fixe; donc les cosinus directeurs de la tangente au lieu 


du point P, sont des constantes indépendantes des aleune attri— 
b Ce sont proportionnels a 221, 21, 9, 
uées a y et 3. s cosinus son propor ionnels a Sra er ape 


0a, \? Oy, \? 02, \2 
(22) a (x ON Ga f° 
étant égale 4 1 4+-2e, est actuellement constante, puisque ¢, est 
constant : en écrivant que les cosinus directeurs 


mais Ja quantité 


I Ox, 1 oy Sena 03; 

Vasa Oa Vachs fk iae, OF 
sont constants, on voit que = =: a sont constants, c est- gudine 
que £1, V1, 2, sont des fonctions linéaires de x. On verrait de 
méme que %,, 4. 3, sont linéaires par rapport aux trois lettres 

x,y, 24 la fois. C'est ce que nous voulions établir. 
Les formules de transformation définissant une déformation 


homogéne sont donc de la forme 
y= Ag+ (1+ a1) e+ ai2 i fie A132, 


(23) Vix=A20+ Ga L+(lL+ag)7V¥ + A236, 
4,= 439+ 31 U fas an ytait 233), 


les coefficients a;; étant des constantes quelconques, assujetties a 
la condition que les relations (23) donnent, inversement, pour 
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chaque systéme de valeurs de 2, ¥1, 3,, uD seul systéme de va- 
leurs pour x, y, 3. Cela revient a dire que le déterminant D, qui 
a été défini précédemment (7) et qui est ici 


[+ ay A112 ai 


p= ay 1+ 22 a3 9 
{aga 32 I+ 433 


est différent de zéro.. D’aprés sa signification physique, ce déter- 
minant doit, en outre, étre positif. 

Les six coefficients caractéristiques de cette déformation ont les 
valeurs constantes 


spud : ‘ 
Ve ant S (at, tat + ah), ae eit as's 


(24) 


| 11 = Agu @o3-- 412413 + A223 + B32 433, 


676. Simplification des formules a l’aide d’une translation. 
On peut toujours rendre les trois coefficients G49, @29, Azo nuls 
sans modifier la déformation : on en voit a priort la raison dans 
ce fait que ces coefficients ne figurent pas dans les ¢; et rep On 
le voit directement de la facon suivante : Soit O’ le point du sys- 
téme primitif R auquel correspond lorigine O dans la transfor- 
mation. Les coordonnées a, 3, y de ce point doivent annuler les 
seconds membres des formules (23), 


(25) Ayo + (1+ 11 )%+4+ A128 + Ay = 0, teey 


puisque, pour 2, y, z égaux a, 8, y, on doit trouver 2, 94, 31 
nuls. 

Supposons alors qu’on imprime au systéme & une translation 
d’ensemble qui améne O! en O. Cette translation aménera les: 
points P en des points P! dont les coordonnées x’, y', s' sent lies 
aux coordonnées x, y, 3 de P par les formules 


esata’, yob+y', B=yY+3'. 
Les formules (23) deviennent alors, d’aprés les relations (25), 


B= (1+ Ay) 2'+ aye y'+ a3’, 
SS ax; VV aieinj aiaverecctlarateehelcte 


24 a3, Ya aa 
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c'est-a-dire qu’elles conservent la méme force, avec cette’ seule 
différence que les termes constants ont disparu. 

D’aprés cela nous considérerons, dans tout ce qui suit, les coef- 
ficients 29, G29, @3, comme rendus nuls par une translation pré- 
hminaire, et nous étudierons la déformation définie par les formules 


y= (1+ Ay) e+ Qin. N+ 4432, 
(26 ) jis agy 2+ (1+ ay) + aes, 


: 
| 


Gs 0 a3, YW + (1+ G33)2, 
qui donnent pour le segment PP, les projections 


US Ai T+ As Y+ A138, 
(a78) Vi = Ay, 2 + Ayn VY + A032, 


W = A310 + O32 V 4334. 


Dans ces formules, |’origine est caractérisée par ce fait qu’elle 
se correspond a elle-méme dans la déformation, puisque les va- 
leurs @ = ys z'= 0 donnent 2, = y= 3; = 0. 

Nous avons vu que, dans une déformation quelconque, il existe, 
en chaque point P du milieu primitif, trois éléments linéaires 
rectangulaires qui se transforment en trois éléments rectangu- 
laires. Actuellement lorientation de ces éléments est indépen- 
dante du choix du point P; de plus, comme une droite devient 
une droite, on peut dire qu’il existe trois directions de droites rec- 
tangulaires qui se transforment en trois directions rectangulaires. 
Ces directions sont les axes de l’ellipsoide des dilatations (17) dans 
Véquation duquel les coefficients ont des valeurs constantes (24). 

On peut ici retrouver ce résultat par une voie plus élémentaire 
en remarquant que, d’aprés les formules (26), une sphére 


r+ yi + st = RR? 
du second milieu correspond a un ellipsoide 
[1+ an) 2+ ayy + Q32]}?+...+...= R? 


du premier. A trois diamétres conjugués de cet ellipsoide corres- 
pondent trois diamétres rectangulaires de la sphere : par suite, les 
trois axes de cet ellipsoide OXYZ forment un systéme d’axes 
rectangulaires qui se transforment en trois axes rectangulaires 
OprX Ya Lie 

Bene TE 7 
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677. Déformation pure : directions principales; coefficients de 
dilatation principaux. — On dit qu’une déformation homogéne 
est une déformation pure, quand il existe. dans le premier 
milieu trois directions rectangulaires qui restent inaltérées 
par la déformation. 

En général, il existe dans une déformation homogéne trois 
directions rectangulaires OXYZ qui.se transforment respective- 
ment en trois autres directions rectangulaires OX, Y,Z,. La défor- 
mation est pure quand les deux triédres OXYZ, OX, Y,,Z, se 
confondent. Les arétes de ces deux triédres constituent alors ce 
qu’on peut appeler les directions principales de la déformation 
pure. 

Imaginons que Von pe ces directions principales OXYZ 
pour axes. Appelous ae 7 , 2’ les coordonnées d’un point P avant 
la déformation x, y',, 2, les coordonnées de la position P, de ce 
point aprés la déformation. 

La déformation étant homogéne, les expressions de Dip V3 Bi, 
en fonctions de 2’, y’, 2’ sont de la forme (26) et ona 


Ds = (1 -+ Aqy) a + Aug yt Ar32, 
Vi , Ao w+ (1+ Ags) y+ An32', 
Bi == Asay r+ Age ge = (1 + A33)2', 


ot les A;; sont des constantes. Par hypothése, quand le point P 
est sur OX, le oe Cores B OAH P, doit étre aussi sur OX; 
donc, ied et z’ sont nuls, y, et z, doivent Pétre, quel que 
soit x', ce qui exige que A,, Az, soient nuls, On voit de méme 
que tous les coefficients autres que A,,, Az», Aj; sont nuls. La 
déformation pure rapportée 4 ses directions principales est donc 
définie par les relations 


(28) vy = C+ Ayn)e’, yi =(t+ Andy, 2, = (i+ Ags) 2. 


Les coefficients A,,, Azo, Ags figurant dans ces formules réduites 
sont les coefficients de dilatation principaux A,, A,, A; (670). 
Cela résulte des formules générales. On peut le vérifier directe- 
ment. Les ellipsoides des dilatations sont actuellement tous égaux 
et ont leurs axes paralléles aux directions principales OX YZ; 
prenons une droite PQ paralléle 4 Vaxe OX dont les extrémités 
ont pour coordonnées z', y’, 3' et x, y’, 2" : la transforma- 
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tion (28) transforme cette droite en une autre droite P,Q, égale- 
ment paralléle 4a OX dont les extrémités ont pour abscisses 


aw, = (1+ Ay)’, y= (1+ Ag Jo". 
Le coefficient de dilatation de cette droite est alors 


PrQ— PQ. xf —2\—(2"—2') 
POn. a a : 


c’est-a-dire A,,. Un caleul analogue montre que les droites paral- 
léles 8 OY et OZ subissent des dilatations de coefficients Ago 
et Ags. 

On voit, d’aprés cela, qu'une déformation pure est constituée 
par un ensemble de trois dilatations effectuées parallélement a 
trois axes rectangulaires : ces axes sont les axes principaux de la 
déformation pure et les trois coefficients de dilatation les coeffi- 
cients de dilatation principaux. 


678. Détermination des axes. et des coefficients d’une défor- 
mation pure. — Etant donné une déformation homogeéne définie 
par les équations (26) ou (27), il s’agit de reconnaitre si c’est une 
déformation pure et, dans le cas de l'affirmative, de trouver les 
directions principales et les coefficients de dilatation principaux. 


Tutoreme. — Pour qu’une déformation homogeéne soit une 
déformation pure, tl faut et il suffit que le champ de vec- 
teurs PP, dérive d’une fonction de vecteurs, c’est-a-dire que 
u, v, w sotent les dérivées partielles d’une fonction du se- 
cond degré de x, y, 3. 


Pour démontrer ce théoréme, il suffit de remarquer que la pro- 
priété, pour un champ de vecteurs, de dériver d’une fonction est 
indépendante du choix des axes. 

La condition indiquée est nécessaire, car, si la déformation est 
pure, en prenant pour axes les directions principales OXYZ on 
a, pour définir les coordonnées de P, en fonction de celles de P, 
les formules (28), d’ou, pour les projections u’, v’, w' du vec- 
teur PP, sur les axes OX YZ, 


, 


, , ees , 
v= 2,—2' = Anz’, Vi = Aasy.; w' = A332’, 
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qu’on peut écrire 
maeeols ae oF 
= v= —— Sear 
MSS en? oy’’ Oz” 
en posant 
pede a 
|e law ate Ase y'2 + A332”). 


Elle est suflisante : en effet, supposons que dans les formules 
générales (27) définissant u, v, W pour une déformation homo- 
gene quelconque, par rapport a des axes Oxyz, u, V, W sotent 
les dérivées partielles d’une méme fonction F de x, y, z: ou, ce 


3 : “ y t OU ON, 
qui revient au méme, supposons que lon al a ser Foe ck we 
c’est-a-dire 
(29 ) Ai2= 491, 223 = 32, 31 = A43- 

La fonction IF est alors 

. 1 
(30) B= —(ai40? + aoe 2+ 3332 + 2023 YS + 2431 5X + 2Q2 ZY). 
2 
etlona 
(31) oF is ov ms oF 
~) 1) =e =e 
ox’ oy’ Oz 


Les surfaces du second degré ayant pour équation 
(32) F(z sy, s) = const. 


jouent a l’égard du vecteur u, v, w le role de surfaces de niveau. 
Ces surfaces ont méme centre O et mémes directions d’axes prin- 
cipaux OX YZ, Faisons tourner les axes de facon 4 prendre comme 
nouveaux axes OX YZ, et appelons x’, y’, 3’ les nouvelles coordon- 
nées d’un point P et u’, v’, w’ les nouvelles projections du vec- 
teur PP, : la fonction F prendra la forme réduite 


je = (Ane at Age y?+ A333’), 


et lon aura 


nual ' 

u = aN eae 
oF 

(33)) ¢ Mixer aie ed 
rE 

wie = Agwcw 
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La déformation est done pure. On voit qu’elle a pour axes les 
axes des quadriques (32) et pour coefficients de dilatation princi- 
paux les doubles des coefficients des carrés des variables dans 
Péquation de ces quadriques rapportées a leurs axes. 

Nous avons vu précédemment (n° 670) comment on peut, con- 
naissant les coefficients e; et y;, déterminer les directions princi- 
pales et les coefficients de dilatation principaux en un point P du 
milieu primitif. On pourrait appliquer, en particulier, cette mé- 
thode au cas actuel. 

Quand on suppose connus les coefficients a,,, ..., 442, 
dune déformation pure (a;4= a@4;), on voit, d’aprés ce qui précéde, 
que le probléme de trouver les axes principaux d’une déformation 
pure et les coefficients de dilatation principaux peut étre ramené 
au probléme classique : rapporter la surface du second ordre (32) 
a ses axes de symétrie. On sail que ce probléme exige la résolu- 
tion de l’équation du troisiéme degré en 5 


(@11— S) (@e2—S) (433 —S) — (a1 — S) a3, 


— (Ag3— 8) a} 3 — (433 — 8) 3, 4+ 24321321 = 0, 


qui a toujours ses racines réelles et égales précisément aux coeffi- 
cients A,,, Ago, Ag; de la forme réduite, c’est-a-dire aux coeffi- 
cients de dilatation principaux. ; 

On peut remarquer que, pour une déformation pure rapportée 
a ses axes principaux (formules 28) les valeurs des six coefficients 
&, et v;sont 


L’équation de lellipsoide des dilatations (17) rapporté a ces 
mémes axes est donc 


(1+ Ays)2a'2+ (1+ Age)? y’2+ (1+ A533)? 22 = 1, 


ce qui est une vérification des formules générales du n° 668, 
car actuellement, les coefficients de dilatation des éléments paral- 
Jéles aux axes de coordonnées étant A,,, Aso, A33, on doit avoir 
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par exemple, 
Ay=Vi-+ 2€4-—1- 


679. Tutorime. — Toute déformation homogéne peut-étre 
obtenue par une translation et une rotation suivies d’une 
déformation pure. — En effet, soient OX YZ les axes principaux 


de l’ellipsoide des dilatations en un point quelconque O, déter- 


Fig. 326. 


miné dans le premier milieu & : on sait que la déformation fait 
correspondre 4 ces trois droites rectangulaires trois autres droites 
rectangulaires O, X, Y,Z,. 

Considérons le systeme primitif non déformé & comme un 
solide invariablement lé au triédre OX YZ et transportons ce 
solide en &' de facon & faire coincider le triédre OX YZ avec le 
triédre O, X, Y, Z,, chaque axe se placant sur son correspondant. 
Ce déplacement peut; étre réalisé par une translation amenant O 
en O, suivie d’une rotation autour d’un axe issu de O, amenant 
les deux triédres en coincidence. 

Une fois ce déplacement effectué, pour passer du milieu con- 
tinu Nau milieu continu final &,, il faut lui faire subir une défor- 
mation pure d’axes O,X,Y,Z,. En effet, soit P un point quel- 
conque du milieu &, P, sa position finale dans le milieu &,. Aprés 
le déplacement d’ensemble du milieu & en K’, obtenu par la 
superposition de OXYZ A O,X,Y,Z, le point P occupe une 
position P’ dans le milieu &’. 

Il faut montrer que la transformation du milieu &! dans le mi- 
lieu final &,, transformation qui fait correspohdre a chaque 
point P’ le point P,, est une déformation pure d’axes O, X, Y,Z,. 
Or cette derni¢re traasformation est évidemment une transforma- 
tion homogéne dans laquelle les axes O, X,, O, Y,, O, Z,,se cor- 
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respondent & eux-mémes, car P’ étant sur O, X,, P est sur OX et, 
par suite, P, sur O,X,. C’est donc une déformation pure 
d’axes O, X, Y,Z,. ' 

Cette réduction d’une déformation homogeéne a une translation, 
suivie d'une rotation, suivie d’une déformation pure, est possible 
d’une infinité de maniéres, car le choix du point O est arbitraire : 
_mais la translation seule change avec le choix du point O; la rota- 
tion et la déformation pure sont inaltérées; ce dernier fait résulte 
de ce que, quel que soit le choix du point O, les trois droites OXYZ 
sont paralléles A des directions fixes et que leurs transfor- 
mées O, X,Y,Z, sont également paralléles a trois autres directions 
fixes. 

Nous avons (n® 667) considéré comme identiques deux défor- 
mations qui peuvent se ramener lune a ]’autre par un déplacement 
densemble. On peut donc résumer le théoréme que nous venons 
de démontrer en disant que toute déformation homogéne est 
identique & une déformation pure. 


Remarque I. — Ul est évident que, pouramener les axes OXYZ 
en coincidence avec O, X, Y,Z,, on pourrait faire d’abord la ro- 
tation des axes OXYZ de facon a les rendre paralléles aux 
axes O,X,Y,Z,, puis la translation OO,. On peut donc, dans le 
théoréme qui fait objet de ce numéro, faire d’abord la rotation, 
puis la translation et enfin la déformation pure. 


Remarque IT. — Dans le cas particulier ot la déforniation 
homogene donnée serait pure, 


Q\2=> G21), Ao3 = 32, 31 = 43, 


les axes O,X,Y,Z, seraient paralléles aux axes OXYZ et, pour 
superposer ces deux systémes d’axes, il suffirait d’une translation. 
La rotation serait alors nulle. 


Ill. — RETOUR A UNE DEFORMATION QUELCONQUE. 
DEFORMATION HOMOGENE TANGENTE EN UN POINT. 


680. Déformation quelconque : déformation homogéne tangente 
en un point. — Si nous revenons au cas général d’une déformation: 
quelconque, cette déformation est caractérisée par les six fonc- 


~ 
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tions ¢, et y; des coordonnées x, y, 3 du point P dans le milieu 
non déformé &. Envisageons une portion du milieu non déformé 
entourant un point.P : si cette portion est suffisamment petite, 
les six fonctions ¢; et y;, qui sont des fonctions continues de 2, y, Z, 
conserveront, en ses différents points, sensiblement les mémes 
valeurs, celles qu’elles ont au point P. Comme une déformation 
homogéne est caractérisée par ce fait que les six fonctions ¢; et yi 
sont constantes, on peut donc dire qu’une portion suffisamment 
petite de matiére entourant un potintP du milieu primitifsubit 
une déformation homogeéne dont les six composantes sont les 
valeurs que prennent, au point. les siz fonctions ¢; et yi carac- 
téristiques de la déformation considérée. Cette déformation 
homogéne; qui coincide avec la déformation considérée dans une 
région trés petite entourant P,. est appelée déformation au 
point P, ou déformation homogene tangente ad la propesée au 
point P. 

Si donc on imagine une portion de matiére trés petite (m) 
entourant le point O et la portion correspondante (m,) entourant 
le point correspondant P,, la déformation homogéne tangente 
en P transforme (m) en (m,) : il en résulte qu’on peut faire coin- 
cider (m) avec (m,) par une translation, suivie d’une rotation, 
suivie d’une déformation pure. La translation améne P en P,, la 
rotation améne les trois éléments linéaires ds, ds’, ds", dirigés sui- 
vant les axes PX YZ de l’ellipsoide des dilatations en P, a coin- 
cider en direction avec les trois éléments transformés, ds,, ds‘, 
ds, dirigés suivant trois axes rectangulaires P, X, Y,Z,; enfin la 
déformation pure achéve d’amener (m) sur (m,) par trois dilata- 
tions rectangulaires suivant les axes P, X, Y,Z,, dilatations choi- 
sies de telle facon que les éléments ds, ds', ds” deviennent ds,, 
ds), ds’. 

Cette rotation et cette déformation pure sont bien définies en 
chaque point P du milieu primitif : on les appelle rotation au 
point Pet déformation pure au point P. 


681. Définition analytique de la déformation homogéne tangente 
en un point . — Prenons dans Je milieu primitif, avant la défor- 
mation, un point quelconque P de coordonnées, x, y, 3 et imagi- 
nons une portion infiniment petite de matiére (m) entourant 
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ee point. Soient x + dx, y +. dy, z+ dz les coordonnées d’un 
point P’ de cette portion de matiére (m). La déformation fait cor- 
respondre au point P un point P, de coordonnées 


(P4) Maru N= /~+vV, 3;=2+ Ww, 


et au point P’ un point P) infiniment voisin de P, ayant pour coor- 
données 
a+day=xr+u+dxr+u), snd 


c’est-a-dire 


ou ou ou 
’ ov Ov Ov 
Ow Ow ow 


Portons l’origine au point P (x, y, z) et prenons comme nou- 
veaux axes des paralléles Pz’, Py’, Pz’ aux anciens. 


Appelons 2’, y’, 2’ et x, y,, z, les coordonnées des points P’ 
et P’ par rapport & ces axes; on aura 


(P*)- x =dzx yo dy z’—dz - 


et, par suite, 


bho OOo Occ \ Os 
BS (: Ox oye Os 
ov OV CeO V en, 
4 3 fae weer tetas pa Te eS =} 
(P4)(34) Yad Bale (ie 5 lye Fe 
: ow Ow eae nee 
RW ae te oy? a) : 


Ces derniéres formules, donnant les coordonnées du point P; en 
fonction de celles du point P’, définissent la déformation de la 
région (m) entourant P en une autre région infiniment petite (7m, ) 
entourant P,. Comme elles sont /inéatres en z', y’, z', elles défi- 
nissent une déformation homogéne; c’est la déformation homo- 
géne tangente au point Pa la déformation proposée. En identifiant 
avec les formules (23), on voit qu il faut faire 

ou ou du 


iter ae? MeN gy Ais i Ste 
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682. Conditions pour que les déformations homogénes tan- 
gentes en chaque point P 4 une déformation donnée soient toutes 
des déformations pures. — Pour que la déformation homogéne 
définie par les formules (34) soit une déformation pure, il faut et 
il suffit que l’on ait (n° 678) ay2.= a2, ..., c’est-a-dire 

aw oy) u_ awl aw 

oy Os : Oz Ox s dx Oy 
Pour que ces conditions aient lieu en chaque point P de l’espace, 
il faut et il suffit que le systéme des vecteurs PP, (u, v, w) dé- 
rive d’une fonction de x,y, z. Dans ce cas, la rotation en chaque 
point P est nulle, Ce fait résulte de la définition méme d'une 
déformation pure (voir Remarque II, n° 679). 


IV. — DEFORMATION INFINIMENT PETITE. 


683. Définition. — Imaginons un milieu continu qui se déplace 
et se déforme d’une maniére continue de telle facon que le dépla- 
cement PP, de chacun de ses points P soit assez petit pour que. 
dans les mesures, on puisse négliger les carrés et Jes produits de 
ces déplacements. La déformation est alors appelée infiniment 
petite. Les projections u, v, w du déplacement PP, sont alors des 
quantités que nous traiterons, ainsi que leurs derivées partielles 
par rapport 4 x, y, z, comme des infiniment petits du premier 
ordre dont nous négligerons les carrés et les produits. De 1a ré- 
sultent, dans les formules et les théorémes généraux, des simpli- 
fications que nous allons indiquer. 


Exemples de déformation infiniment petite. — 1° Dans les 
vibrations d’un corps élastique rendant un son, les déplacements 
des points matériels 4 partir de leurs positions initiales restent 
ordinairement, pendant toute la durée du mouvement, assez petites 
pour qu'on puisse négliger leurs carrés et leurs produits. 

2° Dans le mouvement continu d’un fluide liquide ou gazeux, 
pour passer des positions des points du fluide a l’instant ¢ aux 
positions des mémes points -& Vinstant infiniment voisin ¢ + dé, 
il faut faire subir au fluide une déformation infiniment petite. Un 
point qui, a l’instant ¢, est en P, est, 4 instant ¢ + dt, dans une 
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position infiniment voisine P, et son déplacement PP,a pour pro- 
jections 

udt, vdt, wdt, 


u,v, w désignant les projections de la vitesse du point matériel 


en P. Pour appliquer la théorie générale a ce cas, il faudrait donc 
faire 
u=udt, v=redt, w=ede. 


_ 684. Expressions des six fonctions caractéristiques. — En se 
reportant aux formules générales (14) et négligeant les carrés des 
dérivées partielles de u, v, w par rapport az, y, 3, on a 


i _ ou : os OY: _ Ow 
pophi oe ea 
po) 
: ow ov ou Ow 


PARAL _ ou ow ov. ou 
Wieesgpe mercer ie ge roe?) OP ag tay 


Dilatations linéaires en un point paralléles aux axes de 
coordonnées — En chaque point P(x, y, z), ces dilatations ont 
pour expressions (p. 248) 


Sp t+ 22; —41, So Vi+2te—1, $3 1+ 2e3—1. 


Mais actuellement ¢,, ¢2, ¢3 sont infiniment petits : en dévelop- 
pant par la formule du binome, ona 


=1+e,—te? +... 


et, négligeant les carrés, on trouve 
81 = &1, By = é2, 83 = €3. 


Les coefficients ¢,, €2, ¢; sont les coefficients des dilatations 
linéaires des éléments paralléles aux axes coordonnés. 


Dilatations angulaires, en un point, des angles ayant leurs 
cétés paralléles aux axes coordonnés. Glissements. — Nous 
avons vu, dans Je cas général, que, si l’on considére deux éléments 
linéaires ds et ds! issus de P parallelement aux axes Ox et Oy- 
les deux éléments déformés ds, et ds’, forment un angle «, défini 


par ; 


Y= Vit 26/1 Tp at; cos. 
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Hi P ae T 3 
Actuellement l’angle a, est infiniment peu différent de =? puisque 


cosa, est infiniment petit comme y,. On peut écrire alors, en déve- 
loppant en séries, 

VI-+ 2 =I-+egt+..., 

oes oN cig oes 


ey a3 m 1 T S 
cosa, = sin ape oe qa aeg an 2.3 Gace + 22g 


ou - —o, est infiniment petit. Portant dans la formule et négli- 


geant les termes du deuxiéme ordre, on a 


n 
Pe ureaeeenke 
Y 2 


On a ainsi une signification simple du coefficient y,. On obtient 
des expressions analogues pour v2 et y3. 

On appelle aussi ces quantités Yar Yao Ys les glissements paral- 
léles aux plans de coordonnées. 


Coefficient de dilatation cubique en un point. — Nous avons 
vu (n° 665) que ce coefficient est 


D—1, 


ot D désigne le déterminant (7). En développant ce déterminant 
et négligeant les carrés et les produits des dérivées partielles 
de u, Vv, W, ona 


ou ov Ow 


36° Qe see anh k 2 
Wo dx dy Os 


ce qu'on peut écrire actuellement 
0 = ey + €2+ 83} 


on voit que, dans une déformation infiniment petite, le coefficient 
de dilatation cubique en un point est la somme des trois coeffi- 
cients des dilatations linéaires paralléles aux axes de coordonnées 
au méme point, 
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685. Rotation en chaque point. Dilatations principales. — Nous 
avons vu que, dans une déformation quelconque, si |’on prend 
une petite région autour d’un point P, on peut la regarder comme 
soumise a une déformation homogéne et, par suite, représenter la 
déformation de cette petite région par une translation, suivie d’une 
rotation, suivie d’une déformation pure. 

Nous allons calculer les éléments de ces diverses transformations 
dans le cas d’une déformation infiniment petite. 

Prenons dans Je milieu, avant la déformation, un point quel- 
conque P de coordonnées zx, y, z et imaginons une région infini- 
ment petite (m) entourant ce point. La déformation fait corres- 
pondre au point P un certain point P,, et a la région (7m) une 
région déformée (m,) également infiniment petite et entourant le 
point P,. 

Prenons comme axes de coordonnées les paralléles Pz’, Py’, Pz’ 
aux axes primitifs menées par P : soient x’, y’, 2’ les coordonnées 
par rapport a ces nouveaux axes d’un point P’ du premier milieu 
pris dans (m), et x, y,, 2, les coordonnées de la nouvelle posi- 
tion P’, de ce point aprés la déformation. Comme nous avons vu, 
n° 681, la déformation homogéne tangente en P a la déformation 
donnée est définie par les formules (34) que nous écrivons 


wa Pia eee oR os DY 
4 Ox oy Oa” Fr 
(37) Nl et ey SOG ea 88S 
4 Jie: aoe, ay? caine 
: OW OW, 
Poy ed Se My agnts nov Ten? 


Actuellement les coefficients u, = ++ sont infiniment petits : 
il est alors aisé de mettre en évidence les éléments de la déforma- 
tion homogéne. 

Rappelons d’abord les formules qui donnent les projections du 
déplacement d’un point dans une rotation infiniment petite. 
Soient trois axes fixes Px’, Py’, Pz’ et un axe de rotation Pw 
issu de l’origine P. Imaginons un systéme invariable qui tourne 
d’un angle infiniment petit autour de cet axe : cette rotation peut 
étre décomposée en trois rotations é!émentaires d’angles p;, P2, Ps 
autour des axes Px’, Py’, Pz’. Calculons les projections du dépla- 


270 EQUILIBRE ET MOUVEMENT DES MILIEUX CONTINUS. 


cement infiniment petit P’P’ subi par un point du systéme, de 
coordonnées x’, y', 2’. Soient uy, Vi, W; les projections de ce 
déplacement. On peut toujours imaginer que la rotation consi- 
dérée ait lieu pendant un intervalle de temps d¢ : sa vitesse angu- 
laire est alors égale 4 langle de rotation divisé par dt et les vitesses 
angulaires p, q, r des rotations composantes sont 
Pi P2 Ps 

i = 4- aed r= =, 

(3) PT LE CARPE PRBS dt 

_ Les projections de la vitesse » du point P’ sont alors, d’aprés 
les formules élémentaires des rotations, , 


Decemeber) he Alen 2 Ea 
et les projections du déplacement P’ P", égal a 9 dl, sont les expres- 
sions précédentes multipliées par dé : on a ainsi, d’apres (38), 
Ur = p2s'— psy’,  Vi= Pst’ — pis’, Wi=pry'— pre’. 
Cela posé, dans les formules (37) qui définissent la déformation 


homogéne d'une région infiniment petite (m) entourant P, intro- 
duisons les notations 


= ial __ OV __ Ow 

| car AES’ eg = dy” eee 
neath ed I Ese soak zy eA ES tes 
\ Sian oy Oz” ka Foie age Pte 3 oe ay 
i Le OW dy _ ou ow ev ou. 
Pine oy az” Po 08 ox Ps Oe Oy? 


elles prennent la forme 
vi — w= U + pes’ — ppy' + ae + tysy' +t’, 
VY HV Pst pre + hse’ egy’ + ty’, 
34 SS wt py’ — Paw’ + Aya’ t+ lyyy' + 633’. 

Ces formules montrent que le déplacement infiniment petit PP 
qui améne le point P’ de l’entourage de P sur le point P) delen- . 
tourage de P,, est la somme géométrique ou résultante des trois 
déplacements suivants : 


1° Le déplacement de projections u, v, w; ce déplacement est 
une translation égale 4 PP, ; 
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2° Le déplacement de projections 
WS Pet — Psy,  Vi= Paw — pis, Wi = pry’ — pa’ 


ce déplacement provient d’une rotation élémentaire de compo- 
santes p,, P2, ps autour des axes Pz', Py’, Pa’; 
3° Le déplacement de projections 


U= 97'+fysy' +122, 
Ve= $30 + ey +irn2, 


Weer tiny + 232', 
qui dérive de la fonctron 
F = 3(6,2/2-+ eg y'%+ e33'2 + W'S +23 a' + y32'y'); 


ce déplacement provient d’une déformation pure dont les axes et 
les coefficients de dilatation principaux sont les axes de la qua- 
drique F = const. et les racines de l’équation en S correspon- 
dantes. Les axes de cette derniére quadrique F = const. coincident 
avec ceux de l’ellipsoide des dilatations au point P (n° 668) 


(1+ 26,;)@'2+ (1+ 229) y'2+ (1+ 283)3” 
+271 y'S' + 2Y23'L'4+ 2y32'y' =1. 


Ce fait est évident géométriquement : il résulte analytiquement 
de ce que cette derniére équation peut s’écrire 


gr y'2+ s24 oF =1,. 


Si donc on fait tourner les axes de coordonnées de facon a faire 
disparaitre les termes rectangles dans F’, on les fait aussi dispa- 
raitre daus l’ellipsoide des dilatations. 

Nous avons ainsi mis en évidence les trois éléments de la défor- 
mation homogéne d’une portion infiniment petite de matiére entou- 
rant le point P : translation, rotation, déformation pure. Comme 
nous l’avons dit, dans le cas général, cette rotation (py, P2; Ps) 
s’appelle rotation au point P, et cette déformation pure défor- 
mation pure au point P. 

686. Cas ot les rotations sont toutes nulles. Déformation lon- 


gitudinale. — Si les vecteurs PP, définissant la déformation dé- 
rivent d’une fonction de yecteurs, la rotation.au point P est nulle 
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et réciproquement. C’est la un théoréme général vrai pour une 
déformation quelconque (n° 682). On le vérifie aisément sur les 
formules actuelles, car les conditions 


sont précisément les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
udzx+vdy+wdz 


soit une différentielle totale exacte. On dit alors que la déforma- 
tion infiniment petite est longitudinale ou trrotationnelle. 


687. Cas ow la dilatation cubique est nulle en chaque point; 
déformation transversale. — Lorsqu’une déformation infiniment 
petite est telle que la dilatation cubique en chaque point est 
nulle, 


on dit que la déformation est transversale. 

Cette circonstance se présente, par exemple, dans la déforma- 
tion infiniment petite d’un liquide incompressible a température 
constante. 


688. Cas ot la déformation est nulle en chaque point. — Nous 
avons vu, dans le cas général, que, si les six coefficients caracté- 
ristiques €; el y; sont identiquement nuls, la transformation est 
un simple déplacement. C’est ce qu’il est aisé de vérifier dans le 
cas actuel. D’aprés les valeurs des ¢; et Yi pour une déformation 
infiniment petite, les €quations exprimant que €,,'€2, €3; ¥15 Yas Ys 
sont nuls s’écrivent 


nr, OES pa ee 
oe ore Ost 
OW 9, ON Care GO 2 OW ret ON aa Caras 
oy as ; Ozh Oe me eae | ee oe 


Différentions les équations du deuxiéme groupe respectivement 
par rapport a 7, vy, 2; nous aurons (‘) 


ew as OV are OP Take = OLN cd ev eu 
Ordy drag... dzdy ' dxdy ”? dzds dydz ”? 


(1) Poincare, Lecons sur l'Elasticite, p. 14. 
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d’ou l’on déduit 
Ou ey Ow 
Oy 02 03 0x Ox Oy 


Les relations 


“ou be eu 
five a ae oy 02 : 


montrent, la premiére que u ne dépend pas de x et la seconde 
que w est la somme d’une fonction de y et d’une fonction de z, 


u=fil(y) + 1(3); 
on trouve de méme 


Vv = fo(z) + 02(2), 


w = f3(£) + 93(y). 
L’équation 


donne alors 
93 (¥) + f(s) =0.. 


Mais, y et z étant indépendants, cette relation ne peut avoir lieu 
que si 
WY) Sk) = Pr 


pi désignant une constante. On a de méme 


0 (4)=—f'3(r) = Pr, 
oe (7) =— f(y) = psi 


en intégrant et portant les expressions trouvées pour f(y), 
0,(3),... dans u, V, W, ona 


Wi ae PPS Sa Pegs 
vo A,+ P3%¥ — Pi, 
w= Ag+ Pry — pr®, 


@,, 42, a, étant des constantes d’intégration. Ces formules défi- 
nissent un déplacement d’ensemble infiniment petit d un solide in- 
variable : translation (@,, a2, @) et rotation élémentaire (p,, P2, Ps)- 


682. Déformation a la fois longitudinale et transversale. — 
Pour qu’une déformation infiniment petite soit pure (ou longi- 
tudinale) en tous ses points, il faut et il suffit que la rotation soit 

A. — Ill. 18 
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nulle en chaque point, ou encore que les vecteurs U, V, W dé- 
rivent d’une fonction F 


Ay GN es oF << or 


(39) Wigs V; a Wie 


Pour qu’en méme temps lta dilatation cubique § soit nulle en 
chaque point (déformation transversale), il faut et il suffit que 


ou ov = Ow 
— + oS 


Remplacant u, v, w par leurs expressions, on voit qu'il faut et 
suflit que F(z, y, 2) vérifie ’équation de Laplace 


Fe ae ROG Ul Oe 
Gat ya, eee 


Cette circonstance ne peut pas se présenter pour un milieu 
limité parune surface S, silon suppose la déformation nulle a la 
surface : car, la fonction harmonique F étant finie ainsi que ses 
dérivées premiétes et secondes dans |’intérieur de S et les dé- 


ae oF oF , aF 
rivées —, —» — élant nulles sur la surface, — est nul sur la sur- 
Oz Oy 02 dn 


face et F constant dans Vintérieur (n° 594). Le déplacement (39) 
d’un point quelconque du milieu est alors nul. 


EXERCICES. 


1. Equations aux dérivées partielles cuxquelles satisfont les six fonctions 
€, et y; dans le cas d’une déformation infiniment petite. — I\ s’agit d’éliminer 
les trois fonctions u, v, entre les six équations (35) du n° 684. 


Solution. —- En introduisant comme fonctions auxiliaires les composantes p,, 
Py» P; Ve la rotation au point P, on a 


Jaya OBS Ou I 
ie &e Der mace ee APB eae 


7 * . A . 
En éliminant uw, v, w, on a neuf relations de ja forme 


dy 9 (44, p) 
Oy O@ gts Pa)? 


7) (ty me ain \ 
dz\o 3 P3 = Gy (get Pa): 
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Résolvant ces équations par rapport aux dérivées partielles de p,, Pp». Ps» 
ona 
LS aap is at 
Ox 2 OY 210% 


L’élimination de p,, p,, p; donne six équations dues a Barré de Saint-Venant : 


trois de la forme 
=(+ oe OG). (5 CATES 
2 ] Te VON0V 0z/ 


et trois de la forme 


(4 oe) =O (Sy _ 2 ot) 
0s \2 oy Ocean 2 y 


(voir le Mémoire Sur la Théorie de l’Elasticité, par MM. Cosserat, Annales 
de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. X, 1° Partie, p. 36). 


2. Déformation homogeéne. Extension simple. — On dit qu'une déformation 
homogéne est une extension simple quand toutes les droites paralléles 4 une cer- 
taine direction sont dilatées et que les droiles perpendiculaires restent invariables 
en Jongueur. On demande quelles conditions doivent remplir les quantités ¢,, &, 
3, Y10 Yo Y3, Telalives a une déformation homogéne (n* 675), pour que cette défor- 
mation soit une extensicn simple. 


Réponse. — Il faut et il suffit que dans Ja dilatation pure équivalente (n° 677) 
deux des coefficienv$ de dilatations principales soient nuls, par exemple A,=A,,=0, 
A,=A,,= 0, ou encore que dans l’équation en S, relative 4 |l’ellipsoide des dila- 
tations (n° 670), deux racines S, et S, soient égales a 1. 

On a ainsi les deux conditions 


Yi Hy? + Ys —— 4 lee, + €38,+ €, & 


hE oes + Vi Yo¥s — E1Y1 — &2Y3 -— S23 =% 


dont les premiers membres sont des invariants (n° 671). 
Le troisiéme coefficient de dilatation principale 4, mesure la grandeur e de 
cette extension simple. Comme dans l’équation en S du n° 670 on a en géné- 


ral 
S,4+58,+S8,= 3+ 2(¢e,+¢,+ &), 
on a actuellement 


C= hay 5, tS te ee) a 


(voir Love, A Treatise on the Mathematical Theory of Elasticity, t. I, p. 41, 
et MM. Cosserat, loc. cit., p. 27). 


3. Déformation homogéne. Glissement simple. — Une déformation homogéne. 
est un glissement simple quand tous les points dans un certain plan P restent 
dans ce plan en conservant leurs positions primitives, tandis que les points 
situés dans un plan quelconque Q, paralléle au premier, restent aussi dans leur 
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plan, mais y sont déplacés, parallélement & une direction D du plan P, de lon- 
gueurs proportionnelles a la distance du plan Q au plan P. 

Prenons le plan P pour plan des zy et la droite D pour axe des x. Dans les 
formules générales de la déformation homogéne (n° 675), on doit avoir Z,= 3; 
MSY) 

LH L+ 2, 


ou g est une constante qui mesure la grandeur du glissement simple. Les com- 
posantes de cette déformation sont 
€,= 0, &= 0, 2€,;= 2", 
Yi 228; Y2= 8; pean 


Formant léquation en S correspondante, on voit que 


$,+8,+8,=3+ 87, 
5,5,+5,5,+8,S5,—3(S,+S8,+58,)+6= 09, 
(S,—1) (S,—1)(S,—1) = 0. 


D’aprés les relations entre les coefficients et les racines d’une équation du troi- 
siéme degré, on a, en écrivant les équations précédentes, pour une déformation 
homogéne rapportée a des axes quelconques, les deux conditions 


2 2 iy ats 
he, £,£3-+ ¥pY2Ya— Yt — €213 — £373 = % 


Yi + 13 + Y3 — 4 (2984+ £38, + ©, 8) = 2(€,+ &,+ £5), 


qui expriment que la déformation est un glissement simple, et la formule 


‘ 


g=Vyoler é,-+ &,), 


qui donne la grandeur du glissement (/did.). 


4. Courbes correspondantes dans le milieu primitif 2t le milieu déformé. 
— Soient dans un milieu non déformé des courbes en nombre doublement infini, 
ayant pour équations différentielles 

dx 
(1) Sete > 


X Y Z 


' 


X, Y, Z étant des fonctions données de a, y, 5. Par la déformation du milieu, 
telle qu’elle est définie au n° 662, ces courbes se transforment en courbes ayant 
pour équations différentielles 


(a) dz, __ dy, _ dz, 


Démontrer que l’on a 


X,= A} ab el ah , 2 5 
Ox oy = 
(3) Y= (xB ey 4 Be), 
Ox oy Zz 
‘x Os 03 Oz 
Lv \ ee peed) 7 pee) 
| ih et Ox seh oy ee = 


A» élant uo facteur de proportionnalité quelconque. 
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Réciproquement, les conditions (3) sont suffisantes pour que les courbes (2) 
soient les transformées de (3) | voir Arve, Lignes gui se correspondent dans 
la déformation d’un milieu, extension des théorémes sur les tourbillons 
(Journ. de Math. de M. Jordan, fase. IL; 1899) |}. 


5. Trouver dans la déformation d’un milieu les lignes dont la longueur nest 
pas alteree par la déformation (K@nigs). 


6. Dans une transformation, ou dans une déformation finie quelconque, il y a 
en général un ou trois éléments linéaires infiniments petits partant dun point 
quelconque qui sont paralléles a leurs homologues. 


7. Parmi les déformations, dépouryucs de rotation, en existe-t-il pour lesquelles 
les faces du triédre principal relatif a chaque point de Vespace s’ordonnent sui— 
vant les plans tangents a trois familles de surfaces, qui seront nécessairement 
deux 4 deux rectangulaires ? (DarBoux, Proceedings of the London Mathema- 
tical Society, vol. XXXII, n° 733.) 


8. Déformations élastiques laissant invariables les longueurs d'une triple infinité 
de lignes droites (Kuxtes, Comptes rendus, t. CNLIV, 1903, p. 557). 
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CHAPITRE XXXIII. 


CINEMATIQUE DES MILIEUX CONTINUS. 


690. Objet du Chapitre. — Nous avons, dans le Chapitre précé- 
dent, étudié le déplacement et la déformation d’un milieu continu 
4 un point de vue purement géométrique, sans nous préoccuper 
des vitesses, des accélérations, etc., que prennent les points du 
milieu dans le déplacement et la déformation. Dans le Chapitre 
actuel, nous montrons comment l’on peut représenter, a chaque 
instant, l’état des vitesses et des accélérations des divers points du 
milieu continu en mouvement. 

Les résultats que nous obtiendrons s’appliqueront donc au 
mouvement d’un milieu continu quelconque, que ce soit un fluide 
visqueux ou non, un corps élastique, ou méme un corps solide. 

C’est Cauchy qui doit étre regardé comme Je fondateur de la 
cinématique des matiéres continues : Cauchy a montré que, par 
‘le seul fait de la continuité supposée & un milieu matériel en 
mouvement, de la continuité et de Vuniformité supposées aux 
vitesses de ses différents points, découlent dans la répartition des 
vitesses autour de chaque point des propriétés générales et rigou- 
reuses de la méme nature que celles qu’enseigne la théorie de la 
courbure des surfaces; elles se classent en deux espéces, comme 
nous l’avons déja montré dans le Chapitre précédent : celles qui’ 
se rapportent a la déformation et celles qui sé rapportent au 
déplacement dune particule fluide. C’est a cette occasion que 
Cauchy introduit la notion de la rotation moyenne en un point, 
qui est quelque chose comme la rotation instantanée de la parti- 
cule fluide entourant ce point. C’est cette rotation moyenne, intro- 
duite par Cauchy, que Helmholtz, dans ses belles recherches sur 
la théorie des tourbillons, a considérée sous le nom de tourbillon 


(Wirbel). 
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Cette notion de rotation moyenne joue un réle essentiel dans 
la démonstration que Cauchy a donnée d’un théoréme célébre de 
Lagrange, sur les cas ot il existe ce qu’on appelle un potentiel 
des vitesses. L’ensemble de ces travaux se trouve dans le Mémoire 
de Cauchy, présenté a l’Académie des Sciences de Paris en 1815 
et imprimé dans le Recueil des savants étrangers en 1825; ce 
Mémoire, intitulé : Théorie de la propagation des ondes & la 
surface d’un fluide pesant d’une profondeur indéfinie, est 
reproduit dans le premier Volume (1° série) des OF uvres com- 
plétes de Cauchy, imprimé chez Gauthier-Villars, en 1882 
(2° Partie, section premiére). 

Maisil y a plus; M. Maurice Lévy a remarqué (') que les équa- 
tions données par Cauchy, a cette occasion, renferment tous les 
éléments de la théorie des tourbillons et sont analogues a celles 
que Kirchhoff a employées plus tard, sans connaitre le Mémoire 
de Cauchy. — 

Les deux systémes principaux de variables employés dans 
Pétude du mouvement des milieux continus portent les noms de 
variables de Lagrange et variables d’ Euler, quoique Euler ait 
employé les deux systémes de variables en 1755 et 1757 et que 
Lagrange les ait également donnés tous deux dans sa Mécanique 
analytique (*). 


Nous exposerons successivement ces deux systeémes de variables. 


I. — VARIABLES DE LAGRANGE 


691. Définition. — Imaginons un milieu continu, par exemple 
un fluide, animé d’un mouvement continu. Un élément déter- 
miné dm da milien, dont les coordonnées sont 7, y, 3 a Vinstanté, 
occupait, a Vinstant initial £0, une certaine position (dm), de 
coordonnées a, 6, c. Dans le mouvement, I’élément considéré 
part de la position initiale (d:n)y, suit une certaine trajecloire et 


('!) Voir uo article de M. Maurice Levy : LHydrodynamique moderne et 
Uhypothése des actions a distance (Revue générale des Sciences pures et 
appliquées, 15 décembre 1890). 

Voir égalemeot un excellent travail historique de M. Brillouin, publié dans les 
Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse en 1885. 

(7) Maurice Lévy, loc. cit. 
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se trouve, a V’instant ¢, dans la position dm sur cette trajectoire : 
un autre élément partira de méme d’une autre position initiale, 
suivra une autre trajectoire et se trouvera a |’jnstant ¢ dans une 
cerlaine position sur cette trajectoire. De cette fagon, si l’on con- 
sidére ensemble des éléments (dm), du milieu a Pinstant ¢= 0, 
ils occupent une certaine région continue Rp» de l’espace : ces 
éléments se mettent en mouvement d’une maniére continue et, a 
Vinstant ¢, ils occupent des positions dm situées dans une cerlaine 
région continue &, 

Les coordonnées x, y, 5 de chaque élément dm a l’instant ¢ 
sont des fonctions uniformes el continues de ses coordonnées 
initiales a, 6, c et du temps ¢ : 


(1) # =fi(a, 6, c, t), Ne = fi(a, b, c, t), & =fe(a, O56; .£)5 


fonctions qui se réduisent respectivement a a, b,c pour ¢=o. 

Les variables indépendantes choisies par Lagrange sont les 
quatre quantités a, b, ¢, ¢. 

On voit que, par le fait méme du mouvement d’un milieu con- 
tinu et en particulier d’un fluide, se trouve réalisée la déformation 
continue d'une certaine région continue Ay de lespace, occupée 
par le fluide a l’instant initial, en une autre région R occupée par 
le fluide a Vinstant ¢. Cette déformation rentre dans celles qui ont 
été étudiées en détail dans le Chapitre précédent, et l’on pourra 
lui appliquer tout ce que nous avons dit dans ce Chapitre. 

Par exemple, si de l’eau, primitivement en équilibre dans un 
réservoir, se met en mouvement a l’instant ¢=o par suite de 
ouverture d’un robinet, la région Ry sera constituée par la partie 
du réservoir occupée primitivement par leau, et la région & par 
la partie de l’espace ot se trouve l’eau au temps ¢. Dans cet 
exemple le milieu continu part du repos: c’est 14 une circonstance 

-particuliére. 

En général, 4 l'instant ¢ = 0, les éléments fluides occupent une 
certaine région KR, et possedent des vitesses initiales déterminées : 
on peut d’ailleurs considérer comme instant initial un instant 
quelconque du mouvement. 


692. Vitesse d’un élément. — Soient W la vitesse d’un élé- 
ment dm de coordonnées 2, y, 3 4 Vinstant é, wu, ¢, « les projec- 
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tion: de cette vitesse sur les axes : d’aprés les formules (1) qui 
permettent de suivre chaque élément dans son mouvement, on a 
évidemment 


(2) dx f ay Zz dz 


i= — os 
dt’ dt’: 
les dérivées étant prises en regardant a, b, c comme constants, 
? x = s a wea 
c’est-a-dire en suivant l’élément dans son mouvement. 


693. Accélération d’un élément. — Les projections de Vaccélé- 
ration J du méme élément sont 


; du daa dey dy dw ad2z 
3 = —_—_ = —_ 5 i — -=— or a 
So) Je at dt? Jy dt at?’ J: t ae 


694. Equation de continuité. — Appelons py la densité de l’élé- 
ment(dm), de coordonnées a, 6, ¢ 4 linstant initial ¢ =o. et 6 la 
densité du méme élément dm de coordonnées x, y, 24 Vinstant ¢. 
En écrivant que la masse de cet élément ne change pas, on obtient 
comme dans Je Chapitre précédent l’équation de continuité 
(n° 664). Il suffit pour appliquer cette équation au cas actuel d’y 


remplacer x, y, 2 para, b,c et x,, yy, 3, par x, y, 3. Ona ainsi, 
en posant . 


Ox Ox O02 
da 0b oc 
Oy oy dy 
fA — ——— a ee 
(4) ee an Sm oe. | 
02 Oz S 
0a 0b 0c 
Péquation de continuité 
(5) 2D = po. 


II. — VARIABLES D’EULER. 


695. Définition. — Considérons, dans l’espace oti se meut le 
milieu continu, un point géométrique déterminé P de coordon- 
nées «, y, 3. A V’instant ¢, il passe en ce point un élément dm du 
milieu qui posséde une vitesse déterminée W. Lorsque ¢€ est 
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donné, la vitesse’ W est bien définie en chaque point P(z, y, 2); 
ses projections uw, #, w sont donc des fonctions uniformes de z, y, z. 

Inversement, quand x, vy, z sont donnés, c’est-a-dire quand on 
fixe son attention sur un point géométrique donné P, a chaque 
instant ¢ il passe par ce point un nouvel élément matériel qui pos- 
séde une vitesse W, variable avec ¢; Jes projections u, v, w du 
vecteur W sont donc aussi des fonctions de t. En définitive wu, 
e, w sont des fonctions des quatre variables indépendantes zx, 
y, %, t. Ces quatre variables sont les variables indépendantes 
choisies par Euler. 

Si l’on connaissait u, 9, # en fonction des quatre variables 
indépendantes x, y, z, t, on connaitrait, 4 chaque instant, la dis- 
tribution des vitesses aux divers points de la masse continue en 
mouvement. 


696. Projections de l’accélération d’un élément. — Nous obtien- 
drons ces projections en nous reportant a la définition méme de 
Paccélération d’un point mobile 

Pour mettre les variables en évidenee nous représenterons par 


(6) w= Uu(a, vy. 2, t), Oa OCLs Vane Sle Ww CT ys S50) 


les projections sur les axes de la vitesse W de !’élément dm qui, 
al instant ¢, passe au point géométrique P(z, y, z). Suivons cet 
élément dans son mouvement. 

A Vinstant ¢,=¢-+ dé, il s’est avancé sur sa trajectoire d’une 
longueur W d¢ et est arrivé dans une position P, de coordonnées 


Y= x+ udt, N=yredt, j= 3+ at. 


D’aprés les formules générales (6), la vitesse (W,) que posséde 
le méme élément dans sa nouvelle position a |’instant ¢, a pour 
projections 


(W,) Wy = U( 1, V1, Bi ey 
ou encore 


w= uix+udt,y+eodt,z+wdt, t+ at), 
12 o(7@+udt,y+vdt, z+. dt, t+ dt), 
w= w(a+udt, y+odt,z+wdt,t+dt). 
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Les projections de l’accélération de élément dm sont alors 


u;— Uu P,— VP ' Wy 
J ! FEL Jia Ni i bess bier 
ca) ee dt at 


Or u, — west la différentielle de u(x, y, 2, t) quand z, y, z, ¢ 
croissent respectivement de u dt, v dt, wdt, dt: 


Ou Ou Ou Ou 
—u= —udt+ — noe peer el fe 
ee ae ri eS Sa w dt + cy, dt; 


on a de méme ¢, — v, w,— , et les projections de l’accélération 
sont 


= Ee A ay ha ORS Okie 

Ox oy 0% ot 

(7) We ey Cee 
4 nom oy Oz ot 
Fe ee 

i ox Oy 02 Ot 


697. Autre méthode : dérivée prise par rapport au temps en 
suivant un élément dans son mouvement. — On peut présenter le 
calcul précédent d’une autre maniére. Suivons un élément le long 
de sa trajectoire; les coordonnées x, y, 2 de cet élément deviennent 
des fonctions déterminées du temps 


z=f(t), y=filt), 2=f2(t), 
et pe Lathan eahie” Waks : es oe 
dont les dérivées are a 7 par rapport 4 ¢ sont précisément les. 
projections u, v, de la vitesse de l'élément considéré. Or ces 


projections sont, par hypothése, données en fonction du temps 
par les formules (6) 


‘ 


Tegel (Tey eb) 


eee 


ob Z, y, 3 seraient remplacés par les fonctions f(t), fi(t), fol(¢) : 
dés lors, la projection de l’accélération de l’élément sur Paxe 


des x est 
J AU TNOULA MOLaay. Re du dz ee Ou 
aoe Oral ay dt dg dt Ot 
c’est-a-dire 
j Ou Ou a Ou Sake Ou 
x= ae b-- oy 9 4 yi Ot 
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On retrouve ainsi les expressions Jz, Jy, Jz données plus haut. 

On peut résumer ce qui précéde en disant que J, est la dérivée 
de u prise par rapport au temps, en suivant.un élément maté- 
riel dans son mouvement. 

Nous emploierons cette locution dans les cas analogues. Ains1, 
étant donnée une fonction o(2, y, 2, ¢) des variables d’Euler, on 
pourra en prendre la dérivée par rapport a ¢ en regardant x, y, 3 
comme constants; nous désignerons cette dérivée partielle par a 
Mais on pourra aussi prendre la dérivée de © par rapport au temps 
en y regardant x, y, 3 comme les coordonnées d’un élément maté- 
riel dm suivi dans son mouvement, c’est-a-dire comme certaines 
fonctions du temps. Ce nouveau genre de dérivée, que nous dési- 


dg 


gnerons par 77> 2 


\ pour expression 


AG AG AR OP LEK, OP KeS ve 
dt” ox dt ody dt oz dt ot’ 


c’est-a-dire 


i 


698. Résumé des notations pour les dérivées. — Dans les équa- 
tions figurent, comme nous venons de le voir, deux espéces de 
dérivées par rapport au temps. Si une fonction 9 est exprimée 
en 2, ¥, 3, ¢, la dérivée partielle prise par rapport 4 ¢ en regar- 


MESS 0 
dant x,y, 2 comme. constants sera désignée par = avec un 0 de 


ronde; si au contraire on considére x, vy, 3 comme les coor- 
données d’un élément fluide, o devient une fonction du temps 
par lintermédiaire de x, y, 5 et la dérivée de © par rapport au 
temps, prise en suivant la molécule dans son mouvement, sera 
désignée par os Co igeennd genre de dérivées par rapport au 
dt 
temps est celui qu'on prend dans le syste¢me de Lagrange, en con- 
sidérant a, 6, c comme constants : en effet, les coordonnées d’un 
élément fluide sont données en fonction de ¢ par les formules (1), 
ou @, 6, ¢ sont des constantes; si donc on veut prendre la dérivée 
de 9 par rapport & ¢ en suivant l’élément, il faut regarder ) 
comme une fonction de a, 6, c, ¢ par V'intermédiaire de x, y, 5 et 
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prendre la dérivée par rapport & ¢, en regardant a, b, ¢ comme 
constants. 


699. Equation de continuité. — A l’instant ¢, les divers points 
du milieu en mouvement occupent des positions P(x, y, z); 4 
Pinstant ¢ + dé¢ chaque point s’est avancé dans le sens de sa vi- 
tesse W d’une longueur égale & W dt : les coordonnées x, ¥1, 2 
de la nouvelle position du point qui était en x, y, 3 sont donc 


(8)- r=2+udt, MN=Y +0 dt, S=3+wdl. 


Ces formules montrent que dans l’espace de temps dé, le milieu 
a subi une déformation infiniment petite (n° 683) dont les com- 
posantes suivant les axes sont \ 


= 2 at, v=vedt, w=edt. 


Le coefficient de dilatation cubique, dans cette déformation 
infiniment petite, a pour valeur en chaque point (n° 684) 
ee. eee ee 
ou dv ow 
0 = — a hs 
(9) d+ a) 


Cela posé, considérons autour d’un point P(a, y, z) un élément 
matériel infiniment petit dm de volume 7: la masse de cet élément 
est ot, op étant la densité en P, densité qui est fonction de z, 9’, 3, ¢. 

La masse de cet élément étant invariable, sa différentielle pen- 
dant le temps dt prise en suivant l’élément dans son mouve- 
ment est nulle. On a ainsi, en annulant la différentielle du pro- 
duit o7,, 

= tdt+pdt=o; 
mais sl est le coefficient de dilatation cubique §au point P: la 
v A \ ‘ 


relation ci-dessus devient donc 


do du ov ow : 
(10) an TP de Oh OF =0; 


c’est la l’équation de continuité dans laquelle ~ désigne la dérivée 
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de p prise en suivant un élément fluide dans son mouvement 
(n° 697), de sorte que, en explicitant, on a 


Aa 0020 5 8, 


ary, 
Remplacant & par cette expression dans (10), on peut écrire 
cette équation sous une autre forme : 


do O(pu) Ope) dO(pw) _ 
oy Ua midge et Oy. se eae 

Cas d’un liguide incompressible. — Dans le cas d’un liquide 
incompressible a température constante, 0 est constant et l’équa- 


tion de continuité s’écrit 


ou Ov Bre Ow F 
vay Ox cB: oy Gat 
elle exprime que le coefficient de dilatation cubique est nul en 


chaque point a chaque instant. 


700. Flux de matiére 4 travers une portion de surface S pendant 
le temps dt. — Tragons dans le milieu une surface géométrique 
fixe S,non matérielle, et cherchons quelle est la masse de matiére 
qui traverse cette surface de l’instant ¢ a Vinstant ¢-+ d¢ dans un 
sens déterminé. Soient P un point quelconque de la surface, PN la 
normale menée a la surface en ce point dans le sens considéré 
eta, 8, y les cosinus directeurs de cette normale (fig. 327). Pre- 


Fig. 327. 


nons un élément superficiel infiniment petit do entourant B: 
appelons W la vitesse de |’élément matériel qui se trouve a Pin: 
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stant ¢en P, W, sa projection sur la normale PN : 
(13) Wr=au+ bo+yo. 


Au bout du temps dé, les éléments matériels placés 4 Vinstant ¢ 
sur do se sont avancés de W dé dans la direction W, de sorte 
que le volume de la matiére qui, pendant le temps dé, a traversé 
Pélément do est un cylindre oblique de base do et d’aréte laté- 
rale Wdé: la hauteur de ce cylindre est W, dt et son vo- 
lume dsW,, dt. La masse qui a traversé do pendant le temps dé 


est donc 
eo W,, ds at, 


Quand W,, est positif, cette expression est positive (cas de la 
fig. 327); si Wy, était négatif, celle expression serait négative, 
mais alors la maliére aurait traversé |’élément do dans le sens 
opposé a celui quia été choist. On peut done dire que p W,, do dé 
est la valeur algébrique de la masse qui a traversé l’élément de, 
dans le sens PN. En appliquant ces considérations a chaque élé- 
ment do de la surface S, on voit que la valeur algébrique dM de 
la masse totale qui traverse S pendant le temps dé dans le sens 


dm = de ff pWads, 
Ss 


Vintégrale étant étendue a la surface S. Cette formule donne ce 
quwon appelle le flux de matiére a travers S pendant le 
temps @é, dans le sens PN. Remplacant W, par son expres- 
sion (13) au + By + yo, ona 


(14) dM = di ff eau Bow rw) ds. 
J ds 


positif choisi est 


Il est évident que le flux & travers la méme surface, pendant le 
méme temps dé, dans le sens contraire ou sens négatif, est égal 
el de signe contraire : il est donc 


—dt f f p(au+ Be + yw)ds. 
wy eS 


Application. — On peut déduire de la une autre demonstra- 
tion de l’équation de continuité. Considérons dans le milieu en 
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mouvement une surface géométrique fermée fixe S et soient PN 
la normale extérieure a cette surface, a, 8, 7 les cosinus directeurs 
de cette normale. Nous allons évaluer de deux facons différentes 
l'accroissement algébrique dM que subit pendant le temps dé la 
masse totale de matiére M contenue dans la surface S 

Une premiére expression de cet accroissement est précisément 
le flux de matiére a travers la surface S, de |’extérieur vers l’inté- 
rieur, c’est-a-dire dans le sens, opposé a PN. On a done 


M=—de ff o(au+ Bo +1w) de. 
Wiis) 


D’autre part, si l’on appelle V le volume limité par la surface S 
et dt un élément de ce volume, la masse totale contenue dans S a 


Pinstant ¢ est 
M = dil fag dx, 
J fe 


Vintégrale étant étendue au volume V. Cette masse M varie avec ¢ 
parce que, en chaque point déterminé x, 7, 2, ¢ est une fonction 


; 4 , 
de £: pendant le temps dé, 9 subit Vaccroissement < dt: ona donc 


pour M l’accroissement 


amd f ff Buz 
Ma Pie a 


Egalant ces deux expressions de dM et supprimant le facteur dé, 
on a l’équation . 


te) 
Aya sf [auf co +vow)ds=o, 


L’intégrale double se transforme par la formule de Green 


(n° 533) 


f forrncrmdn ff [ (E+ Mos 


Aprés cette transformation, on a, en réunissant les deux termes 
sous un méme oe dintégration, 


(15) 


4 ee Sateen o ete) dt =0 
Oy Os yh ey 
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Cette intégrale est étendue au volume V limité par la surface S 
tracée arbitrairement dans le fluide : elle doit étre nulle guel que 
soit ce volume, ce qui exige que l’élément placé sous le signe 
d’intégration soit identiquement nul; on a ainsi l’équation de 
continuité sous la forme 


Op _ A(pu) | Ape) | A(ow) _ 
OL sdk Sayre Ogee 


oO. 


701. Comparaison des deux équations de continuité. — L’équa- 
tion de continuité dans la méthode de Lagrange est ‘ 


eD =p, 


D étant le déterminant considéré au n° 694. Dans cette équa- 
tion p, x, y, 2 sont considérés comme fonctions de a, b, ¢, ¢; 
Oo» est indépendant de ¢. L’équation exprime donc que oD est 
indépendant de ¢; on pourrait exprimer ce fait en €crivant que la 
dérivée de oD par rapport 4¢ est nulle. La nouvelle équation que 
Yon obtiendrait ainsi est précisément |’équation de continuité dans 
le systéme des variables d’Euler. En effet, soit dm un élément 
matériel qui, a linstant initial ¢= 0, a pour volume 7» et pour 
densité 09; ce méme élément, a l’instant ¢, possede un volume + 
et une densité 0, et l’ona 


OT = PoTo; 


en comparant avec |’équation de continuité de Lagrange, on voit 
que 

Tv 

D=-—; 

To 
par conséquent, si l’on égale a zéro la dérivée de oD par rapport 
au temps, on obtient la méme équation qu’en égalant a zéro la 
dérivée de et; or c’est précisément ce que nous avons fait plus haut 
pour obtenir |’équation de continuité d’Enuler (n° 699). 


702. Passage d’un des systémes de variables 4 l’autre. — Si, 
dans le mouvement d’un milieu continu, on connait les coor- 
données d’un élément quelconque & l’instant ¢ en fonction de ses 


0 
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coordonnées tnitiales a, 6, c et du temps : 
x =f (a, b, Cc; t), 
(1) ¥ =Sfila, 6, ¢, t), 
Zieh idan OniCwat) 


il est facilé d’en déduire les expressions de u, », s en fonction 
de x, y, 2 et t. Pour cela, on écrira 


u = fi (4, b, 3; t), 
e =Sfirla, b, c, t), 
Ge = fola, b,c, t), 


(2) 


PS 


les seconds membres. désignant les dérivées de f, /,, fo par rapport 
a ¢. Eo tirant a, 6, c¢ des équations (1) pour les porter dans les 
expressions (2), on aura u, , wen fonction de z, y, 4, ¢. 

Pour passer inversement des variables d’Euler a celles de 
Lagrange, il faut intégrer un systéme d’équations différentielles 


du premier ordre, de facon a déterminer les trajectoires. 


Trajectoires des éléments matériels dans le systeme d’ Euler. 
— Supposons que !’on connaisse, dans le mouvement d’un fluide, 
u, 9, w en fonction de x, 7, 2, ¢t, fonctions que nous appellerons 
u(x, y, %, t), .... Proposons-nous de trouver les trajectoires des 
divers éléments matériels du milieu continu. Le long d’une tra 
jectoire, les coordonnées x, y, 5 d’un élément dm suivi dans son 


; f : dx dy dz 

mouvement sont des fonctions de t, dontles dérivées —, 2 , = 

: dt dt dt 

les projections wu, », w de la vitesse de |’élément; on a donc les 
équations 


sont 


dx 
at =H UR, Y, Sat); 
d ; 

(16) ar =e (9, 2 t), 
dz 
an = (2, 7, 3, £)s 


Ces équations sont trois équations différentielles du premier 
ordre définissant x2, 7, 3 en fonction du temps et de trois constantes 
arbitraires qui seront, pour fixer les idées. les valeurs a, b, ¢ 
de x, y, 5 pour ¢=o0. On aura ainsi, par Vintégration de ces 
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equations, 


@ =f (a; b,c, t), = fi (an, e9 £), Bite (AMOwCaAt), 


; : 
et l’on sera revenu aux variables de Lagrange. 


703. Lignes de courant ou de flux a un instant. 
variables d’Euler. A V’instant ¢, ’élément dm qui passe au point 
P(.c, ¥, 3) a une vitesse W dont les projections u, ¢, j™ sont 
fonctions de x, y; 3, ¢. L’ensemble de ces vitesses au temps ¢ 
forme ainsi un champ de vecteurs. 

On appelle lignes de courant ou HO de flux aVinstant t 
les lignes de vecteurs de ce champ, c’est-a-dire les lignes telles 


que la tangente, en chacun de leurs points P, soit le vecteur cor- 
respondant W. 


Ces lignes ont pour équations différentielles les équations 


AL EEE UY IRNOE 
(17) SSO ea thd a 


dans lesquelles t a une valeur numérique correspondant a 
Vinstant considéré. L’intégration de ces équations donne un 
systéme de courbes dont les équations sous forme finie 


(27, y, By, ty =C, P, (2%, y, 4) t)= CQ, 


contiennent deux constantes arbitraires C et G, et la lettre ¢ qui 
est supposée avoir une valeur déterminée. Ces lignes varient avec 
Vinstant considéré ¢. 


Les lignes de courant sont distinctes des trajectoires. — En 
effet, les trajectoires sont définies par les équations différen- 
tielles (16), od ¢ est variable, tandis que les lignes de courant a 
un instant ¢ sont définies par les équations (17), ol ¢a une valeur 
numérique. déterminée. —- 

Ainsi, pour prendre un exemple tout & fait élémentaire, imagi- 
nons un corps solide en mouvement. C’est 1a un milieu contina 
en mouvement; seulement ce mouvement a lieu sans déformation. 
Les trajectoires sont les courbes suivies par les divers points 
matériels du corps, courbes qui peuvent étre de natures trés 
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diverses suivant le mouvement du corps solide. Mais cherchons 
les lignes de courant A un instant ¢; nous allons voir que ce sont 
des Aélices. En elfet a V’instant ¢, état des vitesses W des divers 
points du solide est le méme que si ce solide était animé d’un 
certain mouvement hélicoidal appelé mouvement hélicoidal 
tangent (Chapitre IL). Chaque vecteur W est donc tangent en 
son point d’application a I’hélice que décrirait ce pomt dans le 
mouvement hélicoidal tangent; les courbes auxquelles les vec- 
teurs W sont tangents, en leurs points d’application, sont donc 
des hélices. C’est ce qu’il serait aisé de vérifier analytiquement 


d’aprés les formules 


B+rx— pz, 
w=y+ py — qe, 


< 
I 


| Ui 6-95 —Ty, 
(18) 


gui donnent les projections, sur les axes fixes Oxyz, de la 
vitesse W d’un point P(z, vy, s) d’un corps solide, 4, 8, y, Pp, g,7 
étant des fonctions du temps ¢ (Chapitre II). 

ll est cependant un cas particulier ou les lignes de courant se 
confondent avec les trajectoires : c’est le cas du mouvement 
permanent. 


704. Mouvement permanent au point de vue cinématique. — On 
dit que le mouvement est permanent quand le champ de vecteurs 
représentant l'état des vitesses du milieu 4 un instant quelconque ¢ 
reste le méme quel que soit t. Pour quwil en soit ainsi, il faut et 
il suffit que les projections uw, ¢, w de la vitesse de ]’élément qui, 
a instant ¢, passe au point 2, y, 5 soient indépendantes de t. 
Dans ce cas, u, », w dépendent uniquement de a, y, 5. Par 
exemple, dans un jet d'eau alimenté d’une facon réguliére, si Pon 
porte son attention sur un point géométrique déterminé P choisi 
dans le jet, la vitesse de l’élément fluide qui passe en ce point est 
toujours la méme : A'chaque instant, un nouvel élément passe en P, 
mais il y passe constamment avec la méme vitesse; le mouvement 
est permanent. 

Dans ce cas, les lignes de courant a un instant quelconque se 
confondent avec les trajectoires, car, u,v, ne contenant pas ¢, 
Jes équations différentielles (16) des trajectoires peuvent étre 
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débarrassées du temps et étre écrites 


dx aes dy ge dz : 
u(Z, we) &) a O(a, ¥, &) S w(x, V; 2)’ 


elles sont identiques a celles des lignes de courant (17). 

Dans le cas général, quand le mouvement n'est pas permanent, 
les trajectoires forment un systéme de courbes dont les équations 
dépendent de trois constantes arbitraires,a savoir les coordonnées 
initiales a, b, c des divers points Py du fluide; c’est ce qu’on appelle 
un systéme triplement infini de courbes. Mais, lorsque le mouve- 
ment est permanent, les trajectoires se confondent avec les lignes 
de courant, et leurs équations ne dépendent plus que de deux 
constantes arbitraires; elles forment un systéme de courbes 
doublement infini. Cela tient a4 ce qu’une méme trajectoire est 
alors suivie par une infinité simple de points matériels, car les 
points qui, 4 un cerlain instant, se trouvent sur une trajectoire 
déterminée, suivent tous celte trajectoire. 

Nous avons pris tout a |’heure, comme exemple, un corps solide 
en mouvement; le mouvement d'un corps solide est permanent 
quand c’est le mouvement d’une vis dans un écrou fixe; tous les 
points du corps décrivent alors des hélices de méme pas qui se 
confondent avec les lignes de courant. Au point de vue analytique, 
le mouvement d’un corps solide est permanent quand les valeurs 
de u, v, sv données par les formules (18) sont indépendantes de ¢, 
c’est-a-dire quand a, 8, y, p, 7, 7 sont des constantes. 

Nous reviendrons sur la question du mouvement permanent 
dans la dynamique des milieux continus. 


705. Rotation moyenne ou tourbillon en un point, 4 un instant. 
— En adoptant les variables d’Euler, on appelle rotation moyenne 
en un point P a J’instant ¢, ou encore tourbillon au point P a 
Pinstant ¢, le vecteur 2 ayant pour origine le point P et pour pro- 
jections sur les axes les quantités §, y, § définies par les formules 


—_ —_—_ — SS 2 Fa 
(19) ese ay 03” ee. dag as OL an Oy, 


Les vitesses W(u, v, ) a Vinstant ¢ forment un champ de 
vecteurs appliqués aux divers points P pris dans la masse fluide ; 
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Jes vecteurs tourbillons Q forment, au méme instant, un nouveau 
champ de vecteurs que nous avons déja considéré d’une maniére 
générale dans le premier Chapitre de ce Volume. 

Voici la raison de cette dénomination de rotation moyenne ou 
tourbillon donnée au vecteur Q. 

Considérons la déformation infiniment petite par laquelle on 
passe, des positions des points du milieu a l’instant ¢, aux posi- 
tions des mémes points a l’instant ¢, = ¢ + dt. Si x, y, sont les 
coordonnées d’un point du milieu placé en P a |’instant ¢, ce méme 
point matériel a l’instant ¢,-=¢-+ dt occupe une position infini- 
ment voisine P, de coordonnées 


t=xe+u dt, 
yi=yY +e dt, 
B= 2+ dt. 


Ces formules définissent une déformation infiniment petite du 
systéme des points P dans le systéme des points P, : les fonctions 
u, V, w définissant cette déformation (n° 683) sont ici 


(20) u=udt, We =10 ae, w= dl, 


D’aprés ce que nous avons vu dans |’étude d’une déformation 
infiniment petite, si l’on prend un élément fluide dm entourant 
le point P a Pinstant ¢, cet élément, 4 Vinstant ¢,—= t + dt, prend 
une nouvelle forme et une nouvelle position dm, entourant P,, et 
l'on peut paser de dm a dm,, en faisant subir & dm : 


1° Une translation PP, ; 

2° Une rotation élémentaire effectuée autour d’un axe Pw issu 
de P et obtenue en faisant tourner I’élément des angles irfiniment 
petils 


OY de PRA so Cane OA ee Si! 
P= a\oy da’ Po Nd Or)’ Pas \on dy 


autour des paralléles aux axes issues de P; 
3° Une déformation pure, composée de trois dilatations rectan- 
gulaires suivant les trois directions principales en P. 


Dans le cas actuel, d’aprés les valeurs (20) de u, v, w, les angles 
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élémentaires de rotation p,, P2, Ps sont 


0 J 
piai(Se— ) at, 


2\dy — dz 

ou ow 

21) ‘ cog See es, Soe 
ON i 2\ dz om) a 


ne Top du 4 
eae S =e) i 


Comme ces diverses transformations, dont est composée la 
transformation totale, se font dans le temps dé, on peut dire que 
élément dm posséde & Vinstant ¢ : 


1° Une vitesse de translation égale a la grandeur PP, de la 
translation divisée par df, c’est-a-dire & W(u, °, w); 

2° Une vitesse angulatre de rotation PQ dont les composantes 
suivant les axes sont les angles élémentaires de rotation py, Po, Ps 
divisés par dt, c’est-a-dire, d’aprés (21), les quantités 


1 (Ow ov 1/du ow 1 / ov au 

Ae ts 53) Ate ey i)” a Mae * 5) 
ou encore §, y, C; 

3° Une vitesse de déformation caractérisée par trois vitesses de 

dilatation rectangulaires dirigées suivant les directions principales 
en P, et égales aux quotients des coefficients de dilatation princi- 
paux par dé; nous ne calculerons pas actuellement ces derniéres 
vitesses. (Voir aux Exercices.) 


Ces considérations justifient les noms de rotation moyenne au 
point P a Vinstant t ou de vecteur tourbillon en P donnés au 
vecteur PQ de projection &, », ¢. 

Nous appliquerons plus loin ces résultats au mouvement des 
fluides. Prenons ici, comme exemple élémentaire, le cas d’un corps 
solide en mouvement. Alors, le vecteur tourbillon en chaque 
point a Vinstant t est égal a la rotation instantanee du corps. 
Cela résulte de ce qu’un élément dm du corps a l’instant ¢ peut 
étre amené dans sa nouvelle position dm, a Vinstant ¢-+ dt par 
une translation suiyie d’une rotation égale a la rotation instan- 
tanée. Analytiquement, les formules (18) qui donnent les projec- 
tions, sur les axes, de la vitesse d’un point z, y, 3 d’un corps solide 
montrent également: que le vecteur tourbillon (§, n, $) en chaque 
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point est égal a Ja rotation instantanée (p, q; r). On a, en effet, 
d’aprés ces formules, 


dot 
on trouve de méme 


706. Définition cinématique et définition mécanique du tour- 
billon en un point. — 1° Définition cinématique de M. Boussinesq. 
— La rotation PQ est Ja rotation instantanée du triédre trirec- 
tangle fluide formé par les directions principales en P; cela résulte 
de ce que la translation PP, et Ja rotation élémentaire de compo- 
santes P;, Po, Ps ont pour effet d’amener les trois éléments fluides 


dirigés suivant les trois directions principales rectangulaires en P 
sur trois directions rectangulaires en P,. 


Deéfinition mécanique du tourbillon en un point d’aprés 
Stokes. — Soit un point P(z, vy, z) a instant ¢ : considérons la _ 
portion de matiére contenue dans une sphére infiniment petite s 
de centre P et supposons qu’a l’instant ¢ toute la matiére exté- 
rieure a cette sphére soit anéantiec et la matiére intérieure brus- 
quement solidifiée. Alors, la rotation instantanée initiale que 
prendra cette sphére solide sera précisément le tourbillon au 
point considéré. [Sroxes, On the friction of fluids in motion 
(Transactions of the Cambridge Philosophical Society, 
Vol. VIII).] 

En effet, soient, avant la solidification, u, », # les projections 
de la vitesse du point matériel placé en P(z, y, z) et wu’, o', w! 
celles de la vitesse d’un point infiniment voisin P’ de coordonnées 
x+2', y+ y', s+’, les quantités infiniment petites 2’, y’, 3’ 
étant les coordonnées de P’ par rapport a des axes Pa’, Py’, P2! 
menés par P parallélement aux axes fixes. On aura 


wmeu(rte’,y+y', s+’, t), 


c’est-a-dire, en développant par la formule de Taylor et se bornant 
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aux termes du premier ordre 
hanes Ou 

fee eae 
cae 


(22) 


| ! ee 
ase So ae ane on 


Soient, d’autre part, immédiatement aprés la solidification, 
U1, %1, &, les projections de la vitesse du centre P de la sphére 
solide s et p, g, r les composantes de Ja rotation instantanée de 
cette sphére; les projections wu’, «',, «’, de la vitesse du point de 
cette sphére qui est en P’ sont 


f 


uy =u +gq2'—ry', 
(23) o =e +ra’— ps’, 
! : , on 

», P_ SHO py —qe. 


Au moment out la solidification a lieu, le milieu extérieur étant 
supprimé, des percussions se produisent entre les divers potnts 
matériels qui constituent la sphére. Mais ces percussions sont 
toutes intérieures a la sphere. 

Or on sait que, si un systéme matériel subit des percussions 
intérieures, la somme des projections des quantités de mouvement 
sur un axe est la méme apres et avant la percussion, ainfsi que la 
somme des moments des quantités de mouvement par rapport a un 
axe. Appliquons ces théoremes a la sphére infiniment petite s en 
remarquant que cetle sphére étant homogéne et ayant pour densité 
la densité en P, on a, par raison de symétrie, 


(GBri72\ 7a —— 70 =? eae 1 0, 
(24) Ley 2 Dns a= Sa 7 = 0, 
Ime? =Imy? =imsz? =MB?, 


ces sommes étant étendues a tous les points matériels P’ de masse m 
qui forment la sphére, et M désignant la masse totale Xm de cette 
sphere. 
D’abord, en écrivant que la somme des projections des quan- 
tités de mouvement sur l’axe des a est la méme aprés et avant la 
solidification, on a 


t 


=cmuy=  Smuw', 
d 
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ou 
Si Sibir nen Ny dus Y 
Uy; uM g¢ =MNsZ —, .. = ua + Sees treet ate 
c’est-a-dire, d’aprés (24), » 
y= U, 


On trouve de méme 


V,>v, W,=— WwW. 


Ainsi la vitesse du point P, centre de la sphére, ne change pas. 
Ecrivons ensuite que la somme des moments des quantités de 
mouvement reste la méme par rapport a l’axe Pz’; nous aurons 


‘ Em(y'w) — 2/64) = ly w' — 3'0’), 
ou, d’aprés les expressions (22) et (23), 
Ww, omy —ims'+ pim(y?+ 22)—... 


Oe ov 
= wimy’— elms’ + —Tmy'?—— Ems?+...; 


aed 


en vertu des relations (24), celte équation se réduit a 


A 9 OW ov 
1k p= ary _ =) 
dott 
1 (ow ov 
tera lay ies) 
on trouverait de méme 
1 / ou Ow 
eae ead 


a 


La rotation instantanée de la sphére, immédiatement aprés la 
solidification, est donc égale au tourbillon au point P. 


707. Lignes de tourbillon. -— A un instant déterminé ¢, les 
tourbillons O forment un champ de vecteurs déterminé dans toute 
’étendue du fluide en mouvement : on appelle lignes de tour- 
bilfon a Vinstant ¢ les bgnes de vecteurs de ce champ, cest-a-dire 
les lignes telles que ta tangente en chacun de leurs points coincide 
avec le tourbillon en ce point. 

Les équations différentielles des lignes de tourbillon a l’instant ¢ 
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sont donc 
(25) dx _ ay dz 


. Cer : sya ip 
ous, 4, S sont les quantités (19), ¢ ayant une valeur déterminée. 
{/intégration de ces équations donne les équations des lignes de 
tourbillon sous forme finie 


x (259; zy )— Cy, 
Wily 2, 0) C, 


avec deux constantes arbitraires C, et Cy. Ces équations con- 
tiennent la lettre ¢, qui figure dans les équations différentielles (25), 
mais qui est traitée comme une constante : quand on fait varier ¢, 
les lignes de tourbillon changent. 

Par exemple, dans un corps solide en mouvement, les lignes de 
tourbillon 4 instant ¢ sont les droites paralléles a]’axe instantané : 
cela résulte de ce que tous les vecteurs tourbillons sont paralléles 
a cet axe. 

Lorsque le mouvement est permanent, u, , «@ et, par suite, 
6,7, ¢ sont indépendants du temps; dans ce cas, les lignes de 
tourbillon ne varient pas avec ¢. 

I] peut arriver exceptionnellement que les lignes de tourbillon 
se ferment. Mais c’est !a un cas trés particulier. En général, leur 
disposition, comme celle de toutes Jes lignes définies par des 

‘équations différentielles, est beaucoup plus compliquée. Si une 
ligne de tourbillon, partant d’un point A, n’est pas arrétée par une 
paroi, elle se poursuit, en général, indéfiniment dans le fluide, en 
repassant une infinité de fois dans le voisinage du point A, et cela 
aussi prés gu’on le veut de A, mais sans jamais repasser exactement 
par ce point ('). 


708. Potentiel des vitesses; mouvement irrotationnel ou non 
tourbillonnaire. — Portons notre attention sur une portion cons 
tinue du milieu matériel en mouvement. A un instant ¢, les vi- 
tesses W des divers points de cette portion du milieu forment un 
champ continu de vecteurs : on dit qu’il existe a l’instant ¢, pour 
cette portion du milieu, un potentiel des vitesses, ou une fonction 


(1) Hapamarp, Lecons suf la propagation des ondes, p. 79. 
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des vitesses quand ce champ de vecteurs dérive d’une fonction. 
Analytiquement, il existe, 4 linstant ¢, un potentiel des vitesses 


sy 


quand ona identiquement a cet instant 


_.09 _ 09 _ 99 
may Sey an 


© étant une fonction de x, y, z pour tous les points considérés. 
Cette propriété est spéciale 4 un instant : il peut se faire qu’elle 
ait lieu a un instant é sans avoir lieu aprés ou avant. Pour que 
cette circonstance se présente & un instant ¢, il faut et il saffit, qu’a 
cet instant 


(26) '  uda+tvdy+wdz 


soit une différentielle exacte dans la portion considérée du milieu, 
c’est-a-dire que la rotation moyenne Q de projections §, y, © soit 
nulle a cet instant en tous les points de cette partie du milieu 
continu. Cela tient 4 ce que les conditions, pour que |’expres- 
sion (26) soit différentielle totale, sont précisément 


ow ov 
iy 

Il existe des cas étendus, comme nous le verrons plus loin, ot 
il y a, pour une portion déterminée du milieu, un potentiel des 
vitesses @ chaque instant pendant toute la durée du mouve-- 
ment. Dans ce cas, la rotation moyenne Q, de projections &, 7, ©, 
est nulle, quel que soit ¢; on dit que le mouvement de la portion 
considérée du milieu est irrotationnel (‘) ou non tourbillon- 
naire. Les composantes uw, v, sont alors, a chaque inStant t, les 
dérivées partielles par rapport 42, y, sd’une fonction (2, y, 2; ¢) 
qui content en général le temps : quand le mouvement irrota- 
tionnel est permanent, u, v, w, étant indépendants du temps, 
pourront étre considérés comme les dérivées partielles d’une fonc- 
tion o(, y, 2), également indépendante de t. 

A chaque instant ¢, la vitesse W en un point P est normale a 


la surface équipotentielle 
9 = const. 


(!) Nous empruntons cette expression aux excellents Traités de Basset (Cam- 
ridge, 1888 et 1890). 


) 
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x 


dirigée par rapport a cette surface du cété ou o croit et égale 


x 


a , la dérivée étant prise suivant Ja normale a Ja surface équi- 
potentielle. 


709. Flux 4 travers une surface dans le cas d’un potentiel de 
vitesses. — Quand les vitesses W dérivent d’un potentiel o, la 
composante 

aut boty 
de la vitesse d’un élément situé en P, suivant une droite PD de 
cosinus direcleurs 2, 8, y, est égale a la dérivée de 9 prise sui- 
vant PD (Chap. IV). En particulier, si l’on prend un élément 
superficiel dz placé en P et la normale PN a cet élément dans un 
certain sens, la composante W, de la vitesse suivant PN est la 


dérivée oo 


travers cet élément pendant le temps dé est 


de © suivant cette normale, et le flux de matiére a 


9 ae dc dt. 
dn 


Le flux dM, a travers une surface S pendant le méme temps, 


dm=ae ff ods 
° 7S hi 


Equation de continuité. — Si u, v, w sont les dérivées par- 
° ea b 2 ® eo * . x 7 re ° 
tielles d'une fonction (45) , 5, ¢) parrapport a x, y, z, ’équation 
de continuité (10) s’écrit 


dp Re Ao oO aie 
dt + °\on2* dye ozt) ~' 


est 


ou, d’aprés la notation déja employée dans la théorie de !’at- 


traction, 
ees Cae as Cte a eee 
ine | Oy? 032” 
‘ do 
(27) ie +9 A0=0. 


Si le milieu en mouvement est un liquide incompressible a 
température constante, o est constant et ’équation de continuité 


s’écrit 


(28) Ap = 0. 
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710. Flux et circulation le long d’une courbe donnée a l instant ¢. 
— Etant tracée dans le milieu a l’instant ¢ une courbe C d’extré- 
mités A et B, on appelle flux le long de cette courbe l’intégrale 


Cy) 
ef bide +> dy + w db); 
(4 


4) 


prise le long de la courbe, ou encore l’intégrale 


[was cos W ds, 


prise le long de la courbe. Dans le calcul de cette intégrale, ¢ a 
une valeur constante, correspondant a l’instant considéré. Cette 
intégrale est analogue 4 un travail : ce serait le trayail d’une force 
fictive W de projections uw, »,  agissant sur un point matériel 
fictif qui suivrait la courbe d’une extrémité A a l’autre B. 

Quand, a l’instant ¢, il existe un potentiel o des vitesses, cette 


intégrale est 
(B) 
f do = Gw— %a, 
(A 


op et 0, désignant les valeurs de o aux deux points A et B. On peut 
répéter sur cette intégrale tout ce qu’on a dit du travail, dans le cas 
ot il existe une fonction des forces uniforme ou non. 

Siles points A et B coincident, lPintégrale donne la circulation 
le long de la courbe fermée C. Deux cas sont a distinguer : 1° si 
la fonction 9, suivie par continuilé, n’a qu'une valeur en chaque 
point du fluide, la circulation le long d'une courbe fermée quel- 
conque est nudle, car A coincidant avec B, on a o,= 99; 2° sila 
fonction 9 est a déterminations multiples, la valeur de la circu- 
lation le long d’une courbe fermée dépend de la position de la 
courbe : elle peut étre nulle pour certaines courbes, différente de 
zéro pour d’autres. 

Dans le premier cas, le mouvement irrotationnel est dit acy- 
clique; dans le deuxiéme, il est cyclique. 


711. Un liquide incompressible ne peut pas prendre un mou- 
vement irrotationnel acyclique dans un vase fixe et complétement 
clos qwil remplit entiérement. — En effet, si un pareil mouvement 
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existait, le potentiel o des vitesses devrait, a l’intérieur du vase S, 
verifier Péquation de Laplace (équation de continuité) 


Ao = 0; 


il devrait, en tous les points de la surface S du vase, vérifier la 
condition 


aires Os 


la dérivée étant prise suivant la normale & cette surface; cela résulte 
de ce que le flux a travers un élément quelconque de la surface du 
vase est évidemment nud. En outre 9 serait uniforme. 

Mais nous avons vu, dans le Chapitre XX1X, n° 594, que, si 
ces conditions sont remplies, 9 est constant dans tout lintérieur 
de la surface S$; on a done alors 


PRN 0° 0° 


Wee arate ¢ = — =0, vy = — = 0, 
et le liquide est immobile. 

Dans les mémes conditions, 11 peut exister un mouvement 
cyclique : par exemple, dans un tore de révolution autour de O 3, 
un liquide peut prendre un mouvement irrotationnel dans lequel 


Ga are tang. Dans ce mouvement, la circulation le long dune 


courbe fermée entourant une fois O2 serait 27. 


lll — SUR LA PROPAGATION DES ONDES; DISCONTINUITES 
DANS LE MOUVEMENT DES FLUIDES. 


712. Indications bibliographiques. — Nous nous proposons 
Wexposer, dans ce paragraphe, la théorie de la propagation des 
ondes & laquelle s’attache Je nom de Hugoniot. Ce savant a, le 
premier, défini et étudié la propagation d’un mouvement dans un 
autre, et cela non seulement pour les mouvements infiniment 
petits, mais pour les mouvements d’amplitude quelconque. Il a, 
le premier, introduit explicitement la notion de compatibilité de 
deux mouvements, et en a méme donné une définition précise 
pour le cas du mouvement rectiligne. Dans le cas du mouvement 
4 trois dimensions, au contraire, cette notion est heaucoup moins 
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complétement dégagée; aussi l’auteur se place-t-il dés Vabord 
dans ’hypothése oa il y a compatibilité, sans rechercher les condi- 
tions pour qu’il en soit ainsi. (Voir Comptes rendus, t. CI, 1885; 
Journal de l’Ecole Polytechnique, Cahiers VU et VIII, 1887; 
et Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4° série, 
t. [et 1V. Voir aussi Donem, Aydrodynamique, Elasticite, 
Acoustique, 1891.) 

A la vérité, Vorigine de cette théorie doit étre cherchée un 
peu plus haut; il faut, semble-t-il, la faire remonter 3 deux 
Mémoires de Christoffel, inséré aux Annali di Matematica ('), 
et dans lesquels l’auteur prend pour point de départ le Mémoire 
de Riemann : Ueber die Fortpflanzung ebener Luftwellen von 
endlicher Schwingungsweite. Cetle circonstance se trouve, en 
Vespéce, avoir un inconvénient : Christoffel s’attache, en effet, 
aux ondes de choc (ondes du premier ordre), dont l’existence a 
été découverte par Riemann. Or celles-ci constituent un cas sin- 
gulier dont I’étude doit logiquement suivre et non précéder celle 
des ondes d’accélération. En raison méme de la difficulté particu- 
liére offerte par le cas qu'il traite, l’auteur est conduit a se limiter 
aux discontinuités infiniment petites, ce qui diminue la portée de 
son analyse. Par contre, Christoffel se préoccupe de la signifi- 
cation géométrique des résultats, laquelle a été laissée de cété par 
Hugoniot. Mais une notion fondamentale appartient A ce dernier : 
c’est celle de compatibilité, dont la nécessité ne parait pas avoir 
été apercue par Christoffel (2). Seulement Hugoniot s'était borné, 
pour étudier les conditions completes de compatibilité, au cas des 
ondes planes. 

C’est & M. Hadamard que l’on doit l’extension de ces résultats 
au mouvement 4 trois dimensions; dans le cours que M. Hada- 
mard a professé au Collége de France, en 1898-1899 et 1899-1900, 
il anettement séparé les faits d’ordre dynamique des faits d’origine 
cinématique. Ce sont ces derniers que nous exposons ici : nous 
montrerons comment M. Hadamard a établi les conditions de 
compatibilité et en a donné une interprétation géométrique remar- 


(*) fae séric, t. VIM, 1897. 


(7) Notice sur les travaux scientifiques de M. Hadamard, p- 15 el 41; 1901 
( Gauthier-Villars ). 
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quable. Les recherches de M. Hadamard sont résumées dans une 
Note Sur la propagation des ondes, insérée dans le Bulletin de 
la Société mathématique (1° fascicule 1901) ; elles sont dévelop- 
pées dans un Ouvrage intitulé : Lecons sur la propagation des 
ondes et les équations de l’Hydrodynamigue (Hermann, 1903). 


713. Discontinuité: des divers ordres. — Jusqu’a présent, nous 
avons supposé que les coordonnées z, y,  d’un élément matériel 
du milieu & Pinstant ¢ étaient, ainsi que leurs dérivées premiéres 
et deuxiémes, des fonctions continues des coordonnées initiales a, 
6, c et du temps ¢. Nous continuerons & supposer que x, y, 3 sont 
des fonctions continues de a, b, c, ¢, mais nous admettrons que 
certaines de leurs dérivées, tout en restant finies, sont discontinues 
dans les conditions suivantes : . 

Tmaginons qu’a V’instant ¢ il existe, dans Je milieu continu en 
mouvement, une surface S divisant le milieu en deux régions que 
nous appellerons les régions 4 et 2. Nous supposons :: 1° que, 
dans chaeune des régions 1 et 2, les coordonnées x, vy, z soient 
des fonctions continues, tant des coordonnées initiales a, 6, c que 
du temps ¢, et qu'il en est de méme de leurs dérivées jusqu’a un 
ordre déterminé n; 2° que, au contraire, lorsqu’on traverse S, 
Vune au moins des dérivées d’ordre r éprouve une variation 
brusque, toutes les dérivées d’ordre inférieur 4 n restant d’ailleurs 
continues, 

Nous dirons alors que la surface S est une surface de disconti- 
nuité de Vordre n. 

Dans cette définition, il est entendu qu’on appelle ordre dune 
dérivée quelconque l’ordre total de déviyation par rapport aa, 
b,c et t indistinctement. Nous nommerons, par exemple, dérivées 
du second ordre \es dérivées des trois catégories suivantes : 


1° Dérivées du second ordre par rapport a a, 5, ¢, 


ox orn ey Oe 
dat’? dadb’ “""’ oda? “i 5 Oe? 


2° Dérivées du premier ordre par rapport a.a, 6 ou c et du pre- 
mier ordre par rapport a ¢, 


0 (dz 
tea OF 


\ / 


A. ~- TIL 20 
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3° Dérivées du second ordre par rapport a é, 


ae dry ds 4 
ait’ dt?’ dt? 


(la premiére catégorie comprenant 18 dérivées, la seconde Q, la 
troisiéme 3 seulement). 

D’une maniére générale, les dérivées d’ordre n se distribueront’ 
en mn -+-1 catégories analogues aux précédentes. 

Cette surface S change de forme et de position avec le temps, 
non seulement dans fiepate absolu, mais aussi dans le fluide, de 
sorte que ce sont, A chaque instant, de nouvelles particules fluides 
qui se trouvent sur la surface de discontinuité S; l’équation de 
cette surface est donc de la forme 


OS) D(a, t7t)-=0. 


Soient a, 6, c les coordonnées initiales des parlicules qui, a 
instant ¢, se trouvent sur la surface de discontinuité S; ces parti- 
cules forment, dans le milieu initial, une surface S, dont l’équation 


(So) F(a,b,e,t)=0 


dépend aussi du temps, car ce sont & chaque instant de nouvelles 
particules qui se trouvent sur S et, par suite, sur So. 

Ces deux surfaces se correspondent point par point a l’instant ¢ 
en verlu des relations qui expriment 2, y, 3 en fonction de a, 8, 
c, t (n° 691), En outre, Sy, divise ’ensemble des particules dans 
leurs positions initiales en deux régions 4 et 2 qui correspondent 
point par point aux deux régions dans lesquelles S divise l’en- 
semble des particules dans leurs positions & linstant ¢. Nous ad- 
metlrons que les coordonnées x, y, z et leurs dérivées existent et 
sont continues dans chacune des régions | et 2, du moins-dans le 
voisinage de la surface de discontinuité considérée et jusqu’a la 
rencontre d’une autre surface de discontinuilé. 

A Vinstant initial choisi, 2, y, 5 sont identiques a a, 6, ¢, les 
deux surfaces S, et. S se confondent, ®(a,¥, z, () devient iden- 
tique.a F(a, b,c, t). 


714. Vitesse de propagation de l'onde mesurée sur ]’état initial 
considéré.-- La surface de discontinuité S,, représentative de S 
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dans le milieu initial, forme une onde qui se propage dans ce 
milieu en chacun de ses points, 3 a chaque instant, avec une certaine 
vitesse, ; 

Prenons un point P de coordonnées a, 6, c, sur la surface So, 
a Pinstant ¢; menons, en ce point, la normale PN & S,, et appe- 
fons P’(a’, b', c') le point of cette normale rencontre la position S/, 
de la surface a l’instant infiniment voisin ¢ + dt; désignons par dn 
le segment de normale PP! compté positivement dans la région 2 
et négativement dans la région 1: la vitesse de propagation G de 
Ponde rapportée & |’état initial, au point P, a l’instant ¢, est égale, 
en grandeur, direction et sens, au segment PP’ divisé par dé, 


d. 
Ppelgmpsese ts 
dt 
Il est aisé d’évaluer cette vitesse, connaissant |’équation de la 


surface Sy. En appelant a, 8, Y les cosinus directeurs de Ja normale 
en P a la surface 


(S) F(a, 6,¢,t)= 0, 
du cété de la région 2, on a 
ni bOF —o Sen O 
oT hea’ h 0b’ ead it dee 
y+ (ee oF 
wea: 


le radical étant pris avec le a de F dans la région 2. 
Les coordonnées du point P’ sont alors 


a=a-+adn, b'=b+ Pdn, c=c+ydn, 


et, en écrivant que ce point est sur la surface S, de l’onde a 


Vinstant ¢ + dt, 
F(a, 0'",c',t+at)= 
ona ' 
F(a+adn, b+8dn,ce+ydn, t+ di)=o0. 


Développons par la formule de Taylor, en remarquant que 
F(a, 6,c,t) est nul, et conservons, dans le développemeni, les 
seuls termes du premier ordre; nous aurons 


oF 
da 


oF F 
adn + Bdn+ a Yan +O at =o; 


d’aprés Jes valeurs de 4, 8; y, h, on tre de la, pour la vitesse G, 
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Vexpression 


On a ainsi Ja valeur de la vitesse de propagation de l’onde rap- 
portée a |’état initial choisi. : 

Cette vitesse G dépend du choix de I’état initial et, lorsqu’on 
modifie ce choix, elle est altérée évidemment dans le méme rap- 
port que les distances normales a la surface de discontinuilé. 

La vitesse de propagation rapportée a@ l’état actuel-du fluide, 
4 un instant déterminé t), est celle que l’on obtiendrait, d’aprés 
les mémes formules, en prenant pour yariables indépendantes le 
temps ¢ et les valeurs 29, Yo, Zo de 2, y, 3 4 l’instant considévé fy. 


715. Vitesse de déplacement de l’onde. — La vitesse de dépla- 
cement de l’onde est la vitesse avec laquelle celle-ci se meut réelle- 
ment dans |’espace par rapport aux axes regardés comme fixes. 
Soit, comme dans les numéros précédents, 

(S) P(x, y, 3, t)=0, 
Véquation de la surface de discontinuité dans l’espace actuel a 
Pinstant ¢, ® étant ce que devient F quand on y remplace a, 6, ¢ 


Vig. 328. 


par leurs valeurs en x, y, et ¢. A Vinstant ¢ cette surface occupe 
une position S, & instant ¢ + d¢, elle occupe une positon S!. La 
vitesse de déplacement I de l’onde au point P de S, a V’instant ¢, 
est le quotient par dt du segment de normale PP’ 4 S compris 
entre S et S/, ce segment étant compté positivement dans la 
région 2 (fig. 328). Un calcul identique au précédent donne 


op 


ot 


Ob\?  /ob\? sod \?. 
s+ ee wea hae aes 
=4/ (5) | iss ia 


le signe du radical étant choisi comme dans le calcul de G. 


4 
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La vitesse ‘I’ est distincte de la vitesse de propagation G, méme 
lorsque celle-ci est comptée sur I’état initial identique a l’état 
actuel a Vinstant ¢. Dans ce cas, en effet, Sy) coincide avec S, 
mais S, ne coincide pas avec S’, La surface 5, est le lieu des 
positions qu’occupaient, dans le milieu a Uinstant t, les parti- 
cules qui, 4 V’instant t + dt, forment la surface S!- 

La vitesse de déplacement en P est la résultante de la vitesse de 
propagation en P et de la vitesse du milieu au méme point estimée 
suivant la normale & la surface de l’onde. C'est ainsi que, dans 
lair en mouvement, la vitesse de déplacement d’une onde sonore 
par rapport a la Terre résuite de la vitesse de propagation du son 
dans lair et de la vitesse de l’air par rapport a la Terre. 


716. Conditions de compatibilité. — L’existence méme, 4 un 
instant ¢, d’une discontinuité affectant la forme d’une surface, 
entraine certaines relations qu’on peut appeler, avec M. Hada- 
mard, conditions identiques; \e fait que cette discontinuité 
persiste, quand ¢ varie, sous la forme d’une surface unique, 
entraine d’autres conditions qui sont les conditions cinématiques 
de compatibilité. Nous allons établir ces conditions pour les dis- 
continuités du premier et du deuxiéme ordre. 

Nous aurons 4 nous appuyer sur la remarque suivante : Si une 
fonction des coordonnées est définie d’un cété d’une surface 
et sur la surface, on peut lui appliquer, sur la surface, les 
régles de dérivation des fonctions composées ('). 


717. Discontinuité du premier ordre. — Soit S la surface de 
discontinuité 4 Vinstant ¢ : les particules qui sont sur cette surface 
se trouvaient, 4 l’instant initial, sur la surface correspondante 


(So) F(a,-6, ¢, t) = 0. 


Par hypothése, x, y, 3 sont des fonctions continues de a, b, 


2 ees ie Ox ox dx ax 
c, t, mais les douze dérivées premiéres telles que ja106 067 ae 


subissent des variations brusques quand le point a, 8, c traverse 


(1) Pour la démonstration rigoureuse de cette proposition, voir HADAMARD, 
Legons sur la propagation des ondes; n° 72. 
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la surface Sq de la région 1 a la région 2 ou, ce qui revient au 
méme, quand le point correspondant x, y, 2 traverse S de la 
région | a la région 2. 

Pour désigner ces variations brusques nous sib loiovon la nota- 
tion suivante. Si une fonction 4 prend a Vinstant ¢ la valeur 4, en 
un point de la région 4 infiniment voisin de la surface de discon- 
tinuité et la valeur 4, au point de la région 2 infiniment voisin 
du premier, nous poserons 


(2) oY = bo— by. 


Si ds et 4, sont continus et admettent des dérivées dans les mi- 
lieux 1 et 2, 6b regardé comme fonction de a, b, c sera continu 
sur la surface So et pourra étre différentié sur cette surface. 

Remarquons, au sujet de ces différentiations, que l’on a iden- 
tiquement 


dsp. oy 
(3) Da =O a ares 
5 / 0 = 
en effet, le premier membre est égal a 2. _ os et le deuxiéme a 
la méme signification. 
Conditions identiques. — Par hypothése, & Vinstant ¢, Pab- 


scisse % est une fonction de a, b, ¢ continue quand on traverse la 
surface Sy : on a donc, le long de cette surface, 


ba 
OL = By— 1 = 0. 


La différentielle totale de 6a le long de la surface S,, dans la 
position quelle occupe a instant t, est donc nulle, et l’on a, en 


remarquant que ae = gee 
bebe el 0a pa’? “0? 
Ox Ox Ox 
Neenah per cae AS 
(4) jg Tene ag tO 8 =. de = 0, 


pour tous les déplacements da, db, de effectués sur Sq, c’est- 
a-dire vérifiant la condition 


oF oF oF 
5 ae sles ae a 
(5) 0g Ft + 5p 9b + Se =0. 


Les deux relations (4) et (5) devant étre vérifiées pour les 
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mémes valeurs de da, db, dc, les coefficients de ces quantités, 
dans les deux équations, doivent étre proportionnels. 


Sb! 4 , ° . . 
Géométriquement, cela revient a dire que le vecteur ayant pour 


: : 0 OLE x07 . 
projections & ay? 6 5b’ ° og est normal a la surface S). Appelons, 


comme plus haut , 8, y les cosinus directeurs de cette normale, 
évaluée positivement du cdté de la région 2; nous aurons, en 


oF \ ieee oF \2 OF \2 

osant A = + els int 

P /(¥) sotas ata aa)? 
1 OF t oF 
6 Bpaed Sy hia Ee Cinae 
AS) . io? ee ar) eee ET 
Exprimons maintenant que le vecteur 6 gz) 6 aie 6 oe est normal 
Ca 0b oc 


a la surface : nous aurons, en désignant par ) un facteur de pro. 
portionnalité, 


oof = da, 3 = 8, 32 =m, 
ou 
ox oF . On A oF . Ox \ OF 
(7) Mp ee eid heya ry seth ry a ere 


On trouve, de méme, en désignant par p et v deux autres fac- 


teurs, 
js2uee SUEY A ONS pian OP oils PO 
dah da’ db h ob’ deh de’ 
(7) ) y OF aks v OF aks y OF 
PE eR eae) oe oe 


D’aprés cela, il suffirait en chaque point de S, de connaitre les 
trois quantités A, ,¥, ou le vecteur ayant pour projections d, Uy 
¥, pour connaitre oe variations des neuf dérivées partielles de x, 


y, 2 par rapport a a, 6, ¢ 


Conditions cinématiques de compatibilité. — Les relations 
précédentes s’appliquent & un instant déterminé ¢; s1 mainienant 
on admet que, é variant, cette discontinuilé se propage, en n’affec- 
tant jamais que les points d’une surface unique variable avec ¢, 
on obtiendra de nouvelles conditions, 

Les valeurs 2, et %) de x en deux points a, 6, ¢ eye 
voisins l'un de l'autre, placés de part et d’autre de la surface Si 


312 EQUILIBRE ET MOUVEMENT DES MILIEUX CONTINUS. 
restent égales, par hypothése, quand t varie; cela veut dire, ana= 
lytiquement, que Von a 

Oe ieee 
pour toutes les valeurs de a, b, c, ¢ vérifiant la relation 


F(a, b, e, =o. 


Si donc on fait varier a, b, c, t de da, db, dc, dt, ces accrois- 
sements étant assujettis ala seule condition de laisser la fonction F 


nulle, 
oF OB eed a oF 


(8) 5a 2 tgp Coe dee ear eee 


on devra avoir aussi 


dix = 0, 
c’est-a-dire 
06x 06a 082 dbx 
prt 5p 28 Fs dc ag Gt = 8: 
ou 
: dz 
(9) 3S S datos db+ 8 de+d “7, Gb 


Dans cette derniére. équation, pour nous conformer aux con- 
ventions faites He haut pour les dérivées partielles, nous dési- 


dt 
prise en regardant a, b, c comme constants. 

Les deux relations (8) et (g) devant étre vérifiées. par Jes mémes 
valeurs de da, db, dc, dt, les coefficients de ces quantités, dans 
les deux relations, doivent étre proportionnels. Il faudra donc 
joindre, aux conditions (7) déja écrites, la suivante : 


gnons par ial ce la dérivée partielle de 6x par rapport & ¢, 


» dz h OF 
(10) Be acl ie 


On peut appliquer le méme raisonnement a y et z, ét Von trouve 
a cété des conditions (7)/ les deux suivantes : 


Cyoaneow NL. oF 


(10) Pei ay te tie oe cas ip 


Pour que ces nouvelles équations soient compatibles avec les 
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prpsedentensa) 2 et que le vecteur A, u, v précédemment défini et 


ay az 
le vecteur sae “ee ee s yO atent méme direction. Ce dernier 


vecteur ee ie variation géométrique de la vitesse d’un 
élément quand on traverse la surface : en effet, les projections u, 


. Ay dcx dy de 
v, » de la vitesse d’un élém sont — 
; ent sont de’? de? ges m4 donc 
ax dy dz 

5 ees N Aa yee ™~ pe aes! = 

de Os 6 ere st 6 oT ow, 
j 1 oF 
Le rapport des longueurs des deux vecteurs est égale a aeye 


on peut toujours supposer que l’instant considéré a été pris pour 
instant initial, on a alors pour expression de ce rapport la quan- 
tiné G définie au n° 714, comme étant la vitesse de propagation 
de l’onde. 

La direction commune de ces deux yecteurs s’appelle la direc- 
tion de la discontinuité ; la discontinuité du premier ordre sera 
appelée longitudinale ou transversale, suivant que cette direc- 
tion est normale ou tangente a la surface de l’onde S. 

Si les deux vecteurs (A, p, v), (du, ov, dm) n’avaient pas la 
méme direction, la propagation d’une discontinuité unique du 
premier ordre serait cinématiquement impossible : la disconti- 
nuité, a partir de l’instant considéré, cesserait alors d’affecter une 
surface unique et devrait, pour le moins, se dédoubler en deux 
discontinuités distinctes. 

En général, au cours d’un mouyement déterminé, les conditions 
de compatibilité seront évidemment vérifiées, car il ne peut y 
avoir constamment dédoublement de da discontinuité : on aurait 
alors, non des discontinuités isolées, mais des tranches de discon- 
tinuité, ce que nous ne supposons pas. 

En résumé, une discontinuité du premier ordre est caractérisée, 
en chacun de ses points 4 chaque instant, par un vecteur h, u,v 
et par un. nombre G qui est la vitesse de propagation. 


Variation de densité dans une discontinuité du premier 
ordre. — Il existe une relation simple entre le saut de vitesse 
normale, le saut de densité en un point de la surface S et la vitesse 
de déplacement T de la discontinuité en ce point. Pour l’obtenir, 
considérons une position S de la surface &Vinstant ¢, et la posi- 
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tion S’ de la surface a Vinstant ¢ + at; puis construisons ( fig. 328) 
le cylindre droit ayant pour base un élément de de S et limitéa S’. 
La hauteur PP’ de ce cylindre est T dt, d’aprés la définition méme 
de la vitesse de déplacement T (n° 715); son volume est T dt ds. 

Nous allons évaluer de deux facons la variation que subit, pen- 
dant le temps dt, la masse totale de matiére contenue dans ce 
cylindre : < 

1° Appelons ¢, la densité au-dessous de S et p2 au-dessus, 
dans le voisinage immédiat de 8. AV’instant ¢, la matiére qui rem- 
plit le cylindre a pour densité 92, sa masse est 92 T dt ds; a Vin- 
stant ¢+- dt, la matiére qui remplit le cylindre a pour densité o,, 
car, la discontinuité étant venue en S’, le cylindre est au-dessous 
de S’; la masse contenue dans le cylindre est donc 0, T dtds. 
D’ou une premiére expression de la variation de masse 


(U1) (pi— pa) T dt do. 


2° Appelons W, la vitesse des particules fluides au-dessous 
de S, et W, la vitesse au-dessus, dans le voisinage immédiat de i 
La variation de la masse contenue dans Je cylindre est égale a 
V'excés des masses entrées sur les masses sorties dans Je temps d/. 
Appelons W,, et Wo, les projections de W, et W, sur la nor- 
male PP’ a la surface S, et Wis, Wee leurs projections sur le plan 
tangent A S : ce sont les vitesses normales et tangentielles des 
particules sur les deux cétés de la discontinuité. 


Pour évaluer les masses fluides entrant dans le cylindre ou en 
sortant par Ja surface latérale, il faut tenir compte de la vitesse 
tangentielle; pour évaluer les masses Lraversant les bases, il faut. 
au contraire, tenir compte de la vitesse normale. Les vitesses 
tangentielles, 4 chaque instant, different infiniment-peu les unes 
des autres sur une méme section droite du cylindre; la masse 
fluide qui entre par la surface latérale est donc égale a celle qui 
sort par cette surface. Mais il n’en est pas de méme pour les bases; 
par la base inférieure il entre, pendant le temps dt, une masse 
‘fluide 9, W,,déds; par la base supérieure il sort, pendant le 
méme temps, une masse fluide 9, W.,dtds. En effet, pendant 
que la discontinuité se transporte de S en S’, le cylindre restant 
ammobile, la base inférieure du cylindre est plongée dans le 
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milieu 4 et la supérieure dans le milieu 2. On a donc une seconde 
expression de Ja variation de Ja masse contenue dans le cylindre 


(12) (p1 Win— P2 Wen) de ds. 
Egalant ces deux expressions, on a 


(13) T (ei — 02) = O1 Wsn— 92 Wea, 
62( T — Won) = o4(T — W;p). 


On peut dire que T — Wo, est la vitesse de propagation Gy de 
la discontinuité par rapport au milieu 2, et que I — W,,, est la 


vitesse de propagation G, par rapport au milieu 1: la relation 
s’ écrit alors 
P32 G,= 0, G,. 


Cas d'un fuide incompressible. — Si le milieu matériel est 
un fluide mcompressible, on a 92== 9,, et la relation (13) montre 


que l’ona aussi 
WV ion se Wer iran 


Donc, dans un fluide incompressible, la variation brusque 
de vitesse affecte seulement la composante tangentielle; la 
composante normale ne subit pas de saut brusque. Ce fait 
parait d’ailleurs évident : si dans un fluide incompressible, il se 
produisait un saut brusque de vitesse normale, les éléments fluides 
primilivement en contact se sépareraient. 

Inversement, si la discontinuité est tangentielle, c’est-a-dire 
si Wo,— W,, est nul, la densité ne varie pas d’un coté a lautre 
de S; ona o9= 9. 


718. Discontinuité du deuxiéme ordre. — Supposons mainte- 
nant que les dérivées premiéres de x, y, 6 par rapport aa, b,c, ¢ 
soient continues quand on trayerse la surface S formée, a Vins- 
tant ¢, par les molécules qui, a linstant initial, étaient sur la 


surface So 
1a OG t=O: 


Alors, en employant la méme notation que plus haut, ona 


14) 


316 EQUILIBRE ET MOUVEMENT DES MILIEUVX CONTINUS. 
et 
da 


(15) 4 leprp. =o, 


avec des conditions analogues pour y et 2. 


Conditions identiques. — Donnons a t une valeur numérique; 
Say Ox 
comme les quantités erat ... sont nulles tout le long de S, leurs 


différentielles totales prises le long de S sont nulles. Donc, en 
désignant par da, db, dc un déplacement arbitraire sur So, on a, 
par différentiation totale des relations (14), 


02x On . Of ia 
| da +8 —— db + 6 75 de =0, 
s een Oe OAR QR 
(16) ‘ Ooh OBS db+ 6 —— de=0o; 
One OLGA in One cF 
Baler eae Corry loci dc=o0 


Nous écrivons ces relations en nous appuyant sur ce que 


<Z 5 OP gy OF rr) 5 2% Sas 
da\ da} da?’ 5 ( da} 0adb’ 


Chacune de ces relations (16) devant avoir lieu pour tous les 
déplacements da, db, de vérifiant la condition 
or 
(GG Be a oe) oo db 5 Ue = 0; 
les coefficients de da, db, de dans chacune des trois relations oe 


doivent étre proportionnels a = HD = eee 5 

ibis a’ 0b’ de da 
Bn, Bi ant de or “OR oF nakinh le facteur d 
Mah Da Oe S e aux a — overs muiltip 1é8 par je facteur de 


mn 
proportionnalité —— 


oF 
Fada? OF voit que les coefficients des deux autres 
relations (16) sont égaux & ces mémes quantilés multipliées res- 
N OF r a 


Ii ab ot ie 


cote Wee oF 2 ye - A [oF 5 Oz ao 
as dat AE a Oba FR ae oct ht es 
3 On X OF oF 5 2a k OF OF OF" oF aF 
db deh? 0b Ac dcda ~~ h® dc. da” dadb fh? da o 


pavement par = 5g et Von a les relations 
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On trouve, pour la variation brusque des dérivées secondes 
de y et 3 par rapport a a, b, c, des expressions analogues dans 
lesquelles le facteur \ serait ae, par’p, puis par vi 


Roe or oh Ne 5 0 oe OE oF 
(gy da? h? \ 0a uh 0b0c h? 0b dc’ nae 
I 
Sete Li Oz» OF OF 
0a? he 1 db0c h? ob dc’ ee 
X ne iM Aas oF \2 
Dans ces relations h désigne; la méme quantilé (5a) be os 


que plus haut, de fagon a mettre en évidence les cosinus direeteurs 
de la normale a la surface de discontinuité. | 

On peut donc dire que les variations des dérivées secondes par 
rapport 4a, b, ¢ sont définies par un certain vecteur de projec- 
tions A, u, v. 

Passons maintenant aux variations des dérivées de = ge aps) - 
ou de u, ¢, # par rapport aa, b,c. Comme par in bu, OP, 
dw sont nuls le long de S, leurs différentielles totales le sont. On 
en conclut qu’en appelant ,, v4, v, trois facteurs de proportion- 


nalité, ona 


pau MOF du OF du hy OF 
dah oa’ db Oh ob dc h oe 
ov wy OF ~ OV wy OF ayer pa OF 
(19) ea Wa Seah Rab ede mi Oe 
yaw OF gow yy OF paw OR 
dah oa’ 06. -h.0b- ve hoe 


Ces variations sont donc encore définies par un certain vee- 
teur (A, U4, ¥4)- 

Enfin, les trois dérivées secondes de x, y, 2 par rapport au 
ae diy dz ou &, dy dw 
de? de? dt dt’ dt 
la surface, des variations que nous appellerons i;, 22, v2, 


temps subissent, quand on traverse 


aa By d*z 

IN can Se Na 

(20) i) We = dz, ie) ae = 2) 6 ae = 93 
on peut écrire aussi 


Sj 5 du " 5 APs 5 aw Se 
(20) as 2; Nar eee aed ee mee? 


318 EQUILIBRE ET MOUVEMENT DES MILIEUX CONTINUS. 
ces variations sont définies par le vecteur (Az, fa, v2) qui est la 


variation géométrique de l’accélération d’un cété a lautre de S. 


Conditions de compatibilité cinématique. — Faisons mainte- 
nant varier ¢, et écrivons que la discontinuité subsiste sous forme 
de surface. 


ee NO E ‘ 
La quantité 5 est une fonction de a, b,c, ¢ qui reste nulle 
quand a, 6, c, ¢ varient de facon a vérifier l’équation 


ECA Onc, 0) 0: 


Faisons varier a, b, c, t de da, db, dc, dt, on aura donc 


c’est-a-dire 


» Ox 02x on eee: 
(21) 6 oy da +8 > db + 6 —— de-+ 6 dt =o, 
sous la condition 
: oF oF oF oF 
(22) 5a CA op UO + G5 e+ Fy Ht =o. 


En écrivant cette relation (21) nous nous appuyons sur ce que 


Beit cul bes, eae , 
ad Ox ~/ da ox 0 da ~ Ou 
Ce (ee ea | ee ee ee ee 
dt 0a dt da da at ea 

Les relations (21) et (22) devant avoir lieu pour les mémes 


valeurs de da, db, dc, dt, les coefficients de ces quantités dans 
les deux relations doivent étre proportionnels : 


» xr OU 
arora 
OE Gtiincr ofae 
da ot 


. . ) a . . . 
Mais, d’aprés (18), les trois premiers rapports sont égaux 
4 


oF 
h OF - AL da 
d owes dapreés (19), le dernier est .: an On a done 
‘ Ot 
or , 
23 Spare tS 
(23) ines a 
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On trouve de méme 
(23) ue OF v OF 
Panto 


— ‘=> —~—. 


sinc! ear h oe 
Prenons maintenant la relation 
éu =0, 


et différentions-la totalement en y faisant varier a, b, c, t sous la 
condition F(a, 6. c, ¢)=:0. Nous aurons 


~ Ou Ou Ou du 
sous la condition 
oF oF oF oF 
Fa oe ob oH ae eet Ry tt =o: 


Les coefficients de da, db, dc, dt dans ces deux relations sont 
done proportionnels. En écrivant ce fait et tenant compte des 
relations (1g) et (20)’, ona 


. A, OF 
(25) : hee Ton. 
On trouve de méme 
ii ea Se, 
2) He Me eI: 2 cthe HN WOE 


Nous avons ainsi établi les conditions (23) et (23)! d’une part, | 
(25) et (25)! d’autre part, qui expriment la compatibilité. Ces con- 
ditions ont une interprétation géométrique simple : elles montrent 
que les trois vecteurs (Ay 5 %)) (Abs Perr Yada (Avy pay v2) Ont a chaque 
instant, en chaque point de la discontinuité, la méme direction 
et que leurs longueurs forment une progression géométrique 


de raison i > Comme on peut toujours supposer qu’on a pris 
Yinstant actuel pour instant initial, on voit que cette raison est 
alors égale ala vitesse de propagation G de la discontinuiteé. 

En résumé, quand Ja compatibilité existe, et c’est ce qu’on doit 
admettre comme le cas général pour un mouvement déterminé 
quelconque, une discontinuité du second ordre est caractérisée 
par un vecteur (A, u,v) et un ne ubre G, la vitesse de propaga- 
tion : les deux autres vecteurs (Ay, 24, V1), (Ao, fe, v2) ont méme 
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direction, quele premier (A, u,v) et sont égaux au premier mul- 

tiplié respectivement par G et G?. On peut appeler la direction 

commune de ces trois vecteurs la direction de la discontinuité. 
On peut, en particulier, classer les discontinuités en disconti- 

nuités purement longitudinales dans lesquelles la direction de la 


discontinuité est, en chaque point, normale 4 la surface S, et en_ 


discontinuités purement transversales dans lesquelles la direction 
de la discontinuité est, en chaque point, tangente a la surface S. 

Comme |’a montré M. Hadamard, les mémes propriétés s’étendent 
aux discontinuités d’ordre n. (Voyez aux exercices.) 


719. Variation des dérivées de la densité dans une discontinuité 
du deuxiéme ordre. — Nous avons indiqué (n° 717) la méthode 
directe par laquelle M. Hadamard trouve la variation de densité 
dans une discontinuité du premier ordre. Pour résoudre le méme 
probléme, dans les discontinuités d’ordre supérieur, M. Hadamard 
emploie la méthode analytique suivante : 

Partons de l’équation de eontinuité 


eD= Q, 


ot D désigne le déterminant fonctionnel du n° 694, de x, y, 2 
par rapport aa, b,c, 
Prenons les logarithmes népériens 


Lo —Loy= —= LD, 


puis les dérivées des deux membres par rapport a a, 


dbp ~ ILpy 1 0D 
as da- da Doda 


A Vinstant ¢, la surface de discontinuité S a pour équation dans 
le milieu primitif 


(So) F(a, b, ¢, t) =O; 


quand on passe d’un cdté 4 autre de cette surface, oo varie d’une 
‘maniére continue ainsi que ses dérivées, car les discontinuités 
de p, affectent une autre surlace. Les dérivées premiéres de xz, 
y, % étant continues, o varie d’une maniére continue d’un coté 
a Vautre de S. Mais, quand on traverse cette surface S, la 
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dé ,. OLo bj ath are § . . 
erivee 7 subit une variation brusque qui, d’aprés (26), est 
donnée par la formule 


dLo he veu: 
27): een 
a ae) = las) 
dans le deuxiéme membre de cette formule, nous faisons sortir le 


déterminant D du signe 6, car les dérivées premiéres de x, y, z 
par rapport aa, 6, c sont continues d’un cété a l’autre de la sur- 


ODseR 
face S. Calculons ae Nous trouverons : 


OD: =. aha Oy 03. 02 Oy 
ea (e232) 
ey (dz Or Ox 02 
nA Srcge oe a) 
SG ee 

0a 0c \ 0a 0b da 0b 


ou il y aneuf termes analogues 4 ceux qui sont écrits. Quand on 


traverse la surface, les dérivées premiéres de x, y, z ne varient 


bes oy : ee 
pas; les seuls termes —— Sere es -.+ subissent des variations que 
nous avons calculées Shs haut [ équations (18) et (18)']. 


On a done 


' oD (OF \2 (dy oz __ 92 oy’ re 
a(S)= na(se 06 dc 0b 5) 
yp OF OF /0z 0x 80x =) 


(28) +f oa ob (dee me oe 


vy OF = (5 oy oy =) 


Ft da oo da ab = :.0a°0b 


En portant cette expression dans la relation (27) nous aurons 
la variation de la dérivée de Lo par rapport a a. Mais on peut 
simplifier la formule en imaginant que l’instant actuel ait été pris 
pour instant initial Alors x, y, 2 se réduisent identiquement a 


a, b,c: les dérivées partielles 5 eases 5 deviennent égales a 1 et 


les autres dérivées du premier ae deviennent nulles. Dans ces 
conditions, tous les termes non écrits dans (28) deviennent nuls 
et l’on trouve 


(29) Oe Bae 


Ae RTT: a 
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Comme, d’autre part, D =1 quand on est a Vinstant initial, la 


formule (27) devient 


olp\ 1 3F /2 oF 


On trouvera, de méme, 


r (dle) _ lee p OF v oF 
ant (sf)=-455 hoa + hob hoe)’ 
eer: s(9ep)_ 1. OF (A OF | wok an 

(2)=-7EG 5 hob" h oe 


Ces trois variations sont proportionnelles aux cosinus direc- 
teurs de la normale a la surface de discontinuité, le facteur de 
proportionnalité 

\ oF p oF vy OF 
a GF da hob h a 

représentant, au signe prés, la projection du vecteur caractéris- 
_ tique.(A, p, v) sur la normale a la discontinuité. Les variations des 
dérivées de la densité dépendent donc seulement de la composante 
normale du vecteur i, u, v. Si la discontinuité était purement 
tangentielle, les trois variations (30) et (30)' seraient nulles. 
Réciproquement, si ces variations sont nulles; la discontinuité est 
tangentielle : c/est ce quia lieu, en particulier, pour un liquide 
incompressible. 

On a ainsi, pour le second ordre, des résultats analogues 4 ceux 
du n° 717. Ces résultats s’étendent, avec les mémes conclusions, 
comme !’a montré M. Hadamard, aux discontinuités d’ordre supé- 
rieur. (Voyez aux exercices.) 


720. Variation de la rotation moléculaire instantanée dans une 
discontinuité du second ordre. — Soit comme plus haut Q la 
rotation instantanée en un point : cette rotation est un vecteur 
ayant pour projections les quantités + 


Ow de ) 


qui dépendent des dérivées du second ordre des coordonnées. 
Voyons quel est le saut brusque que subit cette rotation quand 
on traverse Ja surface S. Pour simplifier, nous pouvons toujours 
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supposer que l’instant actuel a été pris comme instant initial; 
alors 2, y. 3 sont égaux aa, b, c, et l’ona 


r= i (G3 
=i(S sa) ae 


Mais les formules du numéro précédent donnent 


Ow v, oF v OF oF 


: : oF 3 
en appelant G ge 
ppelan la vitesse de propagation i oz ct B le cosinus de 
1 OF 


Yangle de la normale 4 la surface avec Oz, 8 = ray 


les autres variations des expressions analogues, et l’on trouve 
finalement 


- On a pour 


t= ¥G(vB — uy), 
dy = FG(Ay — va), 
at = $6 (pa —28) 


Donc le vecteur 8&, 69, 0¢ représentant la variation brusque de 
la rotation moléculaire instantanée est le déemi-moment de la 
vilesse de propagation portée sur la normale par rapport a 
Vextrémité du segment (i, u, v) représentatif de la disconti- 
nuite. 

Qn peut remarquer, d’aprés Ja définition méme du moment, 
que la composante tangentielle du vecteur (A, p, v) intervient 
seule ici: en laissant a cette composante la méme valeur et faisant 
varier la composante normale, on n’altérerait pas 6§, 6n, €. 

Au contraire, comme nous l’avons vu dans le numéro précédent, 
la composante normale du vecteur (A, p, v) intervient seule dans 
la variation brusque de Ja densité d’un cété & l’autre de la surface 
de l’onde. 


EXERCICES. 


4. Vérifier effectivement par le calcul que si l’on prend la dérivée de p D par 
rapport au temps, en suivant un élément dans son mouvement, on obtient l’équa- 
tion de continuité d’Euler (n° 701). 


tke dle 
Reponse. — Développant D et appelant s les mineurs tels que 
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ona 
aD du dyz eee dyz Ac! dyz 
‘dt da dbc ' 0b dca” de dab 
ay dex | dv dex , ov dex 
+ 9a doc * 0b dea * dc dab 
Ow dxy x Ow dry os Ow day 
da dbc 06 dca ae dab’ 
az 
car MELEE LS 
. at 0a; 


Mais u étant supposé exprimé en x, y, 3 devient une fonction de a, 6, c par 
Vintermédiaire de xz, y, 2 (formules 1 du n° 691); donc 


ou 0u 0x Ou OY dU OZ. 


da 0a 0a * dy Oa Oz Oa’ 


ou ou ov 


on calcule de méme Obs Oe ade 


- On a alors, aprés réductions, 


oa * Oy Os 


aD ou ov Ow 
—— ) 
( ) D, 


et l’équation £ (pD) =o donne bien !'équation de continuité d’Euler. 


2. Verifier analytiquement que, dans un corps solide en mouvement, les lignes 
de courant a un instant ¢ sont les hélices que décriraient les points du corps 
dans le mouvement hélicoidal tangent. 


Réponse. — Prenant comme axe Oz l’axe du mouvement hélicoidal tangent a 
Vinstant considéré ¢, on a, pour les projections u, 9, w de la vitesse d’un point 2, 
y, sdu corps, u=—ry,v=rz,w=y, r étant la rotation instantanée autour 
de Oz a l’instant considéré et y la vitesse de glissement le long de Oz. Les équa- 
tions des lignes de courant a l’instant ¢ sont alors 


dz dy_~ dz 
Sry Fra 
On peut les écrire 
xzdz+ydy =o, 
Fee ok Zdy— yan 
r e+y 
et, en intégrant, 
ay = C, 


z—tare tang= eine 
r £ 


Ces équations définissent un systéme d’hélices toutes de méme pas, autour 
de Oz. 


3. Discontinuités d’ordre supérieur. — Soit une discontinuité d’ordre n : 
rangeons les dérivées ni*™* de chacune des coordonnées, de z, par exemple, sur 
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n+ lignes d’aprés ordre de dérivation par rapport a ¢ : 


(US ie hei ces ook on x ON & O” a 
0a"’ dab, oer’ 

MESA ane bisvsaewers ane x" On a" ieee x’ 
das? a"06? ent? 

ee a One Uplink 
Sarre ce ey SO, 
Se Rec eo. Sam R Rael Sat ae aceianny ME Ri BL oe 
nat ORD gaxle—b das" 
; Oe weia Geen ee let Oe 
OS REA SCET SS Ces a” 
ou 2’, 2", ..., 2 sont les dérivées premieres, secondes, ..., n®™ de a par 


rapport a ¢. 

Chacune de ces lignes définit un facteur de proportionnalité, la premiére A, la 
_ deuxiéme A,, ..., la (2 +1)*™*A,. On aura un Tableau analogue pour y et z avec 
n +1 facteurs correspondants p, et v,, On a ainsi, en définilive, m-+-1 vecteurs 
CA, B, Vy Chis Ba ¥1)s M8) Kn Bnd Yar) 

Les conditions de compatibilité cinématique exigent que tous ces vecteurs aient 
méine direction et que leurs longueurs forment une progression géomeétrique dont 
la raison est la vitesse G. : (HADAMARD.) 


4. Variation de la densité dans une discontinuité d’ordre n. —En employant 
la méthode du n° 719, on démontrera, que jes variations brusques des dérivées 
d’ordre n —1 de loge par rapport a a, b, ¢ sont proportionnelles aux termes du . 
développement de 


oa e/ OR. oF ae 
we \0a + 0b * oe)’ 


le facteur de proportionnalité étant 


OF. o oF  v OF 
hoa’ hob hdc’ 


cest-a-dire la projection du vecteur caractéristique de la discontinuité 
(A, u,v) sur la normale a la surface. ( HADAMARD.) 


5. Dilatations principaies dans une déformation infiniment petite. — Démon- 
trer que les coefficients des dilatations principales en un point pour une défor— 
mation infiniment petite (n° 685) sont les racines de I’équation du troisiéme 
degré en 6 (n° 670) 


oun o8 Ov ie ou du a. Ow 
* Oe E Oa Oy 0% Ox 
i Ov ar gu 2 Ov = 96 Ow =p ow =0 
Ox oy oy : oy Osat nae 
1 OU Ow Ow Ov ow a 
| + — —_— 2—— — 29 


0 On OY + Os Oz 


6. Vitesses de dilatations principales en un point dans un fluide en mou- 
vement (n° 705). — Remplacant, dans la formule précédente, u, v, w par ud, 


326 EQUILIBRE ET MOUVEMENT DES MILIEUX CONTINUS. 


vat, wdt, et faisant Te Son obtient une équation de troisiéme degré en 5s 


dont les racines sont les vitesses demaniées. 


7. Théeoréme de Bertrand. —-.En tout point d’une masse fluide en mouvement, 
il y a au moins un élément superficiel fluide dont le plan reste paralléle a Jui- 
méme pendant le temps dé: il peut en exister trois (J. BertTrAND, Comptes 
rendus, 1868, 1° semestre, p. 1227; AppELL, Bulletin des Sciences mathéma- 


tiques, 1916). 


8. Généralisation du théoréme de Stokes relatif a la definition mecanique du 
tourbillon. — Si, & Vinstant ¢, on solidifie une portion infiniment petite de fluide 
entourant un point P, la rotation instantanée initiale de cette portion. solidifiée 
se confond avec le tourbillon en P, pourvu que Jes axes principaux de la portion 
solidifiée coincident avec les trois directions principales en P. [BEttTRAm!, Prin- 
cipi dell’Idrodinamica razionale (Mém. de l’Acad. de Bologne. 3° série, 1871, 


t. I, p. 458-459).] 
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CHAPITRE XXXIV. 


DYNAMIQUE DES FLUIDES PARFATTS. 
THEOREMES GENERAUX. 


721. Objet du Chapitre. — Nous nous occuperons, dans ce 
Chapitre, des équations du mouvement des fluides dits parfaits. 
Ces équations doivent étre modifiées quand on tient compte de la 
viscosité. 


I. — FLUIDES PARFAITS. — EQUATIONS. 


722. Définition; pression en un point. — Un fluide est parfait 
quand sa viscosité est nulle, c’est-a-dire quand il n’existe aucune 
résistance au glissement des particules fluides les unes sur les 
autres. D’aprés cela, dans un fluide parfait en mouvement tous 
les efforts sont des pressions nonmaLrs aux éléments plans sur 
lesquels ils s exercent. Les efforts sont normaux pour qu'il n'y 
ait pas de résistance au elissement; ce sont des pressions pour que 
les molecules fluides au contact ne se séparent pas. 

Si nous appliquons a un fluide parfait en mouvement les for- 
mules générales du Chapitre XXX, applicables a léquilibre et au 
mouvement d’un milieu continu quelconque, nous obtiendrons les 
résultats suivants : 

A un instant ¢, en chaque point P(a, y, 3) du Nuide parfait, les 
composantes tangentielles de Veffort T,, T,, Ty sont nudles : les 
projections Tz, T,, T; de Veffort, rapporté a l’unité de surface, 
sexercant sur la face négative d’un élément quelconque dc, sont 


alors 
C= Ni 2, TN, 8. t= Nyy. 
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Cet effort devant. étre normal. a l’élément ds, on doit avoir . 


Tage Bore 
; © hearer Pi gee i 
ce qui exige 
4 8 N, = No= Nz. 


En outre, l'effort devant toujours étre une pression, les projec- 
tions T,, T,, T, doivent étre de méme signe-que a, 8, y; la valeur 
commune de N,, N., Nj est donc une quanuté positive p, que l’on 
appelle pression au point P a Vinstant ¢. Cette quantité est une 
fonction uniforme p des coordonnées x, y,s du point P et du 
temps ¢. Sur tout élément deo passant par P s’exerce un effort qui 
est une pression normale p ds. 

_ D’aprés cela, dans un fluide parfait en mouvement, la quadrique 
directrice etl’ellipsoide des efforts sont, en chaque point, a chaque 
instant, des sphéres. 

Hl faut bien remarquer qu’il n’existe pas de fluides nie les 
fluides les plus mobiles ont une certaine viscosité. Ainsi l’eau est 
un liquide yisqueux : c’est ce qui résulte de-ce fait que de l’eau 
coulant, sous l’action de la pesanteur, dans un canal reculigne de 
pente constante prend un mouvement qui est loin d’étre un mou- 
vement uniformément accéléré, comme il devrait arriver évidem- 
ment si les molécules d’eau coulaient sans résistance les unes sur 
les autres. 

Néanmoins, quand il s’agit de fluides trés mobiles, on peut, 
comme premiére approximation, les traiter comme des fluides 

_ parfaits. 


723. Equations du mouvement d’ 
comme dans le Chapitre XXX, X, Y, Z les projections des forces, 
rapportées a l’unité de masse, agissant sur les éléments de volume 
du fluide; o la densité du fluide et J laccélération de l’élément 
fluide placé a instant ¢ au point 


R(2, Vs 3), 
les équations générales du n° 616, dans lesquelles on fait 


Tit s=T3 = 0, N,=N,=N3=p, 
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deviennent 
eaeko ky Fey), $= et—sy. 
Telles sont les équations du mouvement des fluides parfaits. 
Dans ces équations X, Y, Z, p et o sontdes fonctions uniformes et 
finies de x, y,z et ¢ dans toute I’ Mendue du fluide. La fonction p 
est assujettie a étre continue en tous les points du fluide, puisque 
ses dérivées parctielles sont finies, d’aprés les équations (1); en 
outre, celte fonction doit rester positive ou nulle dans le fluide. 
La densité 0 est également positive, mais peut-étre discontinue. II 
faudra aijgindce a ces trois équations (1) l équation caractéris- 
tigue du fluide 
(2) F(p, pt) = 0 


entre la pression, la densité etla température 7(n° 627), et ’équa- 
tion de continuité. On devra demander a une hypothése nouvelle 
une autre relation entre vet les autres fonctions inconnues.( Voyez 
Dunem, Hydrodynamique, Elasticité, Acoustique, t. I, p. 99.) 


724. Equation caractéristique. — Noussignalerons pour | équa- 
tion caracléristique trois cas simples, tres importants au point de 
vue des applications : 


Premier cas. — Le fluide est un liquide incompressible a tem- 
pérature constante; alors on a 


9= const. 


Deuxiéme cas. — Le fluide est un gaz parfait suivant les lois de 
Mariotte et de Gay-Lussac : alors 


Pp 


ee I OONSES 
e(1-+ 4t) y 
, ? » 8 . . . 1 
a élant égal au coefficient de dilatation des gaz —- 
7 
Troisiéme cas. —— Transformation adiabatique d’un gaz. — 


Si le mouvement d’un gaz est tel que les éléments en mouvement 
sont subitement dilatés ou comprimés, leur température change ; 
mais si l’on admet, comme il arrive, par exemple, dans la propa- 
gation du son, que cette dilatation ou cette compression sont suf- 
fisamment rapides pour que chaque élément fluide ne perde ni ne 
gagne de chaleur, la transformation de chaque élément dm est 
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dite adiabatique et la relation entre la densité et la pression de 
élément est de la forme 
paket, 


k ety désignant des constantes dont la seconde, y, est le rapport 
de la chaleur spécifique du gaz sous pression constante a sa cha- 
leur spécifique sous volume constant, y = 1,408. 

Pour l’étude des difficultés qui se présentent dans des cas plus 
généraux, nous renverrons 4 une Note de Duhem (Comptes 


rendus, 21 janvier 1901, p. 117). 


A chaque 


725. Discontinuités dans le mouvement d’un fluide. 
instant ¢, la pression est une fonction uniforme, continue et posi- 
tive dans toute l’étendue du fluide. 

Les autres éléments peuvent subir des discontinuités. Le cas le 
plus simple est le cas ou la discontinuité affecte la forme dune 
surface S variable avec ¢. La discontinuité est alors une onde qu! 
se propage dans le fluide. 

Nous avons, a la fin du Chapitre précédent, étudié en détail ce 
genre de discontinuités et nous les avons classées en discontinuilés 
des divers ordres, d’apres M. Hadamard ('). 

En particulier, pour les discontinuités du premier et du 
deuxiéme ordre, nous avons étudié les variations brusques de la 
densité, de la vitesse, de l’accélération, du tourbillon, quand on 


Ie S\ 


passe d’un cdté a l’autre de la surface S. 


II. — EQUATIONS DU MOUVEMENT AVEC LES VARIABLES 
DE LAGRANGE. 

726. Equations du mouvement. — Soient a, 6, ¢ les coordon- 
nées initiales d’un élément fluide 4 l’instant t= 0, et zx, y, 3, ses 
coordonnées a linstant ¢; pour connaitre le mouvement, il fau- 
drait connaitre 2, y, Zz, p et p en fonction de a, 8, c, t. 


ara bee, f), 
(3) ‘ y= f(a, 6, ¢, t), 


(') Voir Hapamarn, Lecgons sur la propagation des ondes et les équations 
de l’Hydrodynamique. Hermann, éditeur. 
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Les projections de la vitesse sont alors 


aa ay arg 
PS TB an ARNT Oa ale 


Les équations du mouvement (1) s’écrivent donc 


(4) t Op areata: 1 Op dy 


I 
begs det pepe ae 8 


oP 
OF 


Ul faut joindre a ces équations |’ équation de continuité et!’ équa- 
tion caractér istique 


(5) 


On a ainsi cing équations pour déterminer x, y, 2, p et 9 
fonction de a, 6, cet t. 

Dans les équations (4), p et 9 sont supposés exprimés en fonc- 
tion de x, y, z, ¢. Si l’on veut mettre en évidence les variables 
indépendantes de Lagrange a, 6, c, ¢, il suffit de remarquer que p 
et o, étant fonctions de x, y, 2, deviennent fonctions de a, b, c 
par l’intermédiaire de x, y, 2 qui, d’aprés (3), sont des fonctions 
de a, b, c. Ona done, en particulier, pour p, 


0a 0x da Oy da a da 
!0p _ Op 0x _ Op oy Op 92 
(6) hee ~ Ox 0b | oy 0b Oz 0b 


| Op Op 0x op oy i00P p os 


op Op ox Op oy Op 0% 
Oc ‘Or 0c dy dc OB 0c” 


art ; a Op Op op .. 
En multipliant ces équations par 3 et remplacant pa ode par 


leurs expressions tirées des équations du, mouvement, on a les trois 


équations 


op d? x2 0x ee yey ip aR V0 es 
va (x— or) ay dt? ] 0a at rine 


0 ax 
Gye ne oe) Gt 
ob ob 

2p x iey a ve 


ee 

Ola 46 pe 
=e 

icy 
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qui, jointes a l’équation de continuilé et a l’équation caractéris- 
tique (5), déterminent les cing fonctions x7, y; 2, p et Pp des 
variables indépendantes a, 0, c, ¢. 


727. Conditions initiales et conditions aux limites. Disconti- 
nuités. Dans Vintégration, il faudra tenir compte de deux 


espéces de conditions : les conditions initiales ayant lieu pour 


t= 0, et les conditions aux limites ayant lieu aux limites du 
fluide, quel que soit ¢. 


1° Conditions tnitiales. — On donne a Vinstant =o la ré- 
gion Ry de l’espace occupée par le fluide, la pression et la den- 
sité Py et oo en chaque point a, b, c du fluide et les projections 
des vitesses initiales i), 9, s’) de chaque élément. Donc, pour 
t= 0, Poy 20) Uo, %, So sont des fonctions données de a, b, ¢ 
dans la région Ro. 


2° Conditions aux limites. — D’autres conditions sont impo- 
sées au fluide pendant son mouvement: ce sont les conditions aux 
limites ou a la surface, 

Le cas le plus simple est le cas oti le fluide est assujetti a rester 
dans un espace limité par des surfaces fixes données; c’est le cas 
d’un gaz ou d’un liquide assujetti a rester dans un vase fixe qu'il 
remplit entiérement, ou a couler dans un tube fixe dont il touche 
les parois. Il faudra alors exprimer qu’a un instant quelconque ¢ 
les éléments fluides qui touchent la surface fixe donnée ont une 
vitesse tangente a cette surface. Soi W (x, y, s) =0 l’équation 
de la surface fixe; il faut que lon ait identiquement, quel que 
soit Z, 

ow ow ow 
uv te pe + wo 
pour tous les éléments liquides pour lesquels W(z, vy, 3) est nul. 

Plus généralement il pourrait arriver qu’un liquide fat assujetti 
a resler en contact avec une surface matérielle dont la forme et la 
position dépendent du temps, 


(8) Wey, 2)70) =O: 


tel serait le cas d’un fluide contenu dans un vase animé d’un 
mouvement donné. Il faut alors écrire que l’élément fluide dm de 
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coordonnées x, y, 2, qui, & Vinstant ¢, est sur la surface (8), 
glisse le long de cette surface, c’est-a-dire que sa position x +- dz, 
y +dy, 2+ dz alinstant ¢+ dé est encore sur la surface; ona 
ainsi la condition 


Wie + dx, y + dy, +dz,t+dt)=0. 


Développant et tenant compte de VW = 0, ona 


ow ow ow or 
— dx + —dy + ee 


Ox oy Oz ot ae 


mais dz, dy, dz, étant les projections du déplacement de Vélé- 
ment dm pendant le temps dt, sont égaux respectivement A u at, 
v dt, w dt et lacondition devient 

ow ow ow ow 


(9) pace Giger aks ead 


dx | oy FED ee 


Quand il s’agit d’un liquide, il peut exister une surface libre : 
si cette surface libre confine au vide, la pression sur la surface libre 
devra étre nulle; si la surface libre est en contact avec |’air re- 
gardé comme immobiie, la pression sur cette surface est constante 
et égale a la pression atmosphérique. La surface libre a alors pour 
équation p — Pa = 0, Pa étant constant ; en outre, comme les par- 
ticules qui sont a la surface libre restent en contact avec cette 
surface pendant le temps dé, on a, sur cette surface, d’aprés (9), 

0, to) ta) 0 
WEE, Hi. oe, = io 

Dans certains cas, les deux sortes de conditions aux limites 
existent a la fois pour un liquide : par exemple, un liquide coulant 
dans un canal fixe a ciel ouvert est assujetti a resler en contact 
avec des surfaces fixes et en méme temps a avoir sa pression con- 
stante sur la surface libre. 

Il peut arriver que, pour satisfaire a ces diverses conditions aux 
limites, il faille admettre dans le fluide l’existence de certaines 
discontinuités du genre de celles que nous avons signalées a la fin 
du Chapitre précédent. 


728. Cas ov la densité est fonction de la pression. — Les équa- 
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tions se simplifient quand la densité est fonction de la seule pres- 
sion ‘ 
o=/(p). 


Ce. cas se présenterait en particulier si la température 7 restait 
constante en tous les points et pendant toute la durée du mouve- 
ment; car, dans cette hypothése, l’équation caractéristique entre p, 
0 et t deviendrait une relation entre p et p. 

Il se présente aussi quand chaque élément subit une transfor- 
mation adiabatique (724). 


Supposons donc 's = f(p) et introduisons, au lieu de la pres- 


? dp ? dp 
P= —_ =. > 
f p op J(P) 


~ Po 


sion, la fonction — 


oti Po est une constante quelconque : P est une fonction uniforme 
de p définie a une constante prés, car la limite inférieure de l’in- 
tégrale po est arbitraire. 

Comme p est une fonction des coordonnées x, y, 2 de |’élé- 
ment dm et du temps é, il en est de méme de P, et l’on a évi- 
demment 

OP! am Op. oP I op oP 1 Op 
0x 9 Ox” oy p oy 0s p Os 


Les équations sont alors 


ae Me tL dty oP d2z oP 
—— =X— —, Ses ST ioe —— = 4— —5 
(ON ecae Ow Bs ees aye dt? dz’ 


ona ainsi, avec l’équation de continuité, quatre équations définis- 
sant 2, y, 3, P en fonction de a, 0, ¢, ¢. 

Les équations cont écrites en regardant P comme une fonction 
de x, y, Z, £; mais x, y, z étant des fonctions dea, b,c, t, P est 
fonction de a, b, c par l’intermédiaire de z, y, z et ona 


ORY anol Or ae OP say oP ds 
da” ox da dy da ds da’ 
oP _ OP ox 
ob dn Ok 
oP OP ox 

SS — 
OC) 02706 
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: ate OP ROL, - 
Remplacant, dans ces identités, —, —> par leurs valeurs 
Ox. Oy 


trées de (10), on aurait les quatre mi oteet te - mouvement sous 
la forme 


oP oe xv as d?z\ dz 
oP d2a\ dx 
(11) poe a onde 


oP fat x\ ox 
Oe eee 


eD—po=o, 


I 


oi les variables indépendantes a, b, c, t sont mises en évidence. 


729. Cas ov, la densité étant fonction de la pression, il existe 
en outre une fonction des forces. — Soit, comme dans le numéro 
précédent, ¢ = f(p), mais supposons, en outre, que la force X, 
Y, Z, rapportée a l’unité de masse, dérive d'une fonction de forces 
U(a, y,z) ou, plus généralement, que X, Y, Z soient les dérivées 
partielles, par rapport a 2, y, z, d’une fonction U (2, y, s, t) 
pouvant contenir le temps : 


les équations (10) du mouvement peuvent alors étre écrites sous 
une forme encore plus simple, si l’on introduit la fonction de 
L,Y, 3, ae 

Oe, 02). t) = UP [2 


Elles deviennent, en effet, 


(12) ae de ae ay Oe 


On peut interpréter ces Equations en disant que, dans Je cas con- 
sidéré, id existe un potentiel des accélérations ou une fonction 
des accélérations. * 

En effet, les équations du mouvement expriment qu’a chaque 
instant ¢, dans toute l’étendue du fluide, les projections du vecteur 
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accélération sont les dérivées partielles par rapport a x, y, 2 d'une 
certaine fonction Q de 2, y, 2, ¢. 


730. Cas od il existe un potentiel des vitesses pour une partie 
de la masse fluide; théoréme de Lagrange; démonstration de 
Cauchy. — A chaque instant ¢, les projections u, 9, w de la 
vitesse d’un élément fluide quelconque dm sont déterminées : ce 
sont donc des fonctions uniformes du temps t et des coordon- 
nées 2, y, 3 de l’élément & V’instant considéré. En supposant u, 
v, » exprimés de cette facon, on emploie le systéme des variables 
d’Euler. ; 

Comme nous l’avons vu‘au n? 708, on dit qu'il existe, a lins- 
tant ¢, un. potentiel des vitesses pour une certaine portion du 
fluide, quand, a cet instant, les valeurs wu, v, w relatives a cette 
portion du fluide sont les dérivées partielles par rapport a x, y, 2 
d’une fonction 9 de #,.y, 32 

ua, p= st, w = 

Le champ des vecteurs vitesses W, réduit a la portion du fluide 
considérée, dérive alors de la fonction ©. Pour qu’il en soit-ains1, 
il faut et il suffit que le tourbillon Q de projections (§, y, ¢) soit 
nul a Vinstant ¢ en chaque point de cette portion du fluide. 

Cette propriété des vilesses peut exister pour une certaine 
valeur numérique de ¢, c’est-a-dire 4 un instant déterminé. Mais 
peut-elle avoir lieu quel que soil t, c’est-a-dire pendant toute la 
durée du mouvement? En d’autres termes, un mouvement peut-il 
étre constamment irrotationnel pour tous les éléments d’une 
certaine partie du fluide? Le théoréme suivant, di A Lagrange, 
donne un cas trés général dans lequel il en est ainsi : 


TutorEmE pE Lacrance. — Supposons que, dans un fluide 
parfait en mouvement, la force rapportée a Vunité de masse 
derive d’une fonction U(x, y, 3, t), et que la densité soit 
fonction dela seule pression; alors, si, & un instant déterminé, 
les vitesses d'une portion du fluide dérivent d’un potentiel, il 
en est de méme a tout autre instant pour cette portion du 


fluide. 
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Pour démontrer ce théoréme, il faut montrer que, si le tour- 
billon est nul dans une partie de Ja masse fluide a V’instant initial 
t=o, il l’est dans cette méme partie 4 un instant quelconque ¢, 
et, réciproquement, si le tourbillon est nul dans une partie du 
fluide a Vinstant ¢, il Pest dans cette méme partie, a l’instant 
initial. 

A instant initial, t= 0, u, », w prennent des détermina- 
lions Up, %, #» qui sont fonctions des coordonnées initiales a, 
b, c des éléments fluides dans la région Ry; les projections §, y, ¢ 
du vecteur tourbillon Q (n° 705) prennent donc, pour t= 0, les 
valeurs initiales données par les formules 


Ow) Ovo OUo Oo Oo : OuUg 
3 = eo oe =O Ee ee 
(13) 20 db 0c” Gua aes da’ EAS 0b 


0a 
A Vinstant t, élément fluide parti du point a, 6, c occupe une 
position x, y, z et possede une rotation moyenne (ou tourbillon) 
de projections 
ow ov Ou ow ae Ou 
(14) roomier: P bay aac aaa Vo Ph aa tte yak 


1] faut montrer que, si, dans une partie du fluide, §, 49, % sont 
nuls, il en est de méme de £, 7, ¢ et inversement. C’est ce que 
Cauchy a établi d’une maniére simple en montrant que E. xn, $ sont 
des fonctions linéaires et homogénes de §, ‘yo, Gp et inversement. 


Démonstration de Cauchy. — D’aprés les hypothéses. faites 
dans l’énoncé du théoréme, on peut, comme nous I’avons vu dans 
le numéro précédent, écrire les équations du mouvement 


du —_—0Q de 0Q dw 0Q 
dt ox’ dt dy’ Ghee 


en posant 
, (ee 
eye ine pee 
wate 
che on NOES OM 
i nd Borrh way! ! : 
Nous désignerons, pour abréger, par uw’, v', w' les dérivées We ae 
a scri les équations du mouvement 
37? et nous écrirons les équation e 
ei pad, Avie OO 
(15) u= an. bane ye Oa 
22, 


Ae 
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Dans ces équations, () est regardé comme fonction de x, y, 3, ¢, 


mais «, y, = sont des fonctions de a, 6, c, t. On a donc 


dQ _ OQ ar OQ ay | 0Q 0s 
0a 0% da Oy 0a” 03 Oa 


ou, d’aprés (15), 
Q ae 7) ts) 
0 we oF Ly on a. 


0a da 0a da’ 
on trouve de méme 

0Q , OL , OY , 05 

56 ORT Ob OE bb 


Eliminant entre ces deux relations a Paide de la relation 
@ /2Q\ 2 (0Q) _ 
da \ 0b db \day .’ 


du' ox ow Or | dv’ dy dv’ Oy | Ow' vz Ow" Oz 


1G) ha Ob Obs da dd Oba. OB Tour OL aa, OE Aaa 


on a l’équation 


Si maintenant on remarque que, d’aprés les théorémes élémen- 
taires sur l’interversion des dérivations partielles, on a 


ad /ou OW a d <) =o 
dt\o0a]~ da’ Bes: Tal Si dt\da/ ~~ ga 


, eres 


on reconnait sans peine que le premier membre de (16) est la 
dérivée partielle, par rapport a ¢, de la quantité 


ou 0r Oudx ov dy ov Oy Odwds OW a= 
da 0b 0b da da0b 0b da da 0b db da’ 


Cetle quantité, ayant sa dérivée par rapport a ¢ nulle, est donc 
indépendante du temps ¢: elle est égale, pendant toute la durée 
du mouvement, a sa valeur initiale; or, a l’époque f= 0, ona 


res The PlaNGoe CNG alee Cee yy s=c 
et, par suite, toujours pour t= 0, 


Ox Ox oy = oy 
0a Soi Cita ae 0b"? 


| 
la valeur initiale de la quantité considérée est donc 


Ovo Olly 
va 0b : 
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On en conclut Péquation 


en du dx dudx dv dy dv dy VW dz dw dz Oy IU 


+ = = <=> 
Da Ge eObidas Om, dbu \-0b, 0a neg lOb’. 0b. 0a). 0a ab 


et deux équations analogues obtenues en permutant a, b, c et uy, 
9, %o. Nous écrivons ces trois équations en introduisant la nota- 
tion des tourbillons (13) : nous aurons ainsi. 


du dr du 0x  0v dy dv Oy dw dz dw Iz 
da 0b Jb Ou 0a0b6 06 0a da 0b. 0b 0a 
(18) Ou Or On Ox Ee de dy 00 dy Ow 03 OW Oz 
0b 0¢ dc 06 . db dc dc db db vc ve db ia 


Ou dr O0udx | dv dy ov OY Je Ow Oz Ow 02 
\ dc 0da@ dave ve da Ja dé de 0a da dc iad hdd 


Introduisons maintenant dans les premiers membres de ces équa- 
tions les dérivées partielles de u, +, « par rapport a z,y, z. Pour 
cela, il suffit de remarquer que, a linstant ¢, la vitesse de l’élé- 
ment dm qui est au point x, y, 3 est bien déterminée : les pro- 
jections uw, «°, sv de cette vitesse sont donc des fonctions de z, y, <, 
d’autre part, on peut regarder ces projections comme fonctions 
de a, 6, ¢ par V’intermédiaire de x, y, 3 qui sont fonctions de a, 
b, c: ona done 
Ou du.oxr du dy du dz 
—S= Se — — FH HC 
0a 0x da Oy 0a 03 0a 
du O0udxz du dy du Oz 
— + as ; 
0b = da Ob oy ob dz 0b 


en portant dans la premiére des formules (18), on voit que le 
premier terme de cette formule devient 


du 0x Oudx Ou fdr dv dx Oy ‘a Ou (dr 03 Ox Os 
da ob 0b va oy vb da da >) dz \ db 0a da 0b 


On calcule de méme les deux autres termes dans la premiére for— 
mule (18), en permutant 7, y, setu,v, wv: 


de oy dv oy _ de [dv 02 oy a) _ Oe ( Ox aie oy a) J 
va 0b 06 oa dz \db da da 0b 0b da da 0b }” 
dw Os Ow 02 ow i Or 03 Ox Ow ee Oy 02 OY 


da 0b. 06 da dx \0b 0a va 0b) dy \0b 0a da vb} 


Ox 


\ \ 


Ajoutant ces trois quantités pour les égaler a 2 Co, @aprés la pre— 
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miére formule (18), on a 


(19) 


( 
#( 
+(5 
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ow av 0z Oy 02 Oy 
oy os) (3 ye) 
Ou Ow {dx Oz Ox 02 
pe ae) oe oa 0a 3) 
ee) ‘oy Ox Oy Ox 3 
dx Oy) (96 dada iB) aM 


On transformerait de méme la deuxiéme et la troisiéme des 
équations (18), et l’on obtiendrait ainsi les trois équations sui- 


vantes dans lesquelles nous remplagons les quantités 


par 26,27, 2%: 
(e(55 ee) ea Eye eo) rol 
o  Ohida eda Obes | edb ide oa de 
“ , (0% oy oz x) Ox: 0% _ On 0% r 
2 SECOh Ob Oe Me a enOb: a cab se 
dz oy az oy® On 02 dx Oz" 
(eral SS eae) t8l 


On obtient des 
ces trois équations du premier degré par rapport a §, 4, ¢. Pour 


oy 


formules équivalentes plus simples en résolvant 


“or : ne tre 3 A ox 
avoir €, on multipliera la premiére de ces équations par =? la 


Ox Ox ° : 
deuxieme par >> la troisiéme par =; et Pou ajoutera. Le coeffi- 


cient de ¢ dans la somme est alors le développement du déter--. 


minant 


Ox 


da 


oy 
0a 
0% 
da 


Ox 


0b 


oy 
06 
Oz 
06 


Ox 
0c 


par rapport aux éléments de la premiére ligne; les coefficients de 


yn et sont nuls, comme on le vérifie immédiatement. On a donc 


(21) 


on trouve de méme, en multipliant les équati 
; | p q ons (20) par 


Ox 
0b 


Ox. 
+ 80 6 
dc’ 


oy 


=—_—),-, 


da 
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oy : : 0s 02 OZ : 
36 et ajoutant, puis par An? Oar Ob et ajoutant, les deux autres 
relations 

cup, OF. ov oy 

Da = bo 57 + No a5 + bo Go 
(24’) 
Dew 0z is Oz ¢ 0z 
Eb a Ob = ae. 


D’aprés l’équation de continuité, le déterminant D n’est pas nul, 
il est égal a S dans le cas ou le fluide est un liquide incompres- 


sible 4 température constante, D= 1, 

Ces équations de Cauchy rendent maintenant le théoréme de 
Lagrange évident. En effet, si 4 l’instant t= 0, pour un élément 
fluide déterminé, le tourbillon Q) (£5, mo, G)) est nul, les équa- 
tions (21) et (21) montrent que, pour ce méme élément, le tour- 
billon Q(§, 4, ¢) est nul & un instant postérieur quelconque ¢. 
Inversement, d’aprés les formules (20), si Q est nul, Q, lest. Le 
théoréme de Lagrange est donc démontré. 

Les relations établies par Cauchy sont d’une importance capi- 
tale : elles montrent que le tourbillon est un élément cinéma- 
tique qui est indestructible par les forces de la nature, par les 
forces conservatives qui agissent sur le fluide, aussi bien que par 
les pressions de celui-ci. Si la rotation d’un élément n’existe pas, 
elle ne naitra pas et, si elle est née, elle subsistera. Elle ne peut 
naitre ou s’éteindre que par l’action du frottement ou de forces 
non conservatives ('). 

Le théoréme de Lagrange s’applique en particulier d’une 
maniére simple, quand le liquide en mouvement part du repos. 
Alors ona en tous Jes points a, 6, ¢ du liquide dans sa position 
initiale 

Uy = 0, 9 = 0, Wo = 90; 
par suite, le tourbillon initial est nul en chaque point 


Eo= 0; Hho= oO, Ses oO. 


Donc, a un instant quelconque du mouvement, les projections 


(1) Maurice Livy, L’hydrodynamique moderne, ete. (Revue generale des 
Sciences, 1890, p. 724). j 
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=, 4, ¢ du tourbillon sont nulles, et les vitesses dérivent d'un 


potentiel. 


731. Interprétation des équations de Cauchy. Généralisation du 
théoréme de Lagrange. Equations de Weber. Les équations de 
Cauchy ont évidemment une portée plus générale que Ja conclu- 
sion spéciale que nous en avons tirée. Nous y reviendrons a 
propos de la théorie des tourbillons. On peut les interpréter de la 
facon, suivante : 

Considérons l’expression différentielle 


(22) udz+edy + wds—(t)da+vdb+ wdc), 


ou ¢ est regardé comme une constante, el ©, y, 5 comme des 
fonctions de a, 6, c, ¢ correspondant au ay anen du fiuide. 
Les équations ae Cauchy telles que (18) signifient que, pour 
chaque valeur de t, l’expression (22) est une differentielle 
totale exactle. 

En effet, ¢ étant regardé comme une constante, on a 


OX 


Ox : Ox 
dz = — da+ — ab+ —- de, 


Q 
dy = da+ % dh + ae, 


06 
0s Os 3 0z 
dasa dd a abi de 


L’expression (22) s’écrit alors 


Ox dy 03 ox oy Oz 
(use +e +e sia) das (uF vo Fo +w 5 —e9)db, 
ox oy 3 
+( setae w F — wy Jae, 


expression de la forme 


A da +Bdb + Cde, 


et les relations telles que (18) signifient, comme on le verra immé- 
diatement, 

OB OA aC soo oA OC. 

dai: dh? 2F0bi” el > ce. ea" 


la quantité considérée est donc bien une diflérentielle exacte d'une: 


ee 


= 
ve 
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fonction 
E(a, O.1c, ¢) 


et l’on a pendant tout le mouvement, 


Re ig ay ne ios 

da da da thr On" 

Ox Oy 0z oF 

33 — —_— ss = 
RD) SEDIEE OOD Ob ate saab? 
PLL ees Aga eid ane 

0c 0c ee aM emer ey 


équations qu’on peut résumer dans Péquation unique 
udx+yvdy + wdz—(uyda+ vy db -+ wodc) = dF. 


D’aprés ces équations (23), les trois dérivées a = a s’an- 
nuleat pour f= 0, car u, 9, w prennent alors les valeurs Uo, +o, 
Ww, et x, y, 2 les valeurs a, b, c. Donc, pour t= 0, F se réduit a 
une constante indépendante de a, b, c. 

Dans cette maniére d’interpréter le calcul de Cauchy, le théo- 


réme de Lagrange sur le potentiel des vitesses devient évident : sz 
uy da + +, db + wy) dc 


est une différentielle totale exacte d’une fonction 9,(a, b, c), 
udx--v dy + wdz 


est également une différentielle exucte a chaque instant t. On 
a en effet 


udz~vody+wds = u,da+ vodb + wyodc + dF; 
si donc 
uy da + vy db + wydc = do», 


ona 
udx+vdy+wdz=d(%+F), 


et le théoréme de Lagrange est démontré. 
Différentions la premiére des équations (23) par rapport a ¢ en 


t ee NEES : il vient 
remarquant que pie ane hie nt 
du ox dv oy dw epee (x Oe aE 
Wt da | idt oa di da 0a da da da at 
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Mais, d’aprés les équations du mouvement (12), ?ensemble des 
trois premiers termes s’écrit 
OQ dx , OQ ay , OQ az 
0x 0a oy 0a 0z 0a 
dQ 


ce qui est identique a —- On a donc 
0a 


t) 


ig [Qt eters wt) — —F]=>. 


On trouverait de méme 
0 
0b 


7) 
dc 


[e+5 — (u2+ 92+ )- Fr] =o, 


dF 
[a+ tutre +t) F]=0. 
La fonction entre crochets est donc indépendante de a, 6, ¢ et 
ne dépend plus que de ¢. D’ou 


Q+ a (ur + 8+ wy? — =i (ea) 


Comme jusqu’ici la fonction F a simplement été définie par Ja 
condition que ses dérivées partielles par rapport a a, 0, ¢ aient 
des valeurs données, elle n’est déterminée qu’a une fonction de ¢ 


prés et l’on peut faire rentrer fu dt dans F en remplagant F 
par F + fu dt; on a donc enfin 


dii(ano nen 0) 
Se PINT EL ee. 


24) Q+ = (ut+ 92+ (2) = er 


ou la fonction F est maintenant complétement déterminée a une 
constante additive prés. On peut convenir de déterminer cette 
constante de facon que F's’annule avec ¢, car, pour ¢=o, F est 
indépendant de a, 6, c. 

Les équations (23) et (24) ont été données par Weber dans le 
Tome 68 du Journal de Crelle en 1868; avec l’équation de conti- 
nuité et équation o = f(p), elles forment un systéme de six équa- 
tions du premier ordre déterminant 2%, 7, 2, 0, p, F en fonction 
de a, b, c, t. Dans ces équations, il faut imaginer u, », @ rem- 


dx ay. dz 
placés par a> a? ar 


CHAPITRE XXXIV. — DYNAMIQUE DES FLUIDES PARFAITS. 345 


732. Propagation d’une discontinuité du deuxiéme ordre dans 
un gaz; vitesse du son; théoréme de Hugoniot. Supposons que, 
dans un fluide au repos, ayant en chaque point une densité Go et 
une pression pp», .on produise un ébranlement initial donnant nais- 
sance 4 une discontinuité du second ordre limitée par une surface. 
Supposons de plus que cette discontinuité se propage en conti- 
nuant a affecter la forme d’une surface $, comme nous |’avons 
expliqué dans le dernier paragraphe du précédent Chapitre. C’est 
ce qui a lieu pour la propagation d’une onde sonore dans un gaz : 
en effet, dans ce cas, !’onde affecte la forme d’une surface S, et, 
d'un cété a l’autre de cette surface, les dérivées secondes des coor- 
données x, y, 3 d’un élément et particuliérement laccélération 
dun élément subissent des variations brusques. 

Il est trés remarquable, comme |’a montré Hugoniot (Comptes 
rendus, t. CI), qu’on puisse calculer la vitesse de propagation G 
de cette onde, en chaque point, a chaque instant, sans intégration, 
en employant simplement les conditions de compatibilité précé- 
demment indiquées. 


Les équations du mouvement sont de la forme 


Les forces X, Y, Z sont supposées quelconques, mais finies et 
continues en tous les points du fluide, comme, par exemple, Ja 
pesanteur. Nous supposons en outre qu'il y ait une relation entre 
la pression p et la densité 9, relation que nous écrirons 


p= W(p). 
On a alors 
Op Gee 
a st oat 


(A) Wo) = Nes Bat, 


ot Lo est le logarithme népérien de ¢. 
: Fg a eg 
Ceci posé, désignons, comme plus haut, par o¢ la différence des 
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valeurs que prend une fonction quelconque 9 de part et d’autre de 
la surface de discontinuité. La densité p est conunue 4 travers 
cette surface : donc sur la surface elle est égale a po, puisque, au 
moment ou l’onde arrive dans une certaine position, la partie du 
fluide située du cété de la surface de discontinuité non encore 
atteint par l’onde est au repos dans l'état d’équilibre considéré au 


, : Fe : 5 - OL 
début. Les quantités X, Y, Z sont également continues, mais = 


du d : k 
el > sont discontinues a travers S. 


L’équation du mouvement (A) donne donc, si lon égale les 
variations des deux membres, d’une face a l’autre de la disconti- 
nuité, 


(B) W'(p)6 


car 6X = 0. 
On peut toujours imaginer que instant actuel soit Vimstant 
initial; on a alors 7 =a, y—b,2z=—€¢, ... et, d’aprés les résultats 


du n° 749, 


oLo oLe I rie oF oF 1 oF 
x da—“‘(ié«aSC ‘kA h 06 hoe)’ 
F(a, b, c, t) = 0 étant |’équation de la surface de discontinuité. 
D’autre part, on a, d’aprés les conclusions du n°? 748, 
du 
6 — =),=)A,G =AG? 
O dt de 1 ; ? 
G désignant la vitesse de propagation de l’onde. 
L’équation (B) donne donc, puisque 9 = 4 sur la surface, 


TCR ge ee abe eas 
(C) MkPe) ss oe hoa h 0b h oc 


) == hG?, 
On a, de méme, en prenant les deux autres équations du mou- 
vement, 


SSR Oh kh Oat Rab a Tan taeel ee 
1) EOF (X OF | wok vy 
Pig las ic (hoa te ORT E c 


I (7 oF yx OF ) 7) 
(C) 
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Ajoutons ces trois équations, apres avoir perp iee a premiére 


1 oF 10 oF 
par > i ee la deuxiéme par — —, la troisiéme par - aoe Comme la 


: 0b 
somme des carrés de ces irois multiplicateurs est égale a1, puisque 


ce sont les cosinus directeurs de la normale a la surface de discon- 
tinuité, on obtient la relation 


hOF |p OF y oF) _ 
[¥'(r0) — (5 So + h ob +35) =° 


L’un des deux facteurs de ce produit doit étre nul. En égalant le 


oF Ree : : : 
deuxiéme facteur > Ja t+: 4 2éro; on exprime que la disconti- 


nuité est transversale; mais une discontinuité de ce genre ne 
peut pas se propager dans un gaz, car les équations (C) donnent 
alors G= 0. C’est donc le premier facteur qui est nul, et ona 


d’ou, pour la vitesse de propagation, 


ce \/ (2). 

, \@B/o 
Comme le remarque M. Hadamard (Bulletin de la Société 
mathématique, 1901), le signe de G, c’est-a-dire le sens de la pro- 
pagation, est défini par la connaissance des deux veeteurs ), 4, Y, 
Aa, pas ¥i dont le quotient est G. 
La discontinuité est longitudinale, car les équations (C) 
montrent que di, w, v sont proportionnels aux: cosinus directeurs 

de la normale a la surface de l’onde. 


Cas d’un gaz parfait. -—— Dans le cas ott la conductibilité du 
gaz pour la chaleur peut étre négligée, la transformation subie par 
chaque élément du gaz est adiabatique : si done le fluide est un 
gaz parfait, la relation entre p et 9 est (n° 724) » 


p=kor, 


ou A est une constante et vy le rapport des deux chaleurs spéci- 
fiques sous pression constante et sous volume constant. On a alors 


dp 
do 


Pci 
= k- Yt ey 3 
ee U5 
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d’ou, pour la vitesse du son, 


Po 
G= -/ieoate 
(7 


Cette formule, qui attribue ala vitesse du son dans l’air une valeur 
théorique exactement égale a celle que donne l’expérience, a été 
obtenue par Poisson en 1808 par une méthode qui consiste a inté- 
erer les équations de l’Hydrodynamique dans un cas particulier, 
en ayant égard, suivant une remarque antérieurement faite par 
Laplace, au développement de chaleur qui accompagne !a com- 
pression de lair. 

Newton, qui avait abordé le premier, suivant une analyse d’ail- 
leurs obscure et défectueuse, le probléme de la vitesse du son, 
ayant implicitement supposé que la détente était isothermique et 
non adiabatique, c’est-a-dire s’effectuait suivant la loi de Ma- 


riotte p = ko, avait trouvé la valeur G = (/2 qui est, dans air, 
>. 
beaucoup trop faible. 


733. Equations du mouvement dans un systéme quelconque de 
coordonnées. — L/artifice de calcul qui permet de passer des 
équations du mouvement d’un point en coordonnées cartésiennes 
aux équations du mouvement en coordonnées quelconques (E qua- 
tions de Lagrange pour un point libre, t. 1) s’applique identi- 
quement a la transformation des équations (4). 

Supposons qu’au lieu de définir la position d’un point par ses 
coordonnées cartésiennes x, y, Z, on la définisse dans un systéme 


quelconque de coordonnées q,, g2, 73 liées Ax, y, 3 par des for- 
mules 


r= (%, q2; qs), YHzaV AY 925 qs); 5=@B(q1, q2, q3)3 


ul s’agit d’écrire les équations du mouvement dans le nouveau 
systéme de coordonnées. La méthode que nous suivrons s’applique 
méme au cas ot: les coordonnées cartésiennes seraient des fonc- 
tions données, non seulement de trois nouvelles coordonnées g;, 
q2) Js) Mais aussi du temps : cela revient, au point de vue géo- 
métrique, a dire qu’elle s’applique méme si le nouveau systéme de 
coordonnées est mobile et animé d’un mouvement connu. 

Nous supposerons done, pour traiter le cas le plus général, que z, 


° 
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y, % soient des fonctions données de iy U2) 73 cL det :’ 
(25) © = (915 92, Gas t)s Y= V9, 72 Jat), — = WG, G25 Yas): 


Reprenons les équations du mouvement (4) sous la forme 


| dee 1 Op 

GeO ap Oa" 

dty _ 1 Op 

ee ae ay 
23 

Yaad ee 7 AO A 

at? 0 0% 


dans ces équations, x, y, 3 sont des fonctions de a, b. c, t qui se 
réduisent a a, 6, c, pour t = 0; d’aprés les formules (25), on voit 
que 91, 2, 73 sont de méme des fonctions de t et de a, b, c; mais, 
en appelant 9}, 93, q3, les valeurs des coordonnées d’une particule 
a Pinstant ¢ = 0, on a, d’aprés les formules (25), 


@= $(4T) Ws 93> 9); 
b= v(qt, q3, q3, 0), 
‘e= 3(q}, qs; qi; 0); 


on pourra donc aussi regarder q,, g2, 73 comme fonctions de ¢ et 
0 0 Ones 
de dts V2) V3" 
Cela posé, reproduisons textuellement le calcul employé dans le 
premier Volume pour obtenir les équations de Lagrange : multi- 


lions les équations (26) respectivement par Lik RUNS UN 
2 orn ome = 
P q P Par og,’ 091° O91 4 
tons. Nous aurons 
" Ox it oy ” is I Op 
2 ge — + y" + 3" —— = Qy— - 
ee ag, 7 aq, qe Rag’ 


en désignant par x", y’, z’ les dérivées secondes de x, y, 3 par 
rapport au temps dans le mouvement, par Q, la quantité 


r ) 
CIN ROADS REEL: 
ogi oq oq 
et en remarquant qu’on a 


Op ox ap ov Op oz op 
aes a eee ee st ee . 
Ox 0g; oy OG, 95 0g, Ogi 
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On peut écrire |’équation (27) 


! PE RALD 
i 


dt 0g O"Fi ogi / 
a Oa (OF 9h SB) a ee ee 
ar (« dt 0qi Y it og: HE .OGy)< peOaT 


Or 2’, dérivée premiére par rapportau temps, peut, d’aprés(295), 
s écrire 


‘— Ox pone race oe hoe ee, 
oe ~ Ogi 2! 092 2? dqs 1* OL 
On en conclut 
Ox oz" d 0x Oa’ 


oq, 9g)” dt oq, 99, 
et deux formules analogues pour y et 5. Posons alors 
I ' , 1a u ° ° 9 
Abie = (v2 y!2 + 52) = econ pi w? ; 


Yéquation du mouvement (28) devient 


d /oT oT 1 op. 
(29) neler enna 


on Obtiendra de méme deux autres équations 


d (=) oT 1 Op 
0g) 0qe5o oe eee 
(29') d: : G2 q2 q 
ee 
\ dt 0q'; 0”q3 = : P q3 


Ces trois équations remplacent les trois équations (26). 

Les quantités Q,, Q2, Qs s’obtiennent comme nous l’avons vu 
dans le premier Volume. Pour avoir Q,, imaginons le déplacement 
virtuel 62, dy, 65, déduit des formules (25) en y supposant qo, qs 
et ¢ donstants et faisant varier q, de 6g; ; pour ce déplacement, le 
travail de la force X, Y, Z est 


X Gr + Vey + 28s = Q, Sq. 


On a de méme Qs, et Qs. 


Dans le cas od les forces X, Y, Z, dérivent d’une fonction 


CHAPITRE XXXIV. —. DYNAMIQUE DES FLUIDES PARFAITS. 351 


U(az, ¥, 5, £) pouvant contenir ¢, on a 


OM 0 0U oy oU oz ou 


Q= He Ss ceri 
(30) ORE o”q1 a oy qi 03 0g, 0g, 
oU oU 
Oe ——« 9 33> = 
Oge 093 


Comme application, il serait facile d’écrive les équations du 
mouvement d’un fluide en coordonnées polaires dans lespace : il 
suffirait de reprendre les calculs faits dans le premier Volume 
pour obtenir, & l’aide des équations de Lagrange, le mouvement 
d’un point en coordonnées polaires dans Pespace. 

Les équations (29) du second ordre en 15 Y2y Jz Contribuent 
a définir ces paramétres ainsi que p et ¢ en fonction de ¢ et 


de Gi, G2, q3- 


Equation de continuité analogue a celle de Lagrange. — II faut 
joindre a ces équations l’équation de continuité écrite dans le nouveau 
systeme de coordonnées. C’est ce qu’il est facile de faire en s’appuyant sur 
les propriétés des déterminants fonctionnels. Employons la notation clas- 
sique 

DEF ore) 
D(z, 7,2) 


pour designer le déterminant fonctionnel de f, ¢, & regardés comme fonc— 
tions de x, y, 5. 

Dans le calcul précédent, 7, y, 5 peuvent étre regardés comme des 
fonctions de qi, q2, 7s et de t; G1, 72, gz3 comme des fonctions de gq}, 
q$, 7% et de t; enfin g}, g2, 73 comme des fonctions de a, b,c. On a 
alors, pour le déterminant appelé D, 


eS yee ey ee I Fo da) DO PAS) 
( te, D(a, b, c) * D(qi, d2, q3) D(q{, Qa, qT} D(a, b, c) 


Comme le dernier des trois déterminants ci-dessus est constant, l’équa- 
tion de continuité qui consiste a écrire que pD est constant, pour une 
méme particule fluide revient a écrire que 


5 D(z, y, 3) Dg; Ja: Qs) 
"Di giy G2. Js) DUGt. G25 93) 


(32) 


est constant pour une méme particule fluide. 
4 ] S Ja © . 
Par exemple, en coordonnées polaires dans l’espace 7, 6, w, 


(3) xr=rsinOcosw, y=rsinOsinw, z=rcos9, 
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ona 
D(a, y, 2) 


SIN 0. 
Dita) r? sin 


On aura donc pour |’équation de continuité — 


D(r, 6, ») 


(34) Pie sae ara ta wo 


= const.; 


a instant initial p, 7, 0, w deviennent 9, 79, 99, wo; la constante est donc 
2 et 
org sin Q. 


Ill. — VARIABLES D’EULER. 


734. Equations du mouvement. — En appelant u, , w les pro- 
jections de la vitesse de !’élément fluide qui, 4 Vinstant ¢, passe 
au point géométrique x, y, 5, nous avons vu (n° 696) que les pro- 
jections de l’accélération J de cet élément sont ~ 


a Pewee tee ereesoneseser rer seer seye 


Les équations générales. du mouvement des fluides parfaits (n° 723 ) 
deviennent done dans ce systéme : 


(29 yd ae oe ow, 
0 0x Ox oy S ot 
(35) bs Ge ee Say eS ele ae eae eo 
p ov Ox to) Oz ot 
pl Sayre pasha sid Gee) Teh rt: ECL, 
\ 9 @2 oy Oz ot 


Ces équations, jointes a l’équation de continuité (n° 699) 


op _ Apu)  d(pv)  dlow) _ 
(38) Of SORE EO Oe Sa 


et a l’équation caractéristique 
(37) F(p, p, t) =0, 


forment un systéme de cing équations contribuant a définir ye 
w, p et p en fonction des variables indépendantes x, y. z, t. Les 
conditions initiales et les conditions aux limites s*expriment 
comme nous l’avons vu plus haut (n° 727). 


eS 
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733. Exercice. — Mouvement d'un liquide pesant s’écoulant par 
le fond d@un vase de révolution d’axe vertical; hypothése du mou- 
pement par tranches paralléles. — Soit un vase de révolution autour de 
la verticale descendante Oz; ce vase est plein d’un liquide pesant immo- 
bile jusqu’au niveau Oz: nous prendrons ce niveau pour plan des zy, 
Yaxe Oz étant dirigé vers le bas. Supposons qu’a linstant ¢=o on 
débouche une large ouverture circulaire horizontale A,B, dans le fond 
du vase et imaginons que le vase soit alimenté de facon que le niveau 
reste horizontal et constant. On demande de trouver le mouvement du 
liquide. 

Nous donnerons une solution approchée de ce probléme, fondée sur 
"hypothése du mouvement par tranches paralléles ('). 

Le mouvement étant évidemment symétrique autour de Oz, la vitesse W 
d'un élément peut étre décomposée en deux composantes, l’une w paralléle 
a Oz, l’autre s dirigée suivant le rayon perpendiculaire 4 Oz. Nous admet- 
trons que la forme du vase est telle que s soit négligeable par rapport a w; 


Vig. 328. 


at 


Ww, 


cette hypothése exige que les parois du vase soient peu inclinées sur la 
verticale, puisque, sur la paroi, la vitesse W doit étre tangente a la paroi, 

Nous supposerons donc s nul et nous admettrons de plus que, en tous les 
points d'une méme section S perpendiculaire a l’axe, toutes les vitesses w 
sont les mémes. D’aprés cela, w est une fonction de z et ¢. Pour 3=0, 
w prend une valeur’ w») qui est la vitesse des points de la surface 
libre ApBo, et, pour une certaine valeur s=/ égale a la profondeur du 
vase, # prend une valeur , qui est la vitesse des points de la tranche 
A,B, constituant l’ouverture, c’est-a~dire Ja vitesse d’écoulement. Appe- 
lons Sy, S et S, les aires des sections AjBo, AB et A,B, : So et Sy sont 
constants, S est fonction de 2 (fig. 328). 

Actuellement l’équation de continuilé est remplacée par cette condition 
que le volume liquide qui, dans le temps dt, traverse une section droite 


(') Voir Hydromechanics de Besant, et Klementary Treatise on Hydro- 
dynamics de Basset. 


A. — Ill. 23 
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quelconque AB est le méme pour toutes les sections : on a donc 
(38) So wo = Sw = Sw. 


D’aprés nos hypothéses, u, ¢ sont nuls, w est une fonction de 2 et Z: la 


seule force appliquée est la pesanteur, X=Y=o0, Z=g. Sur les trois 
j i aD ie oe et as sont 
équations d’Kuler (35), les deux premiéres monhtrent que on oy 


nuls; p est donc fonction de z et ¢ seulement; la troisieme donne 


; UNC} es > Ow ow 
(39) Stgenaits mandate nos 


D'apres les conditions (38), on a 


n) 
wy = — Wo, 
3) 


ot S est fonction de z seul et wy de t seul; donc 


ow So Aw 


ot Sade 
L’équation (3g) est alors 
| Op Sy deo Ow 
-—-——lUc —_ — — W.—e 
0 Uz by S dt bs 


Donnons a ¢ une valeur constante, multiplions par dz etintégrons; nous 
avons 


ae Stak . aw, 2 dz ai 
sP= 62 Soe f “arc g OE Ce), 


ot F(¢) désigne la constante d'intégration qui peut dépendre de ¢. 


Pour 3=o la pression p est la pression atmosphérique I et la vilesse w 
Ja vitesse a» a la surface libre : donc 


I I 
a — — — py? 
ce 5 a + F(e). 


De méme pour z =A, la pression p a Vorifice d’écoulement est sensible- 
ment égale a la pression atmosphérique [I], et w a @, : 


h 
ae ee Rea dz teas : 
ones Peay Se eee) 


Retranchons ces deux relations membre a membre, en désignant par a 


‘ 
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h 


tee a +", 
Vintégrale f eZ qui dépend de la forme du vase : nous aurons 
“0 


~ AW S2 
eee ee — wy? R= SENG 
Sh oF h+-—w? (: =) 


Comme Sy, est, par la nature méme de la question, supericur a Sj, le 
coefficient de wj est négatif, et l'on peut écrire 


dws 
BETH a tase 
hh == (AC), V2); 
en posant 
Sin r 
Pie SD EES ee ee pel Bla 
2aSy \S? aSyk 


On en déduit : 
(yieegts |“ nf “|. 


= A+ wo 


‘ 


D’ou, en intégrant et remarquant que, pour ¢=0, #)=0, car le liquide 
part du repos, 


‘  -b. 0p 
2rkt = log ———! 


? 
o\— Wo 


& eke = edhe 


Wy=A phi BS ze, ray 4S . 


La vitesse d'une tranche quelconque w et la vitesse d’écoulement 1, 
sont ensuite données par les relations (38). 


Quand ¢ augmente indéfiniment, my) tend vers la limite A; w et w, 


5 ae Sy S : 
tendent vers les limites A ab . a Le mouvement tend donc vers un état 


fb ) Heder aye 5 é 
permanent. La limite de la vilesse d’écoulement est, d’aprés les valeurs 


de det k, 
; PSY) E i Saeh 
lin@,;=A-= 


= =5 aa” 
St °V 55 85 


Dans le cas particulier ot S; est petit par rapport a So, cette limite est 


voisine de / 2gh- 
Nous retrouverons ce résultat directement dans |'étude du mouvement 
permanent (n° 744). 


736. Autre forme des équations du mouvement. — On peut 
écrire autrement les équations du mouvement (35) en faisant 
apparaitre les composantes £,%, ¢ du vecteur tourbillon au. point 
(2,¥v, ) al imstant ¢. 
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Pour cela remarquons que, W? désignant le carré de la vitesse 


d’un élément, 
W? = u?-+ 0? + w?, 


ona identiquement 


et, par suite, 


wo Ew 2 (lw) a0(S— 2) +0 
ie ly ae 


Ou ~~) ‘ 
oy > ez Bs ox }” 


Wot, d’aprés la notation employée pour les tourbillons (n° 705). 


Ou Ou Ou 0 ( 


| 2 ay C4 Pi eas ) 
ont ay Oa) Ox iW?) +(ns eh 


oD 

Transformant de méme les quantités analogues qui figurent dans 
les équations du mouvement (35), on voit que ces équations 
peuvent s’écrire 


uO pars 0. Ae Ou 
+ =X 2 (lw!) —a(nw —C 0) — Ss 
t op 0 [i 
(40) ~Pav-s (iw) > u—tw)— —; 
[ip dy (ae 5 ) 
lara Ouray 4 : Ow 
+e =4-5 (SW) 9G -a-F. 


737. Cas ot o étant fonction de p les forces dérivent d’un poten- 
tiel. — Nous avons déja étudié ce cas avec les variables de Lagrange 
(n° 730) ct nous avons, pour ce cas, démontré le théoréme de 
Lagrange d’aprés Cauchy. Avec les variables d’Euler, on peut 
retrouver les mémes résultats comme il suit: 

Supposons que 9 =/(p) et posons, comme plus haut, 


Pa 
Pe 
Bei Le 
eda hte 
-supposons, en outre, que l’on ait 


_ ou y wu abet ld 


Naot eice = 
Ox 


oy , 03 


te, 


U étant fonction de zx, 9°, z, ¢. Les équations (40) pourront 


a 
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s’écrire 
. oul 

<4 2(qw =—Ce eas Ne 
ov oH 

4 zo ree Sel aieie 

(44) a + 2(Cu Ew) ay 
ow ae fe ou 
 +a(be qu) a—S, 

ou Hest la quanuté 

(42) H = —W?+P—U=+wi_Q, 


en désignant, comme plus haut (n° 730), par Q la différence U— P. 


Equations de Helmholtz. — En éliminant la fonction If entre 
ces équations, nous obtiendrons trois relations, équivalentes a 
celles que, d’aprés Cauchy, nous avons déduites de !’élimination 
de Q entre les équations (15) du n° 730. 


Ecrivons, par exemple, 
0 /0H\ 0 fo) _ 
ae sale) 
Nous aurons 


aw o2y 0 ti) 
——— — ——_ eae ee Gu Rieres O02 
LUA Mal or EAC oe egg 
D’aprés la valeur de §, l'ensemble des deux premiers termes est 
uO ae, 
égal a 2 57) ona donc, en développant, 


a a ate we) Se eu (S + st) =0 
Rte ree (+e ary, ie 7) 


Mais on a identiquement 


ae vi 


et, d’aprés l’équation de continuité, 
1 dp du of ov if ow 
fe) dt + on oy 0z 
7) 0 
ee 3 


‘ : é On 
Remplacons alors, dans l’équation ci-dessus, Spat Ss Ce 
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ov Ow ou 1 do ? 
RAGE pote iis eee ee COLLAGEN EERE 
et oy 03 BAe 0x o dt ; 
oe of oF Je Gaecls ou “Ou ; Ou 
a eae Sires eee a ee, ee — + =e age 
Dine ides * Oy. cas o dt 5 on rae rss 


‘ bee 
Jes quatre premiers termes forment la dérivée de ¢ par rapport au 
temps, prise en suivant |’élément fluide dans son mouvement, 


» 
» 
° 


Weim 
c’est-a-dire 2 : ona donc 


dt 
die sate ote Pe pid 
t o at 0 oy 0% 
ou encore 
aha {2 ES OUe HOE: C Ou 
(43) a3) =2G+iS+2- 
Die aca el Wn dee 4 2s 


(eas en E dv n Ov C ov 

poe | pate Rp -—y) 

Ae dt o) Na Aa OMe oA 
Ss Ce NG E ow now C ow 
a UP SE ad igre cet meee 

at oy p Ow o oy Oo OZ 


Ces équations ont été employées par Helmholtz pour démontrer 
d’importants théorémes relatifs aux tourbillons, sur lesquels nous 
reviendrons plus tard. 

Nous allons montrer comment on en déduit facilement le théo- 
reme de Lagrange. 


Demonstration du théoreme de Lagrange déduite des équa- 
tions de Helmholtz. — Si Von suit une particule dans son mou- 
- vement, les coordonnées 2, y, 2 de cette particule sont des fone- 
tions du temps, ainsi que uw, ©, «, &, 4, $ et 0. On peut alors 
regarder les équations (43) et (43') comme un systéme de trois 
équations différentielles linéaires et homogénes définissant = = : 


“ : ye ; ap Ou Ou 
en fonction du temps, les coefficients de ces équations —, — 


: Ox oy 
u : . Ag aheot 3 
ao étant. des fonctions du temps. L’intégration de ces 


. . i . 4 
équations fournira pour , = : des fonctions de ¢ dépendant 


vw. t 


d’une fagon linéaire et homogéne de trois constantes arbitraires 
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. j t 
qui seront, par exemple, les valeurs we os 5; 
0 0 0 
a instant initial. On aura ainsi des expressions de la forme 


ee i 


des trois fonctions 


efile) ® fal) + 8 fH, 
; 


=— Oia a= ~ 2 Atte ? €3(¢), 


_t 


(44) 
(tf) + ne (t) + 2 a(1). 


Dés lors, si a instant initial la rotation de la particule fluide 
considérée est nulle, &, no, So sont nuls et, par suite,-£, %, ¢ le 
sont a un instant quelconque. 

Cette démonstration revient au fond a celle de Cauchy : si dans 
les relations (21) établies au n° 730, d’aprés Cauchy, on rem- 


ie} : , , ts 
place D par a on obtient précisément les relations (44) dans 


lesquelles les fonctions f,(¢), f2(¢), ... sont connues et égales 
0202 


at ey Il résulte de 1a que les relations de Cauchy (21) du 


n° 730, dans lesquelles on considére bo, mH ee comme des cons- 
0 0 0 


tantes arbitraires, constituent précisément les intégrales générales 
des équations de Helmholtz (43) et (43’) regardées comme défi- 
En & 


nissant aunt en fonction du temps. C’est ce qu’on vérifiera faci- 


lement (volts aux Exercices). 


738. Cas ou o étant fonction de p les forces et les vitesses 
dérivent d’un potentiel. — L’intégration des équations se simplifie 


quand les trois conditions suivantes sont remplies : 


° La densité est fonction de la pression; 
2° Les forces X, Y, Z dérivent d’une fonction U(a, y, =, ¢) 
pouvant contenir ¢; 
3° Les vitesses u, v,  dérivent d’un potentiel o(x, y, 3, 4); en 
d’autres termes les tourbillons sont tous nuls. 


Posons alors, comme plus haut, 


Oo=U —{F: 
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les 6quations (35) du mouvement prennent la forme 


Ou Ou Le ou 28 


ces ease = 0, 
dee ee oy Gs el on 
og 0p dy pode Perse: 
—, = écrit la premiére de 
En remplagant u, v, w par — rere Wee on p 
ces équations 
) 2 2 2 F) 
cs Aedes ears Bs Beil eh aig Ra ars pal Gh Se 
0x O Oy Ox dy 02 Ox 0z Oxot 0x 


ou encore 
as 1 (op)! a (2)'] ap | = 0 
alel(2)+(F © higsd pice gees , 


ce qu’on peut écrire 


ee i ke \= 
m(aw+ 5 oF 


W? étant le carré u2-+-»2-+ @? de la vitesse de lélément placé 
en x, y, 3. Les deux autres équations du a ede apie de 
méme que les dérivées partielles de la quantité = = Lwe4 2 —Q, 
par rapport a y et z, sont nulles. 

Cette quantité est donc indépendante des variables x, y, z et ne 
dépend plus que de la quatriéme variable ¢. On a ainsi l’équation 
unique 


1 


ac es 
(45) Vs Seek} 
ou, d’aprés la définition de 'H (éq. 42), 
. Oo. 
(46) Ber ee 
qui remplace les trois équations du mouvement. On peut faire 


rentrer la fonction du temps ¢(¢) dans 9. En effet, jusqu’a présent, 
cette fonction o a été définie uniquement par cette propriété que 


or, toute autre fonction 9, différant de 9 par une fonction de ¢ 
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seulement, par exemple 


t 
ane f Y(t) dt, 
ty 


posséde évidemment la méme propriété et peut également servir 
de potentiel de vitesses, puisque les dérivées partielles de 0, par 
rapport ax, y, z, sont identiques a celles de 9. 

Mais alors l’équation (45) s’écrit 


tw Bt Qo, 


En résumé, ie équations du mouvement peuvent étre ramenées 
aux suivantes : 


34 Wh cae a Nay Es Nel Rta us 
(alee) oy) Gp ee Oe 


(47) , Op ta) Ce) rr) Oo rr) Op\ 
yom ae) ay tae) as (Pa) = © 
e=f(p)- 


La deuxiéme de ces équations est l’équation de continuité (36); 
la troisiéme, |’équation caractéristique. 

On a ainsi trois équations pour déterminer 9, p et ep en fonction 
de x, y, 3, ¢: lafonction ¢ n’est déterminée qu’a une constante 
additive prés, car 9 ne parait dans touies les équations que par 
ses dérivées partielles. ] faudra distinguer deux cas suivant que 9 
est uniforme ou non dans le fluide (n° 710). 


Liquide incompressible & température constante. — Dans le 
cas ol p est constant, léquation de continuité, dans lhypothése 
d’un potentiel de vitesse, 0, se réduit a l’équation de Laplace 


Ag =O 
que nous avons étudiée en détail 4 propos de l’attraction. Comme 
la fonction Q est alors égale a U— P jl faudra intégrer, sous les 


conditions initiales et les conditions aux limites, les deux équa- 


s[(2) (8) ~(B) +z'-0 d= 
Ox oy 


8 
a Oto. ONG ON 
x? oy? ~ O22 


tions 


définissant p et ¢ en fonction de 2, y, 2, ¢. 
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Sper teee Saat ag (ee Vie (ea ieees 
Dans ces équations, la somme (2) —- 5) ak ($: est égale 


au carré W? de la vitesse. 


Remarque. — On peut évidemment rattacher les résultats de ce 
numéro aux équations (41). Actuellement, le mouvement étant 
: : ; Ou 020 
irrotationnel, §, y, € sont nuls; de plus, 8 cams none os 

Les équations (41) s’écrivent donc 

i) do 
—i(H | = 
= ( me Ot, oe 


f 0 ne 
elles montrent que la fonction H + = est indépendante de z, y’, 2, 


comme nous l’avons yu par un calcul direct. 


739. Exercice — Une masse liquide dénuée de poids affecte la 
forme d’une couche sphérique de rayon extérieur a entourant un 
noyau sphérique solide de rayon 6 : la surface extérieure de cette 
couche est soumise & une pression constante Il. Dans ces conditions, le 
systéme est en équilibre. A un instant donné, t=0, le noyau solide 
intérieur est anéants : trouver le mouvement du liquide. 


Cet exercice est emprunté a lOuyrage intitulé : « An elementary 
Treatise on Hydrodynamics and Sound », by A.-B. Basset, M. A., 
F.R.S., Trinity College, Cambridge, 1890, p. 25. 

Il est évident, par raison de symétrie, que la vitesse de chaque élément. 
est dirigée vers le centre et que, a chaque instant, les points qui sont ala 
méme distance du centre ont la méme vitesse : les surfaces libres inté- 
rieures et extérieures restent donc sphériques. 

Le liquide partant du repos, le mouvement est irrotationnel, d’aprés le 
théoréme de Lagrange. Les vitesses dérivent donc d’un potentiel 9. Sil’on 
prend comme origine le centre commun O des deux sphéres, poit qui 
reste fixe, et si l’on appelle 7 la distance d’un élément fluide au centre, la 
fonction 9 est, par raison de symétrie, fonction des seules variables 7 et ¢. 
9(7 €). 

Ecrivons qu'elle vérifie Péquation de continuité 

ies Seas SEN Cae Ks 


—+—=O0. 


Ox? oy? Oz? 
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On a, puisque 9 dépend de a, y, s par l’intermédiaire de 


r=Vri+ y+ 23, 


eee ee CP ee ie) 
Ay geen ake om? drt Pt Orr Py? 
O20 oO? ae a teat 
on a de méme jy?’ ait d’ou pour Péquation de continuité 
Ch Eig 09 
wien 
ce qu’on peut écrire 
7) = Oo\ 
or Orn 
On a donc 
ef 
ed Eee oy 
rt =F(2), 
F(¢) désignant une fonction de ¢ et 
Fit 
9=— +F,(¢), 


F,(¢) étant une deuxiéme fonction de ¢. On peut alors écrire les compo- 
santes wu, ¥, w de la vitesse W qui sont les dérivées partielles de o par 
rapport a a, y, 2. La vitesse elle-méme, estimée positivement suivant le 
prolongement du rayon 7, a pour expression 
A ake. 
AY cehet 

dr’ 

la dérivée étant prise suivant le rayon, c’est-a-dire 


F(¢) 


r? 


(49 


Comme le systéme part du repos, W est nul avec ¢; Ja fonction F(¢) 
s'annule donc avec ¢. 
La premiére des équations générales (48) donne alors, puisque U = 0, 


' 
picks) ; I 
-—= — t)— — W?. 
(50) 0 ri 1 (¢) 
Appelons, a un instant quelconque ¢, Ro le rayon de la sphére extérieure, 
W, la vitesse des éléments situes sur cette sphére : Ro est une fonction de ¢ 


et l’on a évidemment 


dRy F(t) 
(51) Wo= ale The 


d’aprés la formule (49); appelons de méme R, le rayon de la sphére inté- 
rieure et W, la vitesse des éléments situés sur cette sphére : nous aurons 
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de méme 


(sh) Wits eee) 


apts eg 


Comme a chaque instant la pression extérieure est II et la pression inté- 
rieure 0, on a, en faisant successivement r= Ry et r =.Ry dans l’équa- 
tion (50), 


D’oul, en retranchant et remplagant Wy» et W, par leurs valeurs (51) 


Il F’( rf I I F I I ): 
rr (zt rs) 2 ( (a I 1 


Multiplions les deux membres de cette équation par 2F(¢)d¢ en remar- 
quant que, d’aprés (51) et (52), 2F(¢) dé est égal a 2R§ dRo et a 2RZ AR. 
Nous pouvons €crire 

0 I I dR dR 
— R2 = a2F i te ee ee eae Fm eae Ogata Sane 
2 REAR = aP(t) P(e) ae (Z- x) F (5 RE) 


Le deuxiéme membre est alors la diflérentielle du produit 
dou en intégrant 


C désignant une constante que l’on détermine en remarquant que, pour 


t=0, Ry = 6 ev. F(t) 0. Done C= ; = os et ona léquation 
‘ 


2 il I I 
3) i BE 3. f3)\ = 2 oe ee 
(53) FS cRi— a) =) (gE - F) 
On trouverait de méme 
2 I 1 I 
5 Se Rata s Vise WEG By pap Ve 
(54) gE T(RB— at) = FH) (GE — EE] 


Ces deux équations exigent que 
R3— R3 = a3— 63, 


condition évidente, car le volume liquide compris entre les deux sphéres 

limites est constant. Ces équations permettraient de calculer Ro et Ry, en 

fonction de ¢; par exemple, pour calculer Ry, il suffiraitde remplacer dans 
1 


la premiére Ro par (R}+ a3— 63)3 et F(¢) par R? ae On aurait ainsi 
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une équation différentielle du premier ordre donnant R, en fonction de ¢. 


dR, 
Cette équation différentielle, dans laquelle on remplace —— par W,, donne 


dt 


la vitesse W, en fonction de R, 
Faisons le calcul dans ’hypothése que le liquide s’étend a l’infini : alors 
a=nm, Ry =o. L’équation (53) devient donc 
ela > Cele eer Face) 


a Rt = oe 


En y remplagant F(¢) par Rj = »ona 


oN (/2 Vb3— B} 
=— Sie 


ou il faut prendre le signe —, car Ry diminue quand ¢ augmente. En sépa- 
rant les variables, on a ¢ en fonction de Ry, par une quadrature. Si lon 


ted 


veut calculer le temps T au bout duquel la caviteé est pleine, il faut inté- 
grer par rapport a R; de 6 a 0; ce temps est donc 


ou, en faisant R? = 


b3 a, 
(at Fay? 
T= 0(/ = e §— 2) tay: 
6L F 


Lintégrale définie a une valeur purement numérique : c'est une intégrale 
in 
: ae : all 
eulérienne de premiére espéce B (ge - ) qui a pour expression (1) 
2 


\ 


eer 5 

Pes Yr - 

6 : 2 - 6 
ray Ak ou Tw a 

1 a4 

C= Vr - 

3 3 


ape ae 
car Po = yn 


740. Equations analogues 4 celles d’Euler dans un systéme quel- 
conque de coordonnées. — Nous avons indiqué au n° 733 comment on 
peut écrire, dans un systéme quelconque de coordonnées 41, 92, 3, les 
équations du second ordre définissant ¢1, 72, g3 en fonction de ¢ et de qf, 


q?, 73- 
Posons if 
_ dq aq _ dqa 
(4) SSG fee wi ee ee UE ee Oia 


(') Voir Bléments d’ Analyse mathématique, par P. Appnut, Chap. XIX, § V. 
( Gauthier-Villars). 
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Ces trois quantités sont fonctions de ¢, g?, 78, 73; mais on peut les 
considérer aussi comme fonctions de ¢ et de 91, 92, 73- Ge nouveau sys- 
teme de variables indépendantes est analogue a celui d’Euler. Nous dési- 
gnerons par un 0 de ronde les -dérivées partielles prises par rapport au 
temps dans ce nonveau systéme. Soit alors f(q1,, G2, Ya, ¢) une fonction 


: Pea eta) 
des nouvelles variables; on peut avoir a prendre la dérivée par rapport 


a ¢en regardant 91, 92, 73 comme constants, ou la dérivée totale ae 


par rapport a ¢ en regardant g1, Je, g3 comme des fonctions du temps. 
Cette dérivée totale a pour expression déyeloppée, d’aprés (A), 


an = ta Uu of u of U3 + oS 
dl 0q\ Od» 0”d3 dl 


Les équations de Lagrange, écrites au n° 733, s’écrivent alors immédia- 


: dq: 4q2 
tement dans le nouveau systéme : pour cela, on y remplacera Ae stn 
dq3 . Aces d*q\ 
mee par UW, U2, U3, puis les dérivées totales secon des rr ieee ou 
du, 5 
SOS etn r 
dt’ P 

du, ou, oy Ou; ag Ou, Ou, 
dt Oda) yk Oga ak edgar Cel Oae 
Il restera en outre a transformer |’équation de continuité, 
Equation de continuité analogue a celle d’Euler. — Désignons, pour 


abréger, par M le déterminant fonctionnel de a, y, z par rapport a q,, 
92, 73 el par K le déterminant fonctionnel de gy, g2, g3 parrapporta gq}, 
q2 15s 
Dayne) _ D(qi. 92, 93) 
Mi eee K= 7s. 
D(q1. 92) 73) D(gt, 92,93) 


L’équation de continuité que nous avons établie (n° 733) exprime que le 
produit oMK est constant pour une méme particule fluide. La dériyée 
totale de ce produit par rapport a ¢ est donc nulle. Nous écrirons, en pre- 
nant la dérivée logarithmique, 


1 do me) dM 1 aK 
Seein MaaE 
Calculons le dernier terme. Ona 


(B) dK tat D( uy, Ja, 7a) ait D(q1. Uo, 73) ai D(qi, 72, U3) 
dt Digi. g3.¢3). Deg. g8; g8) - DCgt, g3,.98). 


comme il résulte de ce que la dérivée d'un déterminant est Ja somme des 


_ 
— 
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déterminants obtenus en prenant successivement les dérivées des diverses 
lignes ou colonnes et de ce que 


d (oqy oF por dqi\ uy 
i age) = gg Cat) = ae? 


Mais w,, Ue, U3 peuvent étre supposés exprimés en fonction de gy, q2, 


q3, t; alors 


Dur 92,93) _ Dimr.gegs) Digi gargs) _ om te 
D(gi, 92,93) D(491,92,93) D(gt, 92,93) oq 


De méme le deuxiéme et le troisiéme déterminant de la formule (B) 
Ou Ou; 
sont’ ——>-K et —— K. 
qa 0"gs 
On a alors 


dK (ou OU i Ou3” K 
e dl ey oq; an Cdr aa 


L’équation de continuité est donc finalement 


dM 7) Ou; Ou: 
ig aaa 


TOP 
CG) o dt ~™M ae oq 0q2 O”"3 . 
M ; 
En développant a on peut l’écrire 
aM OM 5 oe aM, OM 
ae wg ta A ag oe 
L’équation (C) peut alors étre écrite 
4 A do o(Mu,) (Muy) | 0(Mus) OM] _ 
ae ° ae al oqi a Oq2 ) Oq3 ¥ - fe: 


Par exemple, en coordonnées polaires dans l’espace 7, 0, w, on a 


M = 7?sin0Q. 


Posons 
dr : At dw 
= —— to= 2= 
Oo ay: Mad ie Lea ' 


L’équation de continuilé est 


1 do Ou, Oly Ou; 
ae ae + t6 aa + — —_ = 
if ts ait or 08 re Ow) 


sale 
on peut l’écrire 


dip I 0(r? us) ie hae GREP SEE) POU Ne 


I 
e dt Oram sin@ Gli) dw 
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Cas particulier des coordonnées curvilignes orthogonales. — Soient 
®=9(91,) 9293), Y= ¥(I10 92193), 2 = B91, F2» Fa) 


les formules de transformation : nous supposons que les trois familles de 
surfaces g,=const., g;=const., gg= const. sont orthogonales. Si lon 
appelle dx, dy, dz les accroissements infiniment petits de x, y, 2 corres: 
pondant a des accroissements dqi, dq2, dqg3, on a, en faisant lasomme des 
carrés de ces accroissements, une expression de la forme 


ds? = hi dqj + hz dq} + h3dq3. 
En prenant le déterminant Met l’élevant au carré, on trouve immédiate- 
ment, d'aprés les conditions d’orthogonaliteé, 


M2=A2h2h2, M=hyhz hz. 


On peut alors écrire les formules (C) et (E) avec cette particularité 
oM eet 
ue — est nul. 
a ot ; 
Soit 4 partir d’un point P la courbe obtenue en supposant go et gz con— 
stants; l'arc ds, de cette courbe est donné par 


ds,;= h,dq,; 


de méme 


ds = hodqz, as. h3 dq; 


sont les arcs des courbes obtenues en faisant varier seulement go ou q3. 
’ On introduit ordinairement les composantes de la vitesse #;, %2, ¥3 suivant 
les trois directions ds,, ds,, ds; : ces composantes sont 


y= Hh, V2 = hy Ue, 03 = hus, 


et l’équation (E) s’écrit 


; 1 do I 0(0,h2h3) O(e,h3h,) 0(03h,; he) \ 
(F) Q dt ae Al 07g: = Og2 me Oq2 | ms 


On pourra faire une application de cette équation aux coordonnées 
polaires dans l’espace. 


IV. — MOUVEMENT PERMANENT EN GENERAL. 


741. Mouvement permanent. Filets fluides. — Nous avons déja 
défini le mouvement permanent d’un milieu continu au point de 
vue cinématique (n° 704). Pour que le mouvement d’un fluide soit 
permanent au point de vue dynamique, il faut et il saffit que la 
distribution des vitesses, des pressions et des densités, aux divers 
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pourts géométriques de l’espace occupé par le fluide, soit constam- 
ment la méme. En d'autres termes, il faut et il suffit que u, ¢, \v, 
g et p dépendent uniquement de z, y, s, et non de ¢, 

Les éléments fluides qui passent successivement en un point 
géométrique P suivent alors tous la méme trajectoire : de cette 
facon, par chaque point de l’espace passe une trajectoire et une 
seule. a 


Filet fluide. — Soit, dans l’espace, un élément plan infiniment 
petit sy (voir fig. 329) : les diverses trajectoires partant du con- 
tour de cet élément forment une sorte de tube, et les éléments 
fluides qui traversent l’aire de l’élément ¢) se meuvent dans ce 
tube : ensemble de ces éléments forme ce qu’on appelle un filet 
flucde. 

Les cas ott le mouvement est sensiblement’ permanent se pré- 
sentent souvent : lorsque le fluide est soumis a des conditions qui 
ne varient pas avec le temps, c’est-a-dire lorsque les forces d'une 
part et les conditions aux limites de l’autre sont invariables, on 
admet qu’au bout d’un certain temps il s’établit un régime perma- 
nent. Par exemple, dans une piéce d’eau alimentée réguliérement, 
de fagon que son niveau reste constant, et dont Peau s’écoule tou- 
jours de la méme facon, il s’établit un régime permanent. 


742. Mouvement permanent dans le cas ov les forces dérivent 
dune fonction de forces U(x, y, =) et ot 9 est fonction de p. — 
Tutorime pe Bernouxzi. ~~ Supposons que les forces X, Y, Z 
dérivent d’une fonction U(z, y, s) ne contenant pas le temps et 
que la densité 9 soit fonction de Ja pression p. En posant, comme 


iy 
ee 


Mie me 


plus haut, 


el remarquant que wu, ©, « et Q sont indépendants de ¢, on peut 
écrire les équations du mouvement (35) 


Ou Ou : du dQ 
SS ae — |] (19 — 
Ox ‘ oy as Ox 


Ov 0° de me) 
u— + — +6 a 
Ox dy (lis oy 
Ow Ow Ow 0Q 
1— +P +w— =—- 
0: Oy 05 iS 


Porras (0% 2h 
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Dans ces équations ne figure plus le temps. II est naturel de les 
transformer en ne faisant intervenir que des éléments géomeé- 
-triques; c'est ce que nous allons faire en suivant une méthode 
indiquée par M. Gilbert dans sa Mécanique analy tique ( Partie 
élémentaire ). 

Appelons s Parc d'une trajectoire compté a partir d’un point 
déterminé Py jusqu’a un point P de cette trajectoire. Les coor- 
données xz, y, 5 de P sont des fonctions de s, et les cosinus de la 
tangente en P a la trajectoire sont 

OGL eS 
‘ds 0 Case ds 


La vitesse en P étant W, ses projections sont 


(55) WW vow, w-W—. 


La premiére équation du mouvement donne done 


( Ll OURAY See OU =) _ dQ 


de ds dy ds dz ds Ox” 
ou 
du a 
Borg Serpe oO. 


car, le long de la trajectoire, u est fonction de s par lintermeé- 
diaire de x, y, z. On déduit de méme des deux autres équations 


du mouvement 
Ww qa Oe ii dw dO 


ds Elie S W dss a'dsan 


Multiphions ces trois équations respectivement par ae wh 
i $s DIS ra < i —= Fo) 
J | ] ds’ ds’ ds 
et ajoutons-les en tenant compte des formules (55), nous aurons 
du de dw dQ 


56 coe cae ee wer pee | 
198) ods Di iaad ae ok ds as 


car, le long de la trajectoire, Q dépend de s par Vintermédiaire de 
LY, & et @R ost égal A 
Pe as, iaas 
OQ dz dQdy- 0Q dz 
ox ds gs oy ds" 0a ds 
Comme | 
W?2= u2+ 02 + w?2, 
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Féquation (56) peut s’écrire 


53 wi Q| = 0. 


Elle exprime que la quantité entre crochets, c’est-a-dire la quan 
lité appelée précédemment H (n° 737), ne varie pas quand s varie : 
cette quantité est donc constante tout le long du filet fluide 
considéré : 

I 


ou 


HS. 


Cette relation exprime le Théoréme de Bernoulli. 

Il faut remarquer que © est constante le long de chaque filet 
fluide; mais pour chaque filet © a une autre valeur. D’une fagon 
précise, si les équations d’une trajectoire sous forme finite 
sont (n° 703) 

® (x, y,2) =G, 


O1( 75) 5) = Cy, 


la constante © est une fonction des deux constantes C et C, dont 
les valeurs numériques définissent la trajectoire d’un élément 
fluide ou le filet fluide considéré. 

Si l’on emploie le systéme C. G. 5. le premier membre del’ équa- 
tion (57) et, par suite, la valeur de la constante © représentent 
‘Pénergie en ergs par gramme de fluide, 

Considérons unm: filet fluide déterminé. Appelons W,, p,, Uo, 
Q, les valeurs des fonctions W, p, U, Q en un point déterminé 
du filet; en écrivant que la fonction 


HW .0 
2 
est constante tout le long du filet, on aura, le long du filet, 
I T > 
ke Gm Oo Qon 


ou, en remplacant Q par sa valeur, 


ap 


. 
(58) = (W2— Wg) = U—Uy— | one 
Shite 
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743. Application 4 un liquide. Démonstration directe. — Ap-~ 
pliquons le théoréme de Bernoulli au mouvement permanent dun 
liquide incompressible; alors ¢ est constant et 


dp P 
=u~ f2-u—£. 
R e e 


Dans ce cas, l’équation (58) s’écrit 


4 we | Ae Pine 
(59) aw toe ; 


le long d’un filet liquide. Si l’on connait les valeurs Uy, po. Wo, 
des fonctions U, p, W en un point déterminé d’un filet, on aura, 
tout le long de ce filet, 

‘ I eece. I 2 
(60) -w—U+f =-wi-U,+ 4. 
: t “4 

La constante C, relative a ce filet, est alors connue. 

Cette formule (60) donne la vitesse en un point du filet quand 
la pression y est connue, ou la pression quand la vitesse est con- 
nue. En résolvant par rapport a p, 


on voit que, le long d’un filet, la vitesse W ne peut pas dépasser 
une certaine limite, sans que le liquide se sépare. En effet, 
p devant étre positzf, il faut que l’on ait 


W2S2(U +) 


en tous les points du filet. 
On peut, dans le cas d’un liquide, établir directement l’équation 
de Bernoulli en Ja déduisant du théoréme des forces vives. 


Démonstration directe pour un liquide. — Considérons un 
filet lquide déterminé et deux sections droites fixes +) et > 
(fig. 329) : ces sections sont infiniment petites, d’aprés la défi- 
nition dun filet: supposons que le liquide coule de gy vers ¢ et 
appelons W, &t py la vitesse et la pression en oo, W et p la vitesse 
et la pression en >. Le mouvement étant permanent, la masse dim 
de liquide traversant l’élément o, dans le temps dt est égale ala 
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masse liquide traversant ¢ dans le méme temps; or, pendant le 

temps dé, les éléments liquides placés sur op avancent jusqu’en o, 
5) * . 3 : 

dune longueur Wde : le volume liquide ayant traversé cy est 


Fig. 329. 


done un cylindre droit de base o, et de hauteur W, dt, la masse 
de ce cylindre est 


(61) dm = 95) Wy dt; 


de méme, a Pautre extrémité, les éléments primitivement sur o a 
] ’ ; 

Vinstant ¢ s’avancent pendant le temps dt jusqu’en o et lamasse dm 

qui a traversé o est 


(62) . din = 95 W dt. 


Ces deux quantités sont égales. 

Nous allons appliquer. le théoréme des forces vives a la masse 
liquide qui, a l’instant ¢, est comprise dans le filet entre les sec- 
tions s) et > et qui, pendant le temps dt, prend la position com- 
prise entre les sections 9, et’. 

Quand on applique Je théoréme des forces vives a un systéme, 
il faut tenir compte des travaux des forces intérieures et exte- 
rieures. 

Actuellement le systéme étant un liquide parfait incompressible, 
les éléments matériels en contact sont a des distances constantes 
les uns des autres et glissent les uns sur les autres sans frotte- 
ment : les forces intérteures ont donc un travail nul. Les forces 
extéricures sont : 1° les pressions du fluide environnant sur les 


parois latérales du filet; 2° les pressions po, el ps s’exergant 
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normalement sur les éléments o et ¢, l'une dans le sens du mou- 
vement, l'autre en sens contraire; 3° les forces données. 

Il faut écrire que, pendant le temps dé, la variation de la demi- 
force vive de la masse liquide considérée est égale a la somme des 
Iravyaux élémentaires de ces forces. Pour cela, divisons la masse 
fluide comprise entre les sections ¢) et ¢ en n-+ 1 tranches infini- 
ment petiles, ayant toutes pour masse dm, par des sections droites 
inlermédiaires 7), 72, ..., ¢, au nombre de n : numérotons les 
iranches 0, 1, 2, ..., 2; la vitesse des éléments de la tranche 0 a 
été appelée W,; nous appellerons de méme W,, Ws, ..., Wales 
vitesses des tranches suivantes. La force vive totale de la masse 


considérée entre g, et ¢ a Vinstant ¢ est alors + 
dm(Wj5+ Wi-+...+ W3); 


a Pinstant ¢ +- dt, chaque tranche a pris la position de la suivante, 
la derniére s'est transportée en so oti elle a acquis la vitesse W et 
la force vive de la masse est 


dm(W? + W3-+...+ W2+ W?); 
la variation de la demi-force est donc 


~ dm (W?— W?2). 


Calculons la somme des travaux élémentaires des forces. D’abord 
les pressions sur les parois latérales du filet ont un travail nul, 
car elles sont normales aux déplacements des éléments sur les- 
quel; elles agissent; la pression poop est appliquée a la premiére 
tranche qui s’avance, dans le sens de cette pression de W,de : 
son travail est done 


Pot Wodt 
ou, d’aprés (61), 


I 

- podin; 

Q 
la pression po est appliquée a la derniére tranche qui s’avance, 
en sens contraire de cette pression, de W d¢ : son travail est. donc 


; ' —poWdt 
ou, d’aprés (62), 


1 
— —pdm. 
2 P 
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Restent enfin les forces données; par hypothese, la foree X,Y, Z 
rapportée a Lunité de masse dérive de la fonetion de forces U: 
la force élémentatie appliquéee aun élément dm dérive donc de la 
fonction L dm: si Pélément dm passe diune position a une autre, 
le travail de la force élémentaire est éoal a la variation corres- 
pondante de tl dm. Appliquons cette proposition aux diverses 
tranches, en appelant U,, U,. ...5 U,, U. les valeurs de U dans 
les diverses tranches 0, 1, 2, ..., 2 et dans la tranche so’ : le tra- 
vail des forces données appliquéesalatranche oest(t,- ly) dm, 
car cette tranche passe de la position o a la position 1: de méme, 
les travaux des forces données appliquées aux tranches 1, 2.....2 
sont (U,-- U,) dm, (U;— U.) dm, ...,(U-— U,) dm; lasomme 


de ces travaux est, apres reduction, 
(U— Uy) dm. 


Le théoréme de forees vives donne done 


= dm(W?— Ne ~ podm— *p dm+(U --Uy)dm; 
p e 


en divisant par dm et transposant, ou obtient Pequation de Ber- 


noulli (60) pour un liquide. . 


744. Théoréme de Torricelli. —— Appliquonms, en particulier, 
ces résultats au mouvement permanent dun liquide pesant, marm- 
tenu a un niveau constant dans un vase par un réseryoir Valimen- 
tation et s’écoulant par un orifice percé dans la paror. observation 
montre quil sétablit un regime permanent. Comme tes éléments 
lluides situés, a un certain instant, sur la surface libre finissent 
pars écouler par Vortfice, les filets fluides partant de la surface 
vont aboutir a Vorifice (fig. 330). 

Prenons pour plan des ry la surface libre, pour axe des z la 
verticale descendante. On a alors pour la fonction des forces 
U = ree L’équation de Bernowli (60) s’éerit 

Ue pee On, ear) 


2 p 


tout le long d’un filet fluide. Pour determiner la constante © le 
lone d'un filet, il suffit de connaitre W, set p en un point du 


filet : or, sur la surface libre, on a 


& = 0, P=>Pa) 
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Pa désignant la pression atmosphérique; quant a la vitesse W, des 
points de la surface libre, elle est négligeable si Paire de la sur- 
face libre est ¢rés grande par rapport aux dimensions de l orifice ; 
il est évident, en effet, que, dans ces conditions, si ]’on supprimait 
Valimentation du vase, le niveau y baisserait trés lentement : nous 


prendrons alors 
‘ W, =3'0 


sur la surface libre. Dans ces conditions, la constante a pour 


valeur 
e= Pe, 
0 d 
et ’on a le long du filet, 
I I 
(63) batt rit Sas 3 


« 


To 


La constante © a done ici la méme valeur pour tous les filets 
et la quantilé 


I I 
- W?— 924 - 
s 5 ae 


est constante dans toute ’étendue du fluide. 


Vitesse d’écoulement. -— Soient h la distance de loritice a la 
surface libre, W, la vitesse d’écoulement par lorilice : pour con- 
naitre cette vitesse, 11 faut connaitre la valeur de Ja pression p a 
Vorifice écoulement; or l’écoulement se faisant dans lair, la 
pression a l’orifice est sensiblement égale a la pression atmosphé- 
rique Pa. La formule (63) donne alors, pour s = A, p = pa, - 


(64) W2=2¢h; 


elle exprime le théoréme de Torricelli : La vitesse d’écoulement 
est la vitesse que prendrait un point pesant tombant dans le 
vide de la hauteur h. 


Debit. — Connaissant la vitesse d’écoulement et la grandeur de 
Yorifice, on peut calculer le débit, c’est-a-dire la quantité de 
liquide qui s écoule pendant Punité de temps. 


Verification expcrimentale. -- Des expériences de Poncelet 
et Lesbros faites en 1828 et reprises avec une stireté et une préci- 
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7 
sion remarquables par Bazin (') ont mis en évidence les faits sui- 
vants : 

Le jet liquide est composé de filets fluides qui vont en conver- 
geant vers l’orifice et qui continuent a converger méme aprés leur 
sortie de l’orifice (fig. 330); il en résulte que la veine se contracte 


Fig. 330. 


aprés sa sortie sur une petite longueur et que pour calculer le débit 
il faut prendre la quantité de liquide qui passe avec la vitesse W_ 
a travers la section droite minima de la veine ou section contractée, 
A désignant la distance de cette section a la surface libre. 

Pour les orifices verticaux tels que ab, cd, la vitesse dans la 
section contractée surpasse légérement la valeur théorique Vogh; 
mais il n’en est plus de méme pour les orifices horizontaux tels 
que ab, a'b’, ow la vitesse d’écoulement dans les parties centrales 
de la section contractée est un peu moindre que V2gh. Cette 
difference s’explique par les inégalités que la pesanteur introduit 
entre les vitesses des filets d’un orifice vertical : elle disparaitrait, 
par suite, dans les trés fortes charges. 

Dans le plan méme de l’orifice, la vitesse est minimum au centre 
pour les orifices horizontaux et un peu au-dessus du centre pour 
les orifices verticaux. 

Coefficient de contraction. — On appelle coefficient de con- 
traction le rapport de l'aire de la section contractée a Vaire de 
orifice. Dans le cas ot Vorifice est en mince parot, ce coctlicient 
est il a d’autres valeurs quand Vorifice n’est pas en mince 
parol ou est muni d'un ajutage. 


745. Ecoulement d’un gaz. — Imaginons un réservoir de grandes 
dimensions qui conuent un gaz sous pression s’échappant par une 
petite ouverture : supposons qu ils’établisse un régime permanent, 
le réseryoir étant alimenté convenablement. On peut évidemment 


(') Expériences sur la contraction des veines liquides et la distribution des 
vitesses dans leur intérieur ( Recueil des savants etrangers, t. XXXI1). Rapport 
fait \ Académie par M. Boussinesq (Comptes rendus, juin 1894). 
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dans l’étude de ce phénoméne négliger Vaction de la pesanteur. 
Les filets fluides vont converger vers lorifice d écoulement: en 
suivant un de ces filets, appelons W, et po la vitesse et la pression 
en un point du filet trés éloigné de Porifice, W et p les mémes 
quantités au voisinage de lorifice. La quantité Wo sera trés peute 
si les dimensions de lorifice sont petites par rapport a celles du 
réservoir. Nous devons exprimer que la quantilé ~ W?— Qala 


méme valeur le long du filet. Nous aurons ainsi !’équation (58) 
Pp 
~(W?— Wii ja Wee Uh dp 


Mais l’action de la pesanteur est négligeable, la fonction de forces U 
peut donc étre regardée comme nulle ; en outre W, étant trés petit, 
regardons-le comme nul; nous aurons, en intervertissant les limites 
de lintégrale, la formule 

+ Po dp 
(65) W2 =a} { pd Es 

ep e 

Dans cette formule on ne connait que d'une fagon approchée la 
relation entre p et 9. On peut faire deux hypothéses simples. 


1° Formule de Zeuner. -— Admettons qu'un élément du fluide 
se transforme adiabatiquement, on aura (n° 724) 


1 


Ne Sy 
ran(E) en(f)? 


vy Gtant le rapport des chaleurs spécifiques a pression constante et 
a volume constant pour le gaz considéré. La formule (65) donne 
alors 

=i 


W?2 ieee zit Po ) ed (4) : . 


hoes BC Po 


Appelons G la vitesse du son dans le gaz considéré ala pression py 
eta la densité 6,, ona (n° 732) 

G2 == us 

Po 


la formule peut done s’écrire 


(66) Wiese (2) Ai be 


CHAPITRE XXXIV. — DYNAMIQUE DES FLUIDES PARFAITS. 379 


Le coefficient y est plus grand gue 1: si p tend vers zéro, la 


vitesse W tend vers une valeur limite G (/ e 


° 
Cy eee 
y 1 


2° Formule de Navier. — Admettons que la température est 
constante dans un filet fluide. On aura alors, d’aprés la loi de 
Mariotte, 
aks 
Po 


aealy 


léquation (65) donne dans cette hypothése 
(67) Wie ooo Le 


L étant la caractéristique dun logarithme népérien. 


Comparaison des formules. — \.a formule de Zeuner suppose 
négligeables les effets du rayonnement et de la conductibilité; 
celle de Navier, au contraire, suppose que la température est 
constante, c’est-a-dire que la chaleur gagnée ou perdue par rayon- 
nement et conductibilité compense exactement la variation de tem- 
pérature due a la transformation. 

La vraie valeur de la vitesse doit donc étre comprise entre les 
valeurs fournies par les deux formules. 

Dans les circonstances habituelles de ’écoulement des gaz, c'est 
la formule de Zeuner qui parait le mieux représenter les résultats 
observés. 


746. Variation de la section droite d’un filet gazeux; maximum 
de contraction; vitesse correspondante. — Considérons un gaz 
animé d'un mouvement permanent: si, dans un méme filet fluide, 
nous prenons comme au n° 743 (fig. 329) deux sections droites 
set oy, lamasse dm de fluide traversant l’élément ¢ dans le temps at 
est égale a la masse de fluide traversant s) dans le méme temps. 
Ona donc, en appelant W et W, les vitesses, p et 99 les densités 
dans les sections + et oo, 


oo W dt = 099) Wodt. 


Cela revient a dire que 27 W est constant tout le long du filet 
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Le maximum de contraction du filet, c’est-a-dire le minimum 
de c, correspond donc au maximum de oW. Or, d’aprés la for- 


mule générale (65), ona 


Po 
(68) AW gt le 


La pression p est une fonction de ¢ : le long du filet, le deuxiéme 
membre est donc fonction de la seule variable 9 : pour trouver la 
valeur de 9 qui rend pW ou 0? W? maximum, il suffit d’égaler.a 
z¢éro la différentielle du deuxiéme membre de (68) : on a ainsi, au 


point ow la contraction est maximum, 


c’est-a-dire 
f Po dp dp 
? aie ot aS 
Pee eat 
La vitesse d’écoulement au point ot la contraction est maximum 
est donc, d’aprés la formule (65), 
ean de 
do’ 
on voit que c’est la vitesse du son correspondant a la pression et 
@ la densité en ce point (') (n° 732). 


V. — MOUVEMENT PERMANENT IRROTATIONNEL. 


747. Mouvement permanent dans le cas od ¢—/(p) et ov il 
existe un potentiel des forces et des vitesses. — Nous avons, <lans 
les numéros précédents, supposé que la densité est fonction de la 
pression: et que les forces X, Y, Z dérivent @une fonction U; 
supposons en outre que les vitesses dérivent également d'une 
fonction ¢ 


2 09 : do 0 
== >= —— [¢ 
ox’ oy j 03” 


c’est-a-dire que le mouvement est irrotationnel. 
wt Ae Sell go Seat No ee es ee 


(1) Sarrav, Cours de l’Ecole Polytechnique, 1'* division, 1900, p. 153. 


[Fe 
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Le mouvement étant supposé permanent, wu, 9, w, p, o ne dé- 
pendent pas de ¢ : on peut donc supposer que 2 ne dépend pas 
de ¢. Dans ces conditions, le calcul du n® 738 nous a montré que 
la fonction 


3 to) 
est indépendante de x, y, 5. Actuellement = est nul, donc la 


fonction 


ne dépend pas de x, y, 2; mais l’hypothése que le mouvement 
est permanent montre que cette quantité H ne dépend pas de ¢, 
car W et Q sont indépendants de ¢. Done H est indépendant de 
r,Y, 3, t, et Pon a Péquation 


C désignant une constante. 
Dans ce cas, on déterminera 9, p et 0 par les trois équations 


jsl@)+Gy~ Ge) - Pe 
70) = (ost) +5 a (°3 3) + 3: (°5 #) =o, 


Ge 


Les trajectoires des éléments fluides coupent orthogonalement 


les surfaces 
o(x, y, 2) = const.; 


d’aprés les valeurs de u, 9, «, ces éléments marchent dans le sens 
suivant lequel 9 va en augmentant. 

Il faudra intégrer les équations (70) sous les conditions initiales 
et les conditions aux limites. Par exemple, si le fluide, dans son: 
mouvement, doit rester en contact avec une paroi fixe, la vitesse 
en chaque point de cette paroi doit lui étre tangente; la compo- 
sante de la vitesse normale a la paroi doit donc étre nulle, ce qui 
donne la condition 
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tout le long de la paroi, la dérivée étant prise suivant Ja normale 
a la paroi. On peut aussi interpréter cette condition en remar- 
quant qu'elle exprime que le flux du fluide a travers un élément 
quelconque de paroi est nul. Les surfaces équipotentelles des 


vitesses 
9 = const: 


couperont cette parot fixe a angle droit. 


Comparaison avec le théoréme de Bernoulli. -— En supposant 
un mouvement permanent dans lequel ¢ = f(p) et dans lequel les 
forces dérivent d’une fonction de forces, nous avons vu (n° 742) 
que la quantité 


ee 
H = —W!— Q 


est constante le long d’un filet fluide; mais cette, valeur con- 
stante différe d’un filet a l'autre. Actuellement, nous supposons 
de plus que les vitesses dérivent d’un potentiel; nous trouvons 
alors que cette quantité H est constante dans tout le fluide, ou 
encore que la constante est la méme pour tous les filets. 

Il faudra distinguer deux cas, suivant que 9 est une fonction 
uniforme de w, y, s dans le fluide (mouvement irrotationnel acy- 
clique) ou une fonction multiforme (mouvement irrotationnel 


cyclique) (voir n° 710). 


748. Cas d’un liquide incompressible. —- Si le fluide est un 
hiquide incompressible, 9 est constant, et l’on a, pour déterminer 
¢ elp en fonction de x, y, z, les deux équations 


Vy (00 VF ea Oper (s ; P_e¢ 
\ | (zz) AG tay ee ae 
/ eo O20. 8-020 
oat 7 Oy? as? be 


(71) 


dont la deuxiéme est Péquation de Laplace. 
Il faudra dans chaque probléme trouver des fonctions © et P 
i 


vérifiant ces équations et remplissant les conditions initiales et les 
conditions aux limites. 


Analogie avec l’attraction newtonienne. — La fonction 
o(x, y, %), vérifiant léquation de Laplace, est analogue a un 
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potentiel newtonien dd a des masses qui attirent ou repoussent en 
raison inverse du carré des distances. Les surfaces © = const. sont 
alors analogues aux surfaces de niveau; les trajectoires des élé- 
ments liguides coupant orthogonalement ces surfaces sont ana- 
logues aux lignes de forces, les filets liquides aux tubes de forces, 
et le flux de liquide a travers une surface est analogue au flux de 
force (Chap. XX1X). 

Tl va de soi qu’on pourra appliquer a la fonction 9 tous les théo- 
rémes établis dans le paragraphe 1V du Chapitre XXIX sur les 
fonctions vérifiant |’équation de Laplace. 

Par exemple, si Von trace par la pensée, dans le liquide, une 
surface fermée S, dans laquelle 9 est uniforme et continu, le flux 
total de liquide a travers cette surface est nul, ce qui est évident, 
car la masse totale du liquide contenue dans S est invariable. 


749. Sources; doublets. — 1° Une source. — Supposons que 
le mouvement permanent d’un liquide soit irrotationnel et entré- 
rement symetrique autour d'un point O. Cherchons la forme 
de la fonction 9. Si nous prenons le point O comme origine, en 
appelant r la distance d’un point 2, y, 3 au point O, 


ra Vor yey B*, 


nous voyons que © sera fonction de r seulement par raison de 
symétrie. Cette foncuon dépend de x, y, = par Vintermédiaire 
der, etlona 


090 00 & do do x? es do/1. 2 
ox orr’ 0x? ~ dr? 7 ri Gp waaay 
O20 Oz - ; : 
on calcule de méme — a et en formant léquation de Laplace 
3? Oe 
Ay = 0, on a, aprés des réductions évidentes, 
2 © ‘ d do* 
CN Ee Cada ah! 
or? r or aha \ Gye 


On en tire en intégrant 
de _A 
(72) dr — pt? 
A désignant une constante; puts 
A 


(73) CEs tak 
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ou il est inutile d’ajouter une nouvelle constante, car 9 intervient 
dans toutes les équations par ses seules dérivées. 

Le mouvement est entiérement défini par cette expression (73) 
de 9 : les surfaces ¢ = const. sont des sphéres de centre O; les 
trajectoires, les rayons de ces sphéres; les filets fluides, des cOnes 
ayant tous leurs sommets au point O. Ce point est d’ailleurs un 
point singulier ou ¢ est infinie. 

Dans ce mouvement, la fonction 9 est analogue au potentiel 
d’un centre unique O attirant ou repoussant suivant la loi de 
Newton. 

Si A est positif, les particules liquides s’éloignent du point O 
comme si le fluide sortait de ce point : on dit alors que ce point 
est une source positive. Si A est négatif, les particules liquides 
se dirigent vers le point O pour y disparaitre : ce point est une 
source négative. 

Le flux de liquide a travers une surface fermée simplement 
connexe entourant la source O, de l’intérieur vers |’extérieur, est 
évidemment égal au flux de liquide a travers une sphére s de 
centre O et de rayon 1. Ce flux est donc, pendant le temps dé, 


aa A 
ede f [demoed ff ae, 


car la normale extérieure a la sphére s se confond avec le rayon 
et 


Comme, sur la sphére, » = 1, on a, pour ce flux, 


pata f fds =Gnpd de. 


Pendant l'unité de temps, ce flux est done 473A. 

Au point de vue physique, il faut supposer que le mouvement 
a lieu seulement jusqu’a une certaine distance du point O, par 
exemple a l’extérieur d’une petite sphére de centre O, et qu'il soit 
modifié dans cette sphére, car les vitesses ne peuvent pas devenir 
infinies comme il arriverait, d’aprés notre calcul, si le mouvement 
pouvait exister jusqu’au point O. 
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Le calcul précédent est identique a celui que nous avons fait, 
dans la théorie de l’attraction newtonienne, pour calculer le flux 


de force provenant d’un centre unique a travers une surface fermée 
entourant ce centre. 


2° Plusteurs sources. — Imaginons un liquide animé d’u 
mouvement permanent irrotationnel. Supposons que, dans une 
certaine région de l’espace occupée par le liquide, limitée par une 
surface fermée, il existe n points fixes O,, Oz, ..., O, tels qu’en 
appelant 7,, re, ..., ry les distances d’un point P(z, y, 3) aces 
points, on ait, dans cette région, pour le potentiel des vitesses, 
une expression de la forme 


ene See ee ay oy 
rr 


A,, Az, ..., A, désignant des constantes positives ou négatives et 


(a, y, 3) une fonction harmonique, uniforme, finie et continue 
dans la région considérée. 


On dit alors que les points O,, O2, ..., On sont des sources 
d’intensité A,, As, ..., An. Le flux a travers une surface S entou- 
rant tous ces points et située dans la région considérée est, pen- 
dant Punité de temps, au facteur 9 prés, 


eee 
[ [Baas lf gee Sg yee 


toutes les intégrales étant étendues a la surface S : c’est donc la 
somme des flux dus aux diverses sources augmentée de l’intégrale 


dy 
Naat 
qui est nulle, d’aprés les hypothéses faites sur y (n° 589). 


Le flux a travers S est donc 


4me(Ay+ Ao+...+ An). 


3° Doublets. — Un doublet est constitué par deux sources infi- 
niment voisines d’intensités égales et de signes contraires : il est 
analogue aun aimant élémentaire (n° 570). 


730. Quelques problémes sur les sources. — Soit un vase entié- 
A. — Ill. 25 
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rement clos limité par une surface S : ce vase est entiérement 


rempli par un liquide animé d’un mouvement irrotationnel acy- 
clique; on demande de trouver le mouvement, sachant qu'il y a 
n sources données O,, O,, ..., On d’intensités A,, Az, .--, An 
dans le vase. 

Il s’agit de trouver le potentiel 9 des vitesses : ce potentiel doit 
étre, dans le vase, une fonction de la forme 


Ay Ao A 


(74) Cae oes 5 aaa eee 


} étant assujettie a étre uniforme et finie dans le vase et a vérifier 
Véquation de Laplace AY =o. Crest cette fonction qui est l’in- 
connue du probléme. 

Tout d’abord, pour que ce probléme soit possible, il faut que la 
somme A,+-A,-+...-+ A, des intensités des sources soit nulle : 
en effet, le vase étant clos, le flux total a travers la surface S est nul. 

Cette condition étant supposée remplie, la vitesse de chaque 
élément fluide en contact avec la paroi S doit étre tangente a la 
paroi : on a donc, en chaque point de la surface S, 


———— 6 


ro 
dn 


dg ate A> =) dy 
= —(—+—4+...4+ 


Done, la fonction § doit, sur la surface S, vérifier la condition 


(75) ed ee 


dn GRO MN ae a as 


En résumé, la fonction inconnue ¢ est déterminée par les pro- 
priétés suivantes : elle est harmonique, uniforme et finie dans la 
surface S et, en chaque point S, sa dérivée normale prend une 
valeur donnée (75). Ces conditions déterminent ¢, a une constante 
prés, comme nous. l’avons vu dans l’étude des fonctions barmo- 
niques (n° 594). 

On peut faire effectivement le calcul de la fonction 4 quand la 
surface donnée S est un parallélépipéde rectangle, en introduisant 
une fonction harmonique analogue a la fonction Z employée pour 


a on 
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la décomposition des fonctions elliptiques en éléments simples 
(voyez Acta mathematica, t. VIII, p. 265, et Rendi Conti di 
Palermo, t. 22, p. 361). 

Lorsque l’une des dimensions du parallélépipéde devient infinie, 
on a la solution du probléme pour un prisme rectangle indéfi: i 
dans un sens : des cas particuliers de ce dernier probléme ont été 
résolus par MM. Boussinesgq, de Saint-Venant et Flamant (Comptes 
rendus de l’ Académie des Sciences de Paris, 1870). 

Ces solutions, qu’il serait trop long d’exposer ici, reposent sur 
le principe des images que nous indiquerons sommairement, en 
adoptant le mode d’exposition de M. Basset. 


751. Principe des images. — Supposons que, dans un liquide 
indéfini, il existe deux portions distinctes L, et L, du liquide, 
animées chacune d’un mouvement propre. Supposons, en outre, 
qu'on puisse tracer dans le fluide une surface continue fixe S, 
séparant complétement l’une de l’autre les deux portions L, et Lg, 
de telle fagon que, dans les mouvements de ces deux portions, 
aucun élément de L, ne traverse S, ni aucun élément de Ly. On 
dit alors, d’aprés Sir Wilham Thomson (Lord Kelvin), que le 
mouvement de L, est ’'¢mage du mouvement de L, par rapport a 
ja surface S, et inversement. 

Dans ces conditions, on pourrait, sans changer le mouvement 
de L,, supprimer le liquide L,, 4 condition de réaliser matérielle- 
ment la surface S sous forme de cloison. De méme, on pourrait, 
sans changer le mouvement de L,, supprimer L, en réalisant S 
sous forme de cloison. 


Premier ExEMPLe : [mage d’une source par rapport @ un 
plan. — Soient, dans un liquide indéfini dans tous les sens et 
animé d’un mouvement permanent, deux sources O, et O, de 
méme intensité A, le mouvement étant nul 4 Vinfini. Dans ces 
conditions, en appelant r, et r, les distances d’un point P aux 
deux sources, le mouvement considéré est un mouvement irrota- 
tionnel dans lequel le potentiel des vitesses est de la forme 


— 2-544, YF), 


iq 


I} 


1) 
v 


ou v est une fonction harmonique uniforme et finie dans tout 
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espace, telle que oy oF OF cient nuls a V’infini. Cette fonction 
Ox dy 02 


est alors une constante d’aprés les théorémes -généraux sur les 


Fig. 331. 


fonctions harmoniques (n° 591), et l’on peut prendre, en laissant 


de cété cette constante, 
A A 


Po nah ap 
Par le milieu O de O,O,, menons un plan S perpendiculaire 
a O,O, : nous allons montrer que le flux 4 travers un élément 
de 


. ? > 5) ) 
quelconque de 5 est nul, c’est-a-dire que > est nul tout le long 


de S. En effet, soient P un point de 5; P, et P, deux points placés 
sur la perpendiculaire en P 4S, symétriquement par rapport a ce 
plan. La dérivée de 9 prise normalement a S est la limite du 
rapport 

Go— 71 


Pi 
quand les points P, et P, tendent lun vers lautre, o, et 22 étant 
les valeurs de 9 en ces points. Mais, par raison de symétrie, 
2 0), et la limite est nulle. 

Le plan S divise alors le liquide en deux parties, qui se meuvent 
indépendamment l’une de l’autre : un des mouvements est l’image 
de l’autre par rapport au plan S. On pourrait supprimer la partie 
du liquide placée d’un cété du plan, en remplacant ce plan par 
une cloison; le mouvement de lautre partie ne serait pas altéré. 
On aurait ainsi la solution de ce probléme : Trouver /e mouve- 
ment irrotationnel Mun liquide indéfini remplissant tout 
espace situé d’un céié d’un plan fixe S, sachant que le 


a 
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mouvement est nul a Pinfint et qu'il y a une source dans le 
liquide. 


Deuxtime ExemPLe : Hooulement permanent trrotationnel 
dun liquide par le fond d’un vase indéfini limité par deux 


plans paralléles. — Soient trois axes rectangulaires, l’axe Oz 
éiant vertical ascendant; considérons un vase indéfini, limité par 
les trois plans =a, x=—a, s=0; le fond de ce vase est 


constitué par le plan zxOy; imaginons qu'il soit percé d’une 
ouverture circulaire infiniment petite placée en O. Supposons ce 
vase plein d’un liquide pesant qui part du repos pour s’écouler 
par cette ouverture : le mouvement sera irrotationnel; supposons 
en outre le régime permanent établi. Nous admettrons que l’ou-. 
verture O constitue pour le liquide une source négative. 

Dés lors, le potentiel 9(x, ), 5) des vitesses doit vérifier les 
conditions suivantes : 

1° Il doit étre dans le vase de la forme 


A 
=+t 
r 


9= (2H °); 


A étant une constante positive, 7 la distance du point x, y, 2 au 
point O, et 4 une fonction harmonique finie et uniforme dans le 
vase } 

Oo 


PER. ie ; Oo On : x Pare 
2° Les dérivées partielles , —, °? doivent étre nulles a l’in- 
dx Oy 02 


fini dans le vase, car le mouvement y est nul; 
) ay) ) 
RNG 3 
3° Tout le long des parois, la dérivée = normale aux parois 
doit étre nulle; par conséquent, sur les parois latérales =a, 
oe 
Ox 
que les surfaces 9 = const. doivent couper orthogonalement les 


Tee ery tahoe 
doit étre nul et, sur le fond, “ doit étre nul; cela revient 4 dire 


parois. 

Pour obtenir une fonction 9 remplissant toutes ces conditions, 
prenons les symétriques du point O par rapport aux parois, puis 
les symétriques de ces symétriques, etc., comme si le point O 
était un point lumineux et les parois des miroirs. Tous ces symé- 
triques sont placés sur Oz et ont pour abscisses 


S52, Wa eee mpabeT WGG IMPURE Cage roman 


n étant un entier positif quelconque. 
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Prenons alors la fonction définie par la série 


rn—o 


A I I 
=—+A eS 
Ruser 2 l= V(r —2nay+y?t 2? al 
(78) oe 


1 I 
+a AE EN ee eee 
na ne oe hay aaeeaema le 


qui est convergente, car, pour n infiniment grand, le terme 


général est de l’ordre de =i Cette fonction remplit toutes les 


conditions : 
as es A Z 
° Les termes qui suivent — forment une fonction 4 harmo- 


nique uniforme, car chaque terme de la série étant 4 une con- 
stante prés l’inverse de la distance du point xr, y, 3 a un point 
fixe, est une fonction harmonique; cette fonction 4 est finie dans 
le vase; 

2° Les dérivées partielles de 9 sont évidemment nulles a linfini 
dans le vase; 

a Oo has is Rie ts 
3° On a pour — une série qu’on peut écrire 
Ox 


vote 


L—-27a 
— f=—A . FSO TOMER LT T. 


yoo [(2—2Va)? + y?+ 22)? 


1s loe 


pour x =a, cette série devient , 


sa > (2v —1) 


y=—o[(2v — tat yt tye? 


somme qui est évidemment nulle, car les termes correspondant 

a deux valeurs égales et de signes contraires de l’entier impair 
P . 3 pas m 0 

2y—1 se détruisent; on vérifie de méme que = s’annule pour 

( z . 


20, 
te) ; aes 
Enfin, — est nul pour z= 0 en tous les points distincts du 


point O et de ses images, car en écrivant cette dérivée on voit que 
chaque terme contient z en facteur. 

La fonction 9 étant trouvée, la pression est donnée par la pre- 
miére des equations (71). 
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Remarque. — Si dans le développement (76) on ne prenait pas soin de 
retrancher de chaque terme de la forme 


1 
V(@Eena)y+ y+ we 
Peo. aes nan 
la quantité ——, la série serait divergente. 
: 2na 


C’est par un procédé analogue, emprunté a la démonstration classique 
du théoreme de M. Mittag-Leffler, que l’on arrive & rendre convergentes 
les séries auxquelles conduit la méthode des images, dans des problémes 
analogues au précédent relatifs 4 des vases ayant la forme de parallélépi- 
pédes rectangles (Acta mathematica, t. VIII, p. 265) On trouvera des 
indications sur les développements en séries trigonométriques des fonc- 
lions auxquelies on est ainsi conduit dans deux Mémoires de M. Appell 
(Journal de Mathématiques pures et appliquées, de M. Jordan, 1887, 
fasc. 1, et Circolo di Palermo, 1906), et dans un Mémoire de M. Lerch 
(Jbid., fasc. IV, 1899). 


EXERCICES. 


1. Mouvement d’un liquide symeétrique autour d’un axe; fonction dz 
Stokes.-— Soit un liquide animé d’un mouvement symétrique autour de Oz. 
Appelons ,, 6, z les coordonvées semi-polaires d’un élément ; la vitesse W de 
cet élément est, par hypothése, dans un plan passant par l’axe Oz et ne dépend 
pas de §. Appelons s la composante de W suivant le rayon vecteur, el w sa com- 
posante suivant Oz : set w sont fonctions de z et 7; les lignes de courant sont 
dans Jes plans passant par Oz et, dans lun de ces plans 2Or, leur équation 
différentielle est 


dz dr 
Wise cee 
(1) wdr—sdzs=o. 


D’autre part, l’équation de continuilé est (n° 740) 


O(rs) epiad 
or Oz 


(2) 


=0. 


Cette équation montre que l’équation (1) admet le facteur intégrant 7, et Von 


peut écrire 
r(wdr—sdz)= ay, 


y étant une fonction de z et r. On a alors 


oy ad 


reves —) r= 
or 


y s’appelle la fonction de Stokes. 
S'il existe un potentiel des vilesses 9, ce potentiel est une fonction de z etr 
seuls et l’on a aussi 
v 09 oe 09. 
0% ~ or 
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léquation de continuité est alors 
ated : 
(3) (2) +r FZ =o, 


et la fonction ¢ vérifie l’équation 


(ee 


or\r or Ger eat 


2. Equations du mouvement des fluides déduites du principe d’Hamilton. 
— Employons les variables de Lagrange et appelons U la fonction des forces. 
D’aprés le principe d’Hamilton (t. IL), considérons lintégrale quadruple 


(fff errs 2) +0] paz ay dede 


étendue A tous les éléments du liquide a l’instant ¢, puis aux valeurs de ¢ de 
Vinstant ¢, a Vinstant ¢,, les positions initiales et finales du systeme étant 
données. Cette intégrale, sous la condition de continuité 


wos Danae Po 
SACRED) Te 


doit étre un minimum pour le mouvement réel comparé aux mouvements infi- 
niment yoisins. ‘ 

On trouvera le calcul détaillé dans Basset, A Treatise on Hydrodynamics, 
tants (panos 


3. Prouver que la fonction 


1 1 
Cie) [ora 24%) 2+ (r?+ a?+ 2az)2— 4 + (t) 


est le potentiel des vitesses pour un liquide; étudier le mouvement correspon- 
dant. Trouver les surfaces d’égale pression en supposant le liquide soumis Aa la 
pesanteur et l’axe des z vertical ascendant. (Basset, ibid., p. 60.) 


4. Ecoulement par un orifice horizontal, d’un liquide pesant contenu dans 
un vase dont la paroi est de révolution autour de 02; on suppose le vase 
alimenté de facon que le niveau reste constant; on suppose, en outre, le 
mouvement permanent et irrotationnel (Rrsat, Mécanique générale, t. Il, 
p. 204). — En appelant ¢ le potentiel des vilesses, et déterminant un point par 
ses coordonnées semi-polaires r, 6, s, on voit, comme le mouvement est symé- 
trique autour de Os, que 9 dépend uniquement der et z; la vilesse W d'un 
élément a pour composantes : 


s a 
aoe 
suivant le rayon, et 
7) 
wa 
Oz ; 


suivant la verticale. 
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Les fonctions 9 et p sont déterminées par les deux équations (n° 747) 


* RS en LA a aN 
poets [tar) + (an) | 


dont la seconde est l’équation de continuité. Les conditions aux limites sont que, 
sur la paroi latérale, les molécules glissent le long de cette paroi; et que sur la 
surface libre et sur le pourtour de l’orifice z= A s’exercent des pressions égales 
a la pression atmosphérique. Resal trouve la solution du probléme pour des 
formes particuliéres du vase déterminées de telie fagon que l'on puisse satisfaire 
a toutes les conditions en prenant, pour 9, un polynome en r ayant pour coeffi- 
cients des fonctions de z. 


5. Démontrer que les équations (21) et (21') de Cauchy, page 341, fournissent 
les intégrales générales des équations (43) et (43’) de Helmholtz, page 358. 


Réponse. — Dans les équations de Cauchy, remplacons D par sa valeur is la 
premiére devient 
cos b Ox No OF Go OF 
ee} papa Oa Ps 0b” py Oc 
Prenons les dérivées totales par rapport au temps 
es BEY ee Oe 1 a | Ss Oe, 
( dt Np) ee 0, OG k py Obi py 1c 
Dans (8) faisons 
Gun, Cu ow) du ey «Ou, 02 , 
0a 0x 0a Oy 0a 0% da’ ye 
ou ou ou ; A ‘ 
ordonnons par rapport a —», — et tenons compte des équations (a); nous 


ox” dy’ 0% 
aurons l’équation (43) de Helmholtz, page 358. 
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CHAPITRE XXXV. 


THEORIE DES TOURBILLONS. 


752. Indications historiques et bibliographiques. — La théorie 
des mouvements tourbillonnaires repose sur des théorémes qui 
sont dus 4 Helmholtz (Journal de Crelle, t. 55, 1858) et qui 
constituent le plus grand progrés fait en Hydrodynamique depuis 
les recherches d’Euler, de Lagrange et de Cauchy. 

Ces théorémes ne s’appliquent qu’aux fluides parfaits dans 
lesquels il existe une relation entre la densité et la pression et qui 
sont soumis a des forces ‘conservatives, c’est-a-dire dérivant d’une 
fonction de forces uniforme. Lorsque les conditions dans lesquelles 
est placé un fluide différent trés peu de ces conditions théoriques, 
on peut encore se servir des théorémes de Helmholtz en considé- 
rant les résultats obtenus, non plus comme rigoureusement exacts, 
mais comme représentant seulement une premiére approxima- 
tion. 

Les mouvements tourbillonnaires paraissent jouer, dans les phé- 
noménes météorologiques, un rédle considérable que Helmholtz a 
tenté de préciser. 

Cette théorie a donné naissance 4 de nombreux et importants 
travaux de Kirchhoff, de Lord Rayleigh, de J. Thomson et de lord 
Kelvin (Sir W. Thomson). Ce dernier a cherché, dans l’existence 
des mouvements tourbillonnaires, une explication mécanique de 
univers, en admettant que la matiére est continue, mais que cer- 
taines portions sont animées de mouvyements  tourbillonnaires 
(atomes tourbillons) qui, d’aprés les théorémes de Helmholtz, 
doivent se conserver- 

Enfin, les équations qui servent 4 définir les mouvements tour- 
billonnaires présentent, avec les équations de lElectrodynamique, 


eh 
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une analogie de forme qui a permis d’éclairer l’une des théories 
par lautre. 


On pourra consulter, pour Vexposé de lathéorie des tourbillons, 
les Ouvrages suivants : 


Vorlesungen tiber mathematische Physik, von G. Kirchhoff 
(Leipzig, Teubner; 1883). 

A Treatise on Hydrodynamics, by Basset (Cambridge, 
Deighton, Bell and C2; 1888). 

Recherches récentes sur diverses questions d’Hydrodyna- 
mique, par M. Brillouin (Paris, Gauthier-Villars; 1891. Extrait 
des Annales de la Faculté de Toulouse). 

Théorie des tourbillons, par Poincaré (Paris, Carré; 1893). 


I. — PROPRIETES GENERALES. 


753. Hypothéses. — Nous supposons un fluide parfait dans 
lequel la densité est fonction de la pression et qui est soumis a des 
forces dérivant d’une fonction des forces uniforme U. En posant, 
comme au n° 729, 


(1) g=u- fF, 


on obtient pour Q une fonction uniforme de x, y, z, t et lon peut 
écrire les équations du mouvement, dans le systéme des variables 


de Lagrange, 


(2) en ee aS —  — -—— 3) —S Ss —— 


C’est de cette forme d’équations que nous déduirons les théorémes; 
on peut donc dire que ces théorémes s’appliquent toutes les fois 
que les accélérations d'un fluide dérivent d’un_ potentiel 
Q(x, 7, z, ¢), uniforme dans toute l’étendue du fluide a chaque 
instant. 


754. Lignes et surfaces fluides. — D’aprés ce que nous avons 
vu dans la théorie générale de la déformation d’un milieu continu, 
si des éléments fluides sont, a un instant é), disposés sur une sur- 
face S, ou sur une ligne L,, ces mémes éléments sont encore, a 
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un autre instant quelconque ¢, sur une surface S ou sur une 
ligne L. Nous appellerons la surface S et la ligne L, qui varient de 
forme et de position avec ¢, une surface /luide et une ligne fluide. 

Par exemple, si un liquide se meyt dans un vase, les éléments 
fluides qui, a l’instant ¢,, sont sur la surface libre et au contact 
avec les parois forment une surface fermée fluide; ces mémes élé- 
ments resteront indéfiniment sur une surface fermée renfermant 
le liquide a son intérieur. On peut donc dire que les mémes élé- 
ments liquides restent a la surface libre et contre les parois. 


755. Constance de la circulation le long d’une ligne fiuide 
fermée. — Considérons les particules fluides (a, 6, ¢) qui, a l’ins- 
tant initial ¢= 0, sont situées sur une ligne fermée Ly; a lins- 
tant ¢, ces mémes particules auront des coordonnées 2, y, 2 fonc- 
tions de a, b, c, t et seront disposées sur une autre ligne fluide 
fermée L. 

La circulation le long de la courbe L a Vinstant ¢ est définie 
(n° 710) par Pintégrale 


ci= f udr+edy+wds, 


prise le long de cette ligne. Dans cette intégrale ¢ est constant 
et dx, dy, dz désignent les projections, sur les axes, d’un élément 


d’arc ds de la courbe L. 


Lorsque t varie, la circulation, le long de la ligne fermée 
flurde L, reste constante. Pour démontrer ce théoréme, nous 
mettrons lintégrale cz sous une forme plus commode. A linstant 
inital, les coordonnées a, 6, ¢ des éléments fluides placés sur Ly 
sont des fonctions 


a=v(d),  b=e(A), ¢= (2), 


d’un paramétre ) qu’il faut faire varier de « a 8 pour obtenir suc- 
cessivement tous les points de Ly. A Vinstant t les coordonnées 
Zz, y, 2 des éléments correspondants de la ligne fluide L sont des 
fonctions de a, b, c et t, c’est-a-dire de ) et ¢, 


w= (i, t), YH, t), B= be, t); 


et 4 doit varier de « a 8 pour que le point 2, y, 2 décrive la courbe 
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fermée L. Dés lors, en prenant } comme variable dans Pintégrale cé, 


ona 
oy 


Cette intégrale dépend de ¢, parce que u, », », S dépendent 


de ¢. Calculons. la dérivée de ci par rapport a ¢, en remarquant 


que, d’aprés les équations du mouvement (2), aa — ees et, 


Pl a r x ° . . ’ ° 
ees le théoréme sur Vinterversion des dérivées partielles, 
5 Ox u 

ay —,-+ +» Nous aurons 


aero 9Q 07 | OQ dy | AQ oz Ou ov ow 
dt f Ox Stop ek = Os oh” Be ta) 4 a 


ce qu’on peut écrire 


a u?+ p2-+ w?\ 
a, R(e+ Sree Cea rh 


car Q peut étre regardé comme fonction de i par lintermédiaire 
de x, y, s. L’intégrale définie est alors 


i 
rete hia wade 1 


et, comme elle est prise le long d’une courbe fermée, les deux 
limites a et 6 donnent le méme point z, y, z, c’est-a-dire les 
mémes valeurs aux fenctions Q, u, v, m : Vintégrale est donc 
nulle. La dérivée de cc par rapport a ¢ étant nudle, ci est con- 
stant. 


Autre démonstration. — On peut rattacher ce théoréme a |’équation 
qui a été donnée au n° 731 comme généralisant le théoréme de Lagrange. 
Nous avons vu en effet que, ¢ ayant une valeur déterminée et dx, dy, dz 
désignant les variations de x, y, z qui correspondent a des variations da, 
db, dc des coordonnées initiales, on a 


udax+v dy + wdz—(uyda+ v) db+ wdc) = aF. 


Dés lors, intégrons les deux membres en faisant décrire au point géomé- 
trique a, &, c une courbe fermée Ly et en remarquant que le point corres- 
pondant x, vy, 2 décrit la courbe L: Yintégrale du deuxiéme membre est 
nulle, car Vintégrale indéfinie F(a, 6, c, ¢) prend les mémes valeurs au 
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commencement et a la fin de l’intégration, et l’on a 


[ude+ody+wde= [ uda+ edb + wode. 
Ara | Ly 


ce qui montre que la circulation le long de 1. conserve une valeur cons~ 
¢ 
tante. 


756. Expression de la circulation a Vaide du théoréme de ' 
Stokes. Flux de tourbillon ou intensité tourbillonnaire. — Fai- 
sons 4 Vinstant ¢ passer par la courbe L une surface simplement | 
connexe S dont cette courbe soit la limite. D’aprés le théoréme 
du n° 538, dans l’expression duquel on remplace Jes fonctions P, 
Q, R par u, v, #, ona 


[udetedy +0 de 
E 


2s Ow ov ‘s Ou Ow See ae . 
“J [Ca ~ a8) bi Seite dass at aera 


ott Vintégrale double est étendue a tous les éléments do de la sur- 
face S, a, 8, y désignant les cosinus directeurs de la normale 
oe 


ean aris 7 et OW , 
a Pélément ds. Comme les quantités —- ——,.- sont égales aux 
oy 0% 


doubles des projections &, 7, € du vecteur tourbillon 2, ona 
a (@ — =) +... = 2(26 + Bn + YS) = 2Q,, 


(Q,, désignant la projection du vecteur tourbillon au point de sur la 
normale.a la surface S. On a donc, pourla circulation le long de la 
ligne L, la formule 


(3) ci=af [ andc. 
588 


L’intégrale double du deuxiéme membre est ce que l’on appelie 
le flux de tourbillon a travers la portion de surface S$, ou encore 
Pintensité tourbillonnaire de cette portion de surface. 

On peut done dire que la circulation le long dune courbe 
fermée limitant une portion de surface est égale au double de 
Uintensité tourbillonnaire de cette portion de surface. 

Quand ¢ varie, les particules situées sur la surface continue S se 
déplacent en formant une surface fluide limitée par Jes positions 
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successives de la ligne fluide L. Le théoréme sur la constance de 


la circulation le long d’une ligne fluide peut donc aussi s’énoncer 
ainsi : 


Pintégrale double { [ Q, ds étendue a une surface fluide 
ne varie pas avec le temps, ou encore, le flux de tourbilion 
a travers une surface fluide ne varie pas avec t, ou enfin, 


Vintensité tourbillonnaire dune surface fluide est constante 
dans le temps. 


‘Cas dune surface fermée. — Il est aisé de voir que le flux 
de tourbillon a travers une surface fermée tracée dans le 
fluide est nul. Cela résulte immédiatement de ce que les compo- 
santes §, 4, ¢ du vecteur @ vérifient identiquement, d’aprés leurs 
expressions mémes, 4 l’aide des dérivées de u, 9, , Videntité 


0g oon 
(4) ++ Se 


Alors, étant donnée une surface fermée S limitant un volume V, 
la formule (1) du n° 533 (théoréme de Green), dans laquelle on 
remplace G, H, K par &, n, ¢, donne 


f fer trwd= ff [2 +04 2) as, 


ou, d'aprés (4), f 
for ds =o0. 


757. Lignes et surfaces de tourbillons. -— Nous avons déja défini 
les lignes de tourbillons, 4 un instant ¢, comme étantles lignes qui 
admettent pour tangente en chacun de leurs points le tourbillon 
Q(§, n, $) relatif a ce point (n° 707). Ces lignes forment une 
famille de courbes 4 deux parameétres telles qu’il en passe une, et 
une seule, par chaque point du fluide a l’instant ¢. 


Surfaces de tourbil/ons. — Une surface de tourbillons a V’ins- 
tant ¢ est une surface telle qu’en chacun de ses points elle soit 
tangente au tourbillon en ce point. Sur une surface de tourbillons 
on peut tracer une infinité simple de lignes de tourbillons : il 
suffit, en effet, de tracer sur cette surface les lignes telles qu’en 
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chacun de leurs points le vecteur tourbillon leur soit tangent. 
fnversement, pour obtenir toutes les surfaces de tourbillons, il 
suffit de prendre une surface engendrée par des lignes de tour- 
billons : par exemple, on tracera dans le fluide, @ l’instant ¢, une 
courbe AB et l’on prendra la suite des lignes de tourbillons issues 
des divers points de AB; ces lignes forment une surface de tour- 
billons. Sila courbe AB n’est pas fermée, la surface obtenue est 
simplement connexe (fig. 332). Si elle est fermée, on obtient une 


Fig. 332. 


surface en forme de tube appelée tube tourbillon ( fig. 333) qui 
n’est plus simplement connexe. Soient T une surface, Q le tour- 
billon en un point de cette surface, Q, la composante du tourbillon 
suivant la normale 4 T; pour que cette surface soit une surface de 
tourbillons, il faut et il suffit que l’on ait, en chaque point de T, 


O05 


c’est la, en effet, la condition pour que le vecteur Q soit tangent 
a la surface. 


Pour qua Vinstant t une surface T soit une surface de 
tourbillons, il faut et ilsuffit que lacirculation le long de toute 
ligne fermée L, tracée sur la surface de facon a@ limiter une 
aire S simplement conneze, soit nulle 


En effet, tracons sur T une ligne fermée L limitant une por- 
tion S de la surface (fig. 332); la circulation le long de L est 


donnée par la formule 
Clie off Q, ds. 
s 


Si la surface T est une surface de tourbillons, cé est nulle quelle 
que soit la courbe L, car Q, est nul. Réciproquement, si ci est 
nulle quelle que soit L, Vintégrale double du second membre est 
nulle quelle que sott la portion S de la surface T a laquelle elle 


- 
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est étendue; donc l’élément différentiel Q, est nul et la surface T 
est une surface de tourbillon. 


Intersection de deux surfaces de tourbillon. — L'intersec- 
tion L de deux surfaces de tourbillon T et T’ est une ligne de 
tourbillon. En effet, le vecteur tourbillon Q, en un point de L, 
est tangent a la fois aux deux surfaces T et T’; il est donc tangent 
a leur intersection L. 


758. Théoréme de Helmholtz. — Les éléments fluides qui, a 
un instant ty, se trouvent sur une surface ou une ligne de tour- 
billon, se trouvent encore, &uninstant postérieur quelconque ¢, 
sur une surface ou une ligne de tourbillon. 


En effet, soient des particules fluides occupant a Vinstant ¢, les 
divers points d’une surface de tourbillon T, (fig. 332); 4 Vinstant ¢ 
ces particules se trouveront sur une autre surface T; nous voulons 
montrer que T est encore une surface de tourbillon a Vinstant ¢. 

Pour cela, tragons sur Ty) une ligne fermée quelconque Ly limi- 
tant une portion S, de Ty et pouvant par continuilé étre réduite a 
un point; a linstant ¢ la ligne fluide Ly prendra une position L 
située sur T et limitant une portion S de T. La circulation a la 
méme valeur le long des lignes fluides Ly et L : elle est nulle le 
long de Ly, car T, est une surface de tourbillon; elle est donc 
nulle aussi le long de L. Mais L est une ligne quelcongue de la 
surface T, assujettie seulement a limiter une aire S de cette 
surface; donc T est une surface de tourbillon, d’aprés les théo- 
rémes du numéro précédent. On peut dire, en résumé, qu’une 
surface de tourbillon est une surface fluide. 

Le théoréme analogue pour les lignes de tourbillon en résulte 
immédiatement. En effet, une ligne de tourbillon a l’instant ¢, 
peut toujours étre regardée comme l’intersection de deux surfaces 
de tourbillon T, et T’, a cet instant. Quand le temps varie, les 
deux surfaces fluides partant de T, et T, varient en restant des 
surfaces de tourbillon; la ligne fluide qui leur est commune reste 
done une ligne de tourbillon, car, a un instant quelconque, lin- 
tersection de deux surfaces de tourbillon est une ligne de tour- 


billon. 


759. Tubes de tourbillon; moment ou intensité d’un tube. — 
Supposons que, par les divers points d’une courbe fermée C tracée 


A. — III. 26 


$02 EQUILIBRE ET MOUVEMENT DES MILIEUX CONTINUS. 


dans le fluide a Vinstant ¢, on méne les lignes de tourbillon partant 
de ces points. On formera ainsi un tube appelé tube de tour- 
billon (fig. 333). C’est la une surface de tourbillon particuliére 


Fig. 333. 


possédant les propriétés que nous venons d’indiquer. Si lon 
trace sur cette surface une ligne fermée L limitant a elle seule 
une aire S, la circulation le long de cette ligne est nulle. 

Mais on peut tracer sur la surface du tube des lignes fermées 
d'une autre nature, par exemple la ligne C ou la ligne AB entou- 
rant le tube; une telle ligne ne limite pas @ edle seule une aire 
sur le tube; la circulation le long d’une telle ligne n’est pas nulle. 
Dans la figure 333, il faut supposer les points a et 6 confondus, 
pour que la ligne aABD soit fermée. Nous allons montrer que, 
pour toutes les lignes de ce genre tracées sur un méme tube de 
tourbillon, la circulation a la méme valeur. En effet, soit EF 
une deuxiéme ligne entourant une fois le tube. Menons, sur la 
surface du tube, une ligne ea joignant un point e de EF a un 
point a de AB, puis une ligne fb infiniment voisine de celle-la. Le 
contour aABéfFEea est une courbe fermée tracée sur le tube et 
limitant a elle seule une aire. D’aprés le théoréme du n° 757, 
la circulation le long de ce contour est nulle. Cette circulation 
est une intégrale prise le long de ce contour : en la partageant 
en diverses intégrales correspondant aux différentes parties du 
contour, on.a 


ci(aABb) + ei(bf) + ci( fFEe) + ci(ea) = 0, 


' 


ou cu (...) signifie circulation le long du contour entre paren- 
théses. Mais la somme des termes ci(bf) + ct(ea) est nulle, car 
les deux lignes bf et ea sont infiniment voisines et décrites en 
sens contraires dans l’intégration. On a done 


((aABb) +.ci( fFEe) = 0; 
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on en déduit, en remarquant que, la circulation étant une inté- 
grale, sa valeur change de signe quand on intervertit les limites, 


cl(aABb) = ci(eEF f). 


Le théoréme est ainsi démontré. 

On peut le présenter sous une autre forme en imaginant qu’on 
méne, dans le tube, deux cloisons ¥ et ¥’ ayant pour contours les 
lignes AB et EF. Ces deux cloisons, avec la surface latérale du 
tubé comprise entre elles, forment une surface fermée analogue a 


un cylindre de bases 2 et &’. Le flux total de tourbillon ff’ Q, ds 


a travers cette surface fermée est nul (fin du n° 756), mais le flux 
a travers la surface latérale du tube est nul, car Q, =o sur les 
parois du tube; donc le flux a travers ¥ est égal en valeur absolue 
au flux a travers 3’, ou encore lintensité tourbillonnaire de X est 
égale a celle de y’. D’aprés le théoréme de Stokes (n° 756), la cir- 
culation sur le contour aAB6 de = est donc égale a la circulation 
sur le contour eEF f de 2’; ce qui démontre le théoréme. 

Il résulte de ce théoréme qu'un tube de tourbillon ne peut 
pas se terminer au milieu du fluide : il se continue indéfiniment 
dans le fluide, ou bien il aboutit soit a la paroi, soit aux surfaces 
de discontinuité; exceptionnellement, dans des cas trés simples, 
il se ferme sur lui-méme comme un anneau. 

Ces dispositions des tubes de tourbillon résultent de ce que 
nous avons dit au n° 707 des dispositions des lignes de tourbillon. 

En résumé, @ chaque tube de tourbillon est attaché un nombre 
gut est la circulation le long d’une courbe fermée quelconque 
entourant une fois le tube, ou encore Vintensité tourbillonnaire 
dune section transversale : on appelle ce nombre le moment ou 
Vintensité du tube de tourbillon. Quand ¢ varie, ce tube fluide 
change de forme et de position, mais il reste un tube de tourbillon 
ét son moment ne change pas, car la circulation le long d’une 
ligne fluide reste constante. 

Ainsi, l'ensemble des particules fluides, dont les rotations ne 
sont pas nulles, se trouve divisé en tubes de tourbillon qui se con- 
tinuent indéfiniment dans le fluide ou se terminent aux parois et 
aux surfaces de discontinuité, ces tubes ayant des intensités 
constantes dans le temps. 
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Les anneaux de fumée lancés par un fumeur dans un air calme 
ou les anneaux produits par la combustion spontanée. du phos- 
phure d’hydrogéne sont, le plus souvent, des anneaux de tourbillon 
qui se déplacent dans un air dénué de rotation. 


760. Tube de tourbillon infiniment délié (Wirbelfaden; filet de 
tourbillon). — Soit (fig. 334) un tube de tourbillon infiniment 
délié, ou, d’aprés l’expression de Helmholtz, un Wirbelfaden. 


Fig. 334. 


Si l’on mene une section droite du tube de, Vintensité du tube 
est, par définition, la circulation le long du contour de la section, 
ou encore l’intégrale double 


ta2f f Onde, 


étendue a cette section; mais, actuellement, la section renferme 
un seul élément superficiel ds, et Q, se confond avec Q, car le 
tourbillon est normal a ds, puisqu il est tangent aux lignes de 
tourbillon formant le tube. L’intensité du tue est donc 


(5) I=2Qdc. 


On en conclut que le produit de la section droite d'un tube de 
tourbillon infiniment délié par le tourbillon est constant : 1° a 
Vinstant ¢ tout le long du tube; 2° quand ¢ varie. 

Il faut donc se représenter un tube de tourbillon infiniment 
délié comme une sorte de fil fluide qui se déplace et se déforme, 
en tourbillonnant en chaque poimt autour de la tangente en ce 
point, avec une vitesse angulaire inversement proportionnelle a sa 
- section droite. 

Voici une conséquence de ces propriétés. Dans un tube, de 
tourbillon infiniment délié a Pinstant ¢ (fig. 334), menons deux 
sections paralléles infiniment voisines AB et A'B’, dont la dis- 
tance AA’ comptée le long du tube soit / : appelons ds et 0 la 
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section droite et la densité du cylindre élémentaire fluide ABA’B’; 
la masse de ce cylindre fluide est e/dc. A un autre instant ¢, les 
éléments fluides constituant le tube se sont transportés de fagon a 
former un nouveau tube de tourbillon; l’élément fluide ABA’B’ 
vient occuper la nouvelle position A,B, A‘ Bi: constituant un nou- 
veau cylindre oblique d’aréte A, A’, =, de section droite do, et 
de densité o,. En écrivant que la masse de l’élément considéré n’a 
pas changé, on a la relation de continuité 


ol ds = 041, doy. 
D’autre part, Vintensité du tube étant constante dans le temps, 
on a, d’aprés (5), 
Q ds = Q, doy, 


ou Q désigne le tourbillon dans |’élément ABA’B’ et Q, dans Vélé- 
ment A,B, A’ B. En rapprochant ces deux relations, on voit que 


of pls 
Q Q; 


II 


(6) 
¢ élant une constante infiniment pette indépendante de ¢. 


Rapprochement avec les équations de Helmboltz. — La propriété 
exprimée par la relation (6) est Ja traduction géométrique des équations 
de Helmholtz établies dans le n° 737. 4 

Supposons, en effet, que ¢; différe infiniment peu de ¢, 4=t+ dt; 
appelons x, y, 2 et 2’, y’, 3’ les coordonnées des points A et A’, 24, Y1, 21 
et 2, 7, 2 celles des points A, et AY ( fig. 334). 


Le segment AA’ est égal a J, c’est-a-dire, d’aprés (6), a ; Q en grandeur, 


direction et sens; Jes projections du segment AA’ sur les axes de coor- 


‘ 


3 4 
données sont donc :>> e2, e-etlona 


> 
: g ; vie Spel 
(7) waa +tt, 1 ASN iP eh 


Un calcul analogue donne 


Ge oe bu , 
04 
D’ow l’on conclut 


ayaa m2 +e(H 2). - 
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Dans cette équation, on a 


Dra: NG erg! es ? 

bt Pak ieGens 
et, d’autre part, en désignant par u,v, w et w’, o’, 
vitesses des deux points A et A’, ona évidemment 


w’ les projections des 


r,— v= dt, B—x=udt; 
léquation s’écrit donc 
(8) F(2 
u—=u+e—(|-—}- 
dt\p 
Enfin w' est facile 4 calculer d’aprés les expressions (7) des coordonnées 
du point A’. En.effet, u(a, y, 2, ¢) étant la Biojection sur Oz de la vitesse 


du po, a, y, 2 au temps ¢, la projection w' de la vitesse du point 
A'(a2’, vy’, 3’) au méme instant est 


wau(ereds yred, s+ete), 
2 p p 


ou en développant par la formule de Taylor, ¢ étant infiniment petit, 


— ou now ¢ ~). 


waure(s e oy e dz 


Portant cette valeur dans (8) on a l’équation 


d/ét SOUR tO nie Ga Ole 
ee ede p dy p Os 


qui est identique a la premiere des équations (43) et (43’) établies dans 
le n° 737, 


761. Démonstration de Kirchhoff; équations de Cauchy. — Dans 
ses Vorlesungen iiber mathematische Physik, p. 167, Kirchhoff 
démontre les théorémes de Helmholtz en employant la méthode 
analytique suivante, dont le point de départ est dans les équations 
de Cauchy (n° 730). Reprenons les relations de Cauchy entre le 
tourbillon (§, 7, ¢) a instant ¢ et le tourbillon (&), yo, %,) a lins- 


tant initial + 
xe Ox Ox Ox 


Dé oy Py sara 30 6 
rr) 

(9) Dy = “tot = Toit boy 
Oz Os OZ 

DiS i Eo GEIR 7a 50 
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ou D désigne le déterminant fonctionnel de x, y, z par rapport 
LaNOn C. 

Les lignes de tourbillon ont pour équations différentielles a 
Vinstant ¢, 


(T) du dy ag 


¢ * 
S$ 4 


i 


A Vinstant initial = 0, elles ont pour équations différentielles 
aith aha aks 
CEs) —=— =>: 
No Co 
Il faut d’abord montrer que les molécules qui, a V’instant initial, 
sont sur une ligne de tourbillon Ty, sont a l’instant ¢ sur une 
ligne de tourbillon T. La molécule qui, a Vinstant ¢= 0, a pour 


coordonnées a, b, c, posséde au temps ¢ les coordonnées Z, y, 2 
hiées aa, b, c par les relations 


_£ = f(a, b, c, t), NA =fi(a, b, Cy t), 3 = fo(a, b, C, t). 


Quand le point géométrique a, b, c se déplace sur T, de da, 
db, dc, le point z, y. z subit un déplacement géométrique corres- 
pondant 


x ox 0 
deg a ep ea Sygate 
va 0b 0c 
ee ON oy oy 
(10) ON feat a lag any aA aT eA 
0% 0% 0% 
| dz = Fane 5p 0° + Ge ee: 


Le point a, 6, c se déplagant sur T,, da, db, de vérifient les 
relations (Ty) et j’on a, en appelant 4 un facteur de proportion- 
nalité, 


(10) ‘ da = Xp, db =>, OKO se) Ny. 


Alors, d’aprés (g) et (10), 


On Ox Ox 
[on ee Spt sete) = ADE, 
Oy 3) é 
(12) (dy =(ZLta+ Sng t % to) =1Dm, 
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relations qui montrent que dz, dy, dz sont proportionnels a Ex, C, 
c’est-a-dire, que le point géométrique 2, y, 2 décrit une ligne de 
tourbillon T. . 

On peut montrer ensuite que l’intensité d’un tube tourbillon- 
naire infiniment délié se conserve dans le temps. Soient, en repre- 
nant la figure 334 du n° 760, deux positions d'un méme tube 
tourbillonnaire ; on peut toujours supposer que la premiére corres- 
ponde a V’instant initial et la seconde a un autre instant quel— 
conque. Appelons a, 6, ¢ les coordonnées du point A, 0 la densité 
en A, 5(5; No» So) le tourbillon en ce point; a+ da, b-+ db, 
¢-+dc les coordonnées du point A’; J, la longueur AA’ et doo la 
section droite du tube entre A et A’. Soient z, y, z les coordon- 
nées du point A,; 9 la densité en A,; Q(&, n, $) le tourbillon en ce 
point; z+dz, y-+dy, s-++ds les coordonnées de A‘; 1 la lon- 
gueur A, A’ et de la section droite du second tube entre A, et AL 
Les points A, et A‘ sont les positions des points A et A’al instant ¢. 
Les équations (11) signifient que les projections du segment AA’ 
de longueur Jy sont égales a celles du segment Q, multipiiées par i; 


ona donc 
9 = Qo. 


De méme les équations (12) donnent 
7=)DaQ. 


On en conclut, en divisant membre & membre et remplacant D 


par sa valeur £, 
0 
rY 


QO, ie Q 
lo i 


logo 
Mais en écrivant que la masse de l’élément fluide ABA'B’ n’a 
pas changé, ona 
Po ly as a old. 
On a done enfin 
Q, dsy => Q ds, 
formule qui exprime que l’intensité du tabe de tourbillon ne varie 
pas avec le temps. 


Dans le cas d’un mouvement 


762. Mouvement permanent. 
permanent, les équations différenticlles des lignes de tourbillon a 
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Vinstant ¢, 
E Toe 


ne contiennent pas t, car u, o, & et, par suite, €. 1, ¢ sont alors 
indépendantes de t. Ces lignes forment donc, dans l’espace, au 
point de vue géométrique (fig. 335), un systéme invariable de 


lignes T, T,, Ts, ... tel qu’il en passe une et une seule par chaque 
point occupé par le fluide. Cela ne veut pas dire que les lignes de 
tourbillon considérées comme lignes fluides soient fixes : les par- 
ticules fluides A, A,, As, ... qui, a un instant ¢, se trouvent sur 
la ligne géométrique de tourbillon T (fig. 335), se meuvent en 
continuant a former une ligne de tourbillon et sont a un autre 
instant ¢,, sur une autre ligne géométrique de tourbillon T,; a cet 
instant ¢,, d’autres éléments fluides sont venus prendre la place 
des premiers sur la ligne géométrique T. 

Dans le cas du mouvement permanent, les lignes de courant, a 
un instant t, définies par les équations différentielles 


(4) a 
i u“ v w 

sont aussi indépendantes du temps et forment, au point de vue 
géométrique, un systéme invariable de hgnes C, C,, Cy, ... tel 
qwil en passe une par chaque point : ces lignes se confondent 
actuellement avec les trajectoires (n° 704); ce sont des lignes 
fluides fixes, en ce sens que les particules fluides, qui se trouvent 
au temps ¢ sur une de ces lignes, suivent cette ligne dans leur 


mouvement. On a alors le théoréme suivant : 


Si le mouvement est permanent, tl existe une infinité de 
surfaces fixes % sur lesquelles on peut tracer une infinité de 
lignes de courant et une infinité de lignes de tourbillon. 


‘ 
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En effet, soit une ligne de tourbillon quelconque T (fig. 335), 
imaginons les lignes de courant C, C,, C,, ... partant des divers 
pomts A,'A,, A,,... der T= ces lignes forment une surface Z 
répondant a la question. Pour le montrer, considérons les éléments 
fluides qui, 4 un instant t, se trouventen A, A,, A,, ... sur T; 
ces éléments se meuvent en suivant respectivement les lignes de 
courant C, C,, C,, ... et en formant une ligne de tourbillon qui se 
déplace et se déforme sur la surface % : par exemple, a l’instant ¢;, 
ces mémes éléments sont en B, B,, B,, ... sur une ligne de tour- 
billon T, qui appartient évidemment 4 la surface %. 


Equations des surfaces 3. — Nous avons, dans le n° 737, écrit 
les équations du mouvement d’un fluide sous la forme donnée par 
Helmholtz 

du oH 


(15) Ge ane SO) as eeey 


ou H désigne la fonction 


Le mouvement étant permanent, u, v, , p ne dépendent pas 
de ¢; en outre t¢ ne figure pas dans la fonction des forces U, de 
sorte que H est une fonction de x, y, s. Les équations (15) du 
mouvement peuvent alors s’écrire 


oH 

ot = 2(Ce — 10), 

(16) i = abe Su), 
oH 

ne =2(yu—tp ). 


Nous allons montrer que les surfaces ¥ ont pour équation 


(17) H = const. 


Pour cela, nous commencerons par montrer que H est constant 
le long d'une ligne de tourbillon et le long d’une ligne de courant. 
Appelons dz, dy, dz les projections sur les axes d’un élément 
d'une lig:.e de tourbillon : d’aprés les équations (13), ces projec- 
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tions sont proportionnelles a §, 4, ¢ et l’on a, en appelant ) la 


valeur commune des rapports (13), 


Che INS dy =n, GR — INES 


d’autre part, la variation de H le long de la ligne de tourbillon est 


oH oH 
Pat aa 


H 
q 02 oy 


T 
Q 


od] 


dy + ods =) Ge +95 +05) 
d’aprés les équations (16), cette variation est évidemment nulle 
et H est constant le long de la ligne de tourbillon. 

De méme si l’on appelle dz, dy, dz les projections d’un élé- 
ment d’une ligne de courant (14), on a, en appelant p» la valeur 
commune des rapports (14), 


dz = pu, dy = 2°, ds = 2; 
d’ou, pour la variation de H le long d'une ligne de courant, 


aH = oe dy + de = p(w ow), 

oy Oz Ox oy 0z 
quantité nulle d’aprés les équations (16); H est done constant le 
long dune ligne de courant. C’est ce que nous avons déja vu au 
n° 742. 

I] est alors aisé de voir que H a une valeur constante sur une 
surface © : en effet, H a une valeur constante sur une ligne de 
tourbillon T tracée sur cette surface et une valeur constante sur 
une ligne de courant C de cette méme surface; ces deux valeurs 
sont égales, car les deux lignes ont un point commun A. Le théo- 
réme est donc démontré. 


Remarque. — Si le mouvement permanent était trrotationnel, 
le tourbillon &, 4, ¢ serait nul; alors H serait constant dans tout 
espace occupé par le fluide; c'est le théoréme du n° TAT. 


763. Cas ow les lignes de flux se confondent avec les lignes 
de tourbillon. — Beltrami a cherché en 1889, Considerazioni 
‘idrodinamiche (Rendiconti del reale istituto Lombardo, 
_2° série, vol. XXII, fasc. IL), s'il est possible que, dans certains 
‘mouvements d’un fluide, les lignes de flux se confondent avec 
les lignes de tourbillon. A un instant ¢, les lignes de flux ou de 
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courant sont des lignes admettant pour tangente en chaque point le 
vecteur vitesse W de projections u, ¢, ; les lignes de tourbillon 
sont des lignes ayant pour tangentes les vecteurs tourbillons Q de 
projections §, 7, ¢. Pour que ces deux espéces de lignes se con- 
fondent, il faut et il suffit qu’en chaque point M du fluide le 
vecteur vitesse et le vecteur tourbillon aient méme direction 


(1) t= 


Pour que les lignes de flux et les lignes de tourbillon coin- 
cident non seulement A un instant t, mais pendant une certaine 
durée, il faut et il suffit que ces relations (1) aient heu, dans le 
fluide considéré, quel que soit ¢. 

Beltrami a donné divers exemples de cette circonstance, notam- 
ment le cas suivant qui se présente dans le mouvement dans un 
tuyau cylindrique. Prenons comme axe des 3 l’axe d'un tuyau 
ayant la forme d’un cylindre de révolution; appelons r la distance 
d’un élément fluide a cet axe, k une constante, Z une fonction arbi- 
traire de z et de ¢. Imaginons-nous un mouvement d’un fluide 
dans lequel 


u=—ky, =e, w = VL — 2k; 
en calculant §, 7, C, on trouve 


Ge outa cee k 


Diane any ake Vi—akrt 
Cas du mouvement permanent. — Dans ce cas les lignes de flux 
se confondent avec les trajectoires; si de plus elles se confondent 
avec les lignes de tourbillon, le rapport 


Q 


Wins 


-entre le tourbillon et la vitesse varie le long de chaque trajec- 
toire proportionnellement a la densité. Cette propriété que 
Beltrami établit par un calcul assez compliqué résulte de ce que, 
pour chaque filet fluide (‘), on a, en appelant ds la section nor- 
Oy 

(*) LEcornu, Sur ies tourbillons d’une veine fluide (Comptes rendus 
Acad. Sc., t. 168, 12 mai 1919, p. 923-926). 
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male infiniment petite du filet, o la densité, W la vitesse et Q le 
tourbillon, les deux équations 


o W do = const. (équation de continuité), 


Q ds = const. (propriété des tourbillons n° 760), 


d’ou, par division, le théoréme de Beltrami. | 
On doit également 4 Beltrami la remarque suivante. Supposons 


le mouvement permanent, la densité 0 fonction de p et la force 


‘ 
- rapportée alunite de masse dérivant dune fonction U(z, y, s,). 


Nous avons vu (n° 762) que, si l’on pose 
H= + Wwe+ fling ben 


la fonction H est constante le long d’une trajectoire et le long d’une 
ligne de tourbillon. Mais si H a une valeur constante dans toute 
Vétendue du fluide et si les tourbillons ne sont pas nuls, les 
lignes de tourbillon se confondent avec les trajfectoires. En 
effet les équations (16) du n° 762 


oll 
aa =2(Cv— yw), 


donnent immédiatement, si lon y suppose H indépendant de 
x, NE) 4, 


& [ov 


Comme exemple, M. Lecornu (Comptes rendus, loc. cit., 1919) 
a montré que le genre de mouvement permanent étudié par 
Beltrami, doit étre celui que posséde toute veine sortant d’un 
réservotr. 

En effet deux cas sont a distinguer, suivant qu'il s’agit d’un 
liquide ou d’un gaz. 

Pour un liquide, reprenons le cas du n°? 744 qui nous a conduit 
au théoréme de Torricelli. Dans ce cas U= gz et la fonction 


Pp 
H = —- W2— 2+ + 

2 & p 
est constante dans toute l’étendue du fluide comme nous l’avons vu; 
le théoréme est donc démontré. S’il n’y avait pas de tourbillons 
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dans le réservoir, il n’y en aurait pas dans la veine d’écoulement, 
d’aprés le théoréme de Lagrange. Mais, dans le réservoir, les 
vitesses ne sont pas rigoureusement nulles, elles sont seulement 
trés voisines de zéro et, dés lors, rien ne s’oppose a ce qu’il existe 
également, dans le réservoir, des tourbillons trés lents prenant 
ensuite, dans la veine, des valeurs appréciables. Si les tourbillons 
ne sont pas rigoureusement nuls dans le réservoir, ils deviennent 
importants dans la veine, au méme tilre que les vitesses, puisque 


le rapport \ = w varie le long de chaque filet comme la densité, 


qui, pour un liquide, est sensiblement constante.. La facilité bien 
connue avec laquelle naissent des tourbillons au contact d’un 
fluide avec une paroi, porte d’ailleurs 4 croire que labsence 
complete de tourbillons dans le réservoir est, pratiquement, irréa- 
lisable. 

Pour un gaz qui est comprimé dans un réservoir et qui s échappe 
par une tuyére, on Rent négliger la pesanteur devant la pression, et 
la fonction 


qui est constante sur chaque filet, est sensiblement constante a 
Pintérieur du réservoir, car W y est trés petit et p constant : 
elle est alors constante dans tout le fluide. 

Les mémes considérations sont donc applicables et, dans la 


tuyére d’écoulement, les lignes de flux se confondent avec les lignes 
' Q.... 
de tourbillon. Le rapport 4 = yw Yarie, sur chaque filet, comme 
la densité, laquelle demeure supérieure a une limite non nulle. 
Il est 4 noter que le rapport 4 vérifie une équation facile a 


former. Désignons par a, , y les cosinus directeurs de la vitesse W 


en un point 2, y, 5: ces trois quantités sont des fonctions de a, y, <. 
Ona 
“u=aW, 9=86W, rine 
SOW: 100s: oy 08 ow 
Bh op cigar ay ae) tage 


et deux équations analogues pour 7 et €. Formant alors la combi- 
naison 
a(ab + By + 0), 
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puis remplacant €, 7, ¢ par 1Wa, )W8, Wy, il vient 
rho a(t o) ate a(S ae xt) +7(Se—S). 


\ oy 0% 0s On Ox oy 
Cette valeur de ) est bien indépendante de W; elle ne serait iden- 
tiquement nulle.que dans le cas ot 


adx+ dy +ydz 


admettrait un facteur intégrant; mais alors §, 1, ¢ seraient nuls 
aussi et le mouvement serait irrotationnel. 


Il. — PARTIE DU FLUIDE ANIMEE D’UN MOUVEMENT 
IRROTATIONNEL. CONNEXION. 


764. Circulation dans la partie irrotationnelle. —- Nous savons 
que, siun élément d’un fluide placé dans les conditions admises 
dans ce Chapitre tourne a un certain moment, il tournera tou- 
jours ; si, au contraire, il ne tourne pas a un moment déterminé, 
il ne tournera jamais. D’aprés cela, un fluide en mouvement se 
trouvera en général, suivant les conditions initiales, divisé en 
deux parties : ’une formée des éléments matériels pour lesquels 
le tourbillon est nul, Pautre formée des éléments matériels pour 
lesquels le tourbillon est différent de zéro; cette deuxiéme partie 
se divise en tubes et anneaux tourbillons comme nous venons de 
le voir. Par exemple, il peut arriver que la masse fluide totale se 
compose d’un seul anneau de tourbillon entouré de fluide animé 
d’un mouyement irrotationnel. 

Nous porterons ici notre attention sur la partie du fluide animé 
d’un mouvement irrotationnel; dans cette partie du fluide, §, 4, ¢ 
sont nuls et les vitesses dérivent d’un potentiel o (2, y, 3, ¢) 


og ane oy 
u= mae a oy” Y= os e 
Circulation. — La circulation le long d’une ligne fluide 


fermée L est indépendante de ¢ (n° 755) : pour la calculer, il suffit 
de donner a ¢ une valeur numérique et d’évaluer l’intégrale 


ci(L) = fude+edy+wde= de 
L oA 
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prise le long de la ligne : cette intégrale est la variation continue 
subie: par la fonction » quand le pani géométrique x, y, 3 fait le 
tour de la ligne L. 


Tutorime ronpamenraL. — Si une ligne fermée L tracée dans 
la partie sans rotation peut, par déformation continue et sans 
sortir de celte partie, étre réduite a un point, la circulation 
le long de cette ligne est nuit et, par suite, la variation de 9 
le long de cette ligne est nulle. 


En effet, imaginons dans le fluide sans rotation a linstant ¢ une 
ligne pouvant, par déformation continue, étre réduite 4 un point : 
dans cette déformation, elle engendre une portion de surface S 
qu'elle limite entiérement, et, d’aprés le théoréme de Stokes, on 


a (n° 756 ) 
ci(L)=af fo, Hn 
s 


mais la surface S étant tout entiére dans la partie sans rotation, le 
tourbillon 2 est nul sur S, donc Q, est nul et la circulation est 
nulle. Il en résulte que la variation de la fonction @, Sulvie par 
continuité le long de la ligne L, est nulle. 

Etudions maintenant la circulation le long des diverses courbes 
qu’on peut tracer dans la partie sans rotation a un instant ¢. 

Différents cas sont a distinguer, suivant l’ordre de connexion 
du volume occupé par cette partie : 


° La partie sans rotation occupe un volume simplement 
connexe, — Rappelons qu’un volume est dit simplement connexe 
quand toute ligne fermée tracée dans ce volume peut, par conti- 
nuité et sans sortir du volume, étre réduite 4 un point; le volume 
d’une sphére est simplement connexe; le volume d’un tore ne Il’est 
pas, car une courbe fermée tracée dans l’intérieur du tore, de 
fagon a faire un tour autour de l’axe du tore, ne peut évidemment 
pas étre réduite par continuité a un point sans sortir du tore. 

I] résulte immédiatement du théoréme fondamental précédent 
que, si le volume occupé par le fluide sans rotation est simplement 
connexe, la circulation le long d’une ligne quelconque de ce fluide 
est nulle et que le potentiel o est uniforme dans ce fluide. 
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2° La partie sans rotation occupe un volume doublement 
conneze. — Un volume est doublement connexe lorsqu’en menant 
une seule cloison, analogue 4 un mur de refend plein, on peut, 
sans morcelerle volume, le rendre simplement connexe. L’exemple 
le plus simple est fourni par le volume intérieur a un tor? 
( fig. 336) : ce volume n’est pas simplement connexe, mais, en 


Fig. 336. 


menant une cloison telle que AB suivant un plan méridien du 
tore, on rend le volume intérieur simplement connexe. Avant le 
tracé de cette cloison (ou coupure) on pouvait mencr dans le 
volume deux espéces de lignes fermées. 

Les unes, comme L, peuvent se rédutre a un point par conti- 
nuité sans sortr du volume; la circulation le long de ces lignes 
est nulle, ainsi qu'il résulte du théoréme fondamental. 

Les autres, comme L,, ne peuvent pas se réduire a un point par 
continuité : elles font un ou plusieurs tours autour de laxe du 
tore. Prenons une ligne L, faisant un tour : nous allons montrer 
que la circulation a la méme valeur constante \e long de toutes 
-les lignes de ce genre. Pour cela, considérons deux lignes L, et Li 
faisant chacune un tour autour de laxe : prenons sur 1, deux 
points C et D infiniment voisins l'un de l'autre, situés de part et 
d’autre de la cloison AB; prenons sur L, deux points infiniment 
voisins C’ et D’ placés de la méme fagon, et joignons CC’ et DD 
par deux lignes infiniment yoisines, placées de part et d’autre de 
Ja cloison AB. La ligne CL,DD'L' C’C est une ligne fermée de la 
premiére catégorie pouyant, par continuité, étre réduite aun point 
sans sortir du volume. Done, la circulation le long de cette ligne 

ae Seer i 
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est nulle, et ona 
ci(CLyD) + ci(DD') + ci(D'L4, C’) + cé(C’C) =0. 
Mais les deux lignes CC’ et DD’ étant infiniment voisines, on a 


ei(DD') = ci(CC') = cé(C'C); 
on en conclut 
ci(CL,D) + ci(D'L, C’) = 0, 


ci(Cl4D) = ci(C'L',D’). 


Le théoréme est donc démontré. 

Ainsi, sur toutes les lignes L faisant une fois le tour de l’axe du 
tore, la circulation a une méme valeur p, constante avec le temps : 
on appelle cette constante le module de ces lignes. 

Il est aisé de voir que, si une ligne fermée tracée dans le volume 
fait deux tours autour de !’axe du tore, la circulation le long de 
cette ligne est 2p,, etc. 

On conclut de. ces théorémes que le potentiel © des vitesses 
nest plus nécessairement uniforme dans le volume doublement 
connexe considéré; en effet, la circulation le long d'une ligne 
fermée L, de C en D est la variation 9 (D) — 9 (C) de Ja fonction 9 
suivie par continuité de C en D, D étant infiniment voisin de C; 
or nous venons de voir que cette circulation est »,; la fonction © 
suivie par continuité prend donc aux deux points infiniment voi- 
sins C et D des valeurs différant de la constante u,..Aprés le tracé 
de la cloison AB, le volume est devenu simplement connexe : la 
fonction 9 est alors uniforme dans ce nouveau volume, mais les 
valeurs quelle prend en deux points infiniment voisins l'un de 
autre, placés sur les deux faces de cette cloison, différent de j,. 

Un autre exemple intéressant de volume doublement connexe 
est fourni par l’espace indéfini extérieur a un anneau A (fig. 337): 


4 


on peut, dans cet espace, tracer deux espéces de courbes fermées : 
les unes, L, ne passant pas dans |’anneau et pouvant, par suite, étre 
réduites pac continnité 4 un point sans sortir du volume; le long 
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de ces lignes, la circulation est nulle : les autres, L,, passant une 
ou plusieurs fois dans Panneau; le long de toutes les lignes L, pas- 
sant une fois dans l’anneau, la circulation a’ la méme valeur con- 
stante 2, appelée le module de ces lignes; le long des lignes pas- 
sant deux fois dans l’anneau, elle a la valeur 244, etc. On peu’ 
actuellement rendre le volume simplement connexe en fermant 
ouverture de lanneau par une cloison : la fonction 9 est alors 
uniforme dans le nouveau volume ainsi obtenu, mais ses valeurs 
en deux points C et D, infiniment voisins de part et d’autre de 
cette cloison, différent de »,. Ce cas se présente physiquement 
lorsqu’un seul anneau de tourbillon A se meut dans un fluide indé- 
fint sans rotation : le fluide sans rotation occupe alors précisé- 
ment un volume comme celui que nous venons de considérer. Le 
module p, est Pintensité de l’anneau de tourbillon A, comme on 
le voit en considérant une ligne L, passant dans |’anneau, infini- 
ment prés de la surface de l’anneau. 


3° Volume triplement connexe. — Un volume est triplement 
connexe quand on peut le rendre simplement connexe par deux 
cloisons : tel serait, par exemple, le volume indéfini extérieur a 
Yensemble des deux anneaux A, et A, (fig. 338). On peut tracer 


Fig. 338, 


dans ce volume trois espéces de lignes fermées. Les premiéres, L, 
peuvent étre réduites par continuité a un point sans sortir du vo- 
lume; la circulation le long de ces lignes est nulle. Les deuxiémes, 
L,, passent dans l’intérieur de l'un des anneaux: si elles y passent 
une fois, la circulation le long de ces lignes est une constante py, 
appelée module de ces lignes. Les troisiémes, 1.2, passent dans l’in- 
térieur du deuxiéme anneau; si elles y passent une fois, la circula- 
tion le long de ces lignes est une constante p2, appelée module 
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de ces lignes. Une ligne telle que L’ L” traversant une fois chaque 
anneau donne pour la circulation la valeur p,-+p2; en effet, en 
joignant deux points AB de cette ligne par une courbe passant a 
Vextérieur des deux anneaux, on voit que la circulation le long de 
Ja ligne L'L" est la somme des circulations le long des lignes BAL'B 


et ABLA, car 3 
ci(BA) + ct(AB) = 0; 


cette circulation est donc bien py + po. 

Actuellement, on rendrait le volume indéfini simplement con- 
nexe a l’aide de deux cloisons fermant l’une l’anneau ‘A,, l’autre 
Panneau Ay. La fonction ¢ serait uniforme dans ce nouveau vo- 
lume: la différence de ses valeurs en deux points infiniment voisins 
de part et d’autre de la premiére cloison serait 4,, en deux points 
infiniment voisins de part et d’autre de Ja deuxiéme cloison, po. 
Ce cas se présente physiquement quand deux anneaux de tourbil- 
lons se meuvent dans un {fluide indélini sans rotation. 

Un autre exemple. de volume triplement connexe serait le vo- 
lume d’une salle parallélépipédique dont le plafond serait supporté 
par deux colonnes. 


4° Connexion d’ordre n. —-QOn traitera de méme les volumes 
dont la connexion est d’ordre n et dont les types sont un volume 
indéfini avec 2 —1 anneaux ou une salle dont le plafond est sup- 
porté par 2 —1 colonnes : a l'aide de 2 —1 cloisons, on rendrait 
ces volumes simplement connexes. 


765. Extension 4 un champ quelconque de vecteurs dérivant 
dune fonction. — Tout ce que nous venons de dire de la circula- 
tion dans la partie irrotationnelle, s’étend évidemment a un champ 
uniforme de vecteurs u, v, w dérivant d’une fonction ¢. Si le 
volume du champ est simplement connexe, ¢ est uniforme dans Je 
champ. S’il est a connexion multiple d’ordre n, la fonction ¢ n'est 
pas nécessairement uniforme. On peut rendre le champ simple- 
ment connexe a aide de x —1 cloisons : la fonction ¢ est alors 
uniforme dans ce nouveau champ, mais ses valeurs en deux points 
infiniment voisins, placés de part et d’autre d’une des cloisons. 
différent d’une constante yw; relative a cette cloison. Hy a ainsi 
n—1 modules uj, pa,---, Ya Correspondant aux n—+} cloisons. 
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ML — DETERMINATION DES VITESSES EN FONCTION DES 
TOURBILLONS DANS UN LIQUIDE INDEFINI; MOUVEMENT 
DES TOURBILLONS. 


766. Enoncé du probléme général. —- Quand, dans le mouve- 
ment d’un fluide, on connait, a un instant Z, les projections u, 
v, w de la vitesse dune particule quelconque en fonction de x, y, z, 
on en conclut immédiatement, par dilférentiations, les projec- 
tions §, 4, ¢ du tourbillon pour chaque particule. 

On peut se poser Je probléme inverse, que nous résoudrons 
dans des cas particuliers. Supposons que, dans un fluide en mou- 
vement, on connaisse la distribution des tourbillons 4a un instant, 
c’est-a dire £, 4, € en fonction de x, y, z, et proposons-nous den 
déduire u, ¢, wv. 

Si nous pouvons résoudre ce probléme, nous pourrons trouver 
le mouvement des tubes et anneaux de tourbillon, car, une fois 
u, ¥, w trouvés, nous connaitrons la vitesse de chaque élément 
d’un tube ou d’un anneau de tourbillon. Nous pourrons, en par- 
ticulier, déterminer la vitesse de déplacement de la surface d’un 
tube ou anneau de tourbillon en chaque point. Nous supposerons, 
dans ce qui suit, u, v, w continus dans le fluide, 


767. Cas d’un liquide. — Voyons comment le probléme se pose 
pour un liquide incompressible, contenu dans un vase fixe qu il 
remplit entiérement ou pour un liquide indéfini. 

Nous supposons €, 4, ¢ donnés en fonction de 2, y, 2 dans 
toute l'étendue du liquide 4 un instant. Pour les éléments dénués 
de rotation, £, 7, ¢ sont nuls; pour les autres, ces quantités sont 
différentes de zéro. Il faut donc, ainsi que nous lavons expliqué, 
regarder le liquide comme constitué par des tubes et anneaux de 
tourbillon dans lesquels , 7, ¢ sont des fonctions différentes 
de zéro, entourés d'une portica de liquide sans rotation dans 
Jaquelle &, », ¢ sont nuls. Dans la masse totale, g, ”, S sont 
done des fonctions discontinues de x, y, 2, car ces fonctions, 
nulles a Vextérieur des tubes et anneaux de tourbillon, sont dif- 
férentes de zéro a l’intérieur et sur la surface de ces tubes et 


anneaux. 
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Il faudra alors déterminer uw, ¢; w par les conditions suivantes : 


1° On doit avoir dans tout le fluide : 


Ow ov at 
iy as = 
Ou. Ow 

(18) Re ies = 2; 
ov du 
me ~ Oy 20; 


2° Les fonctions u, v, s doivent, dans tout le fluide, vérifier 
Péquation de continuité pour les liquides : 


Ou ov Ow 
(19) dz * dy * Oz 


3° Sur les parois du vase, la vitesse doit étre tangente aux 
parois, de sorte qu’en appelant «, 6, y les cosinus directeurs de 
la normale & une paroi, on doit avoir, sur cette paroi, 


(20) cut Be+yw=o; 


si le vase est indéfini, le mouvement doit étre nul a l’infini, c’est- 
a-dire que u, », doivent étre nuls a Vinfini. 

Pour que le probléme ainsi posé ait une solution, il faut évi- 
demmenit que les fonctions données , a, ¢ vérifient identiquement 
la relation 
oF 0 0 
(21) ete ee Ho 


qui résulte immédiatement des trois équations (18). Nous suppo- 
serons que cette relation ait lieu. 
On peut alors établir la proposition suivante : 


Stile vase est simpLEMENT CONNEXE, les trots conditions indi- 
quées délerminent complétement le probléme, en ce sens que 
celui-ct n’admet qu’une solution. 


En effet, supposons un instant qu’on puisse trouver deux sys- 
témes de fonctions wu), 0), 4, el U2, %2, 2 remplissant les trois 
conditions indiquées. D’abord, en écrivant que les conditions (18) 
sont vérifiées par les deux systémes. de fonctions, et retranchant 
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membre a membre, on a trois conditions 


0( 1 — 2) _ 9(%1— es) 
oy 0z 2 


qui montrent que les différences u,— uz, », — ¥9, , — 2 sont 
les dérivées partielles d’une méme fonction OL, Wes) 
re) 00 


eames Oe —— = t 
ox’ ries oy 


uUy— Ug = 


Ensuite, en écrivant les deux équations de continuité (19) et 
retranchant membre 4 membre, on a 


O( uy — Ug) A 0(¥1— 2) as 0(w1— 2) ays 
Ox oy 0z 
ou encore 


Ao =.0. 


ry 


zt ? 
Enfin, sur les parois du vase, on a, d’aprés (20), 


au, + BO,+ 7%, =0, 


&Us+ Best ywe= 0; 


d’ou, en retranchant, 


oes Ao ead it 
c’est-a-dire 
de _ 
dn ttt) 


la dérivée étant prise suivant la normale ala parol. 

Dés lors, si le vase est simplement connexe, on voit par un 
raisonnement identique a ceux des n® 763-764 du paragraphe 
précédent que l’intégrale 


[Cam ua) de + (er 99) dy + (= 2) de 


est nulle le long de toute courbe fermée tracée dans le vase et, 
par suite, que 9 est uniforme dans le vase. 
Cette fonction uniforme ¢ est alors, dans le vase, une fonction 


: - d ‘ ; 
harmonique partout finie et telle que = soit nul sur les parois : 


cette fonction est constante (n° 594). Donec les dérivées partielles 
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de p par rapport az, y, s sont nulles et l’on a. . 
ily = Uo, V1 = V2, w,= Was 


la solution est unique. 


La conclusion serait la méme si le vase était indéfini, car le 


Farhad : do Ot : : 
mouvement étant supposé nul a Vinfini, oF 92 | oF seraient nulsa 
Ox Oy 02 


Vinfini et la fonction harmonique uniforme ° serait encoré con- 
stante dans le vase. 


Remarque sur le cas ou le vase ne serait pas simplement 
connexe. — Sile vase était 4 connexion multiple, les conditions 
indiquées ne suffiraient plus 4 déterminer complétement le pro- 
bléme. Prenons, par exemple, un vase doublement connexe, 
comme un tore ( fig. 336). Pour pouvoir affirmer que les deux 
solutions w,, ,, 4 et Uz, 2, 2 sont identiques, il faudrait, en 
outre, leur imposer cette condition que l’intégrale 


(22) [cura ua) der + (6104) dy + (w= 2) ds, 


prise le long d’une ligne L, non réductible 4 un point, est nulle; 

ou, ce qui revient au méme, que ~ est untforme dans le vase. On 

peut alors conclure, comme précédemment, que 9 est constant. 
Nous avons, dans le cas d’un vase doublement connexe, appelé 


module relatif a la classe des lignes fermées L, la valeur con- 
stante de la circulation 


fude+ ody +e ds, 


‘le long d’une de ces lignes. La condition que V’intégrale (22) soit 
nulle peut donc étre remplacée par celle-ci : les deux solutions 
Ui, V4, Wy Cb U2, V2, M2 doivent, pour étre identiques, donner la 
méme valeur pour le module relatif aux lignes L,. 

D'une facon générale, si le vase n’est pas simplement connexe, 
il faudra, pour déterminer entiérement u, ¥, +, connaitre les mo- 
dules relatifs aux diverses classes de courbes fermées qu’on peut 
tracer dans le vase (n°* 763-764). 


Nous étudierons, dans ce paragraphe, le cas simple d’un liquide 
indéfini. 
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768. Cas dun liquide indéfini. — Nous allons montrer com- 
ment, pour un liquide indéfini dans tous les sens, on peut cal- 
culer uw, », s» connaisant §, 7, [, avec cette hypothése que w, v, wv 
et §, n, C sont nuls a l’infini. Le liquide est alors divisé en anneaux 
iourbillons, dans lesquels £, n, ¢ sont différents de zéro, en mou- 
vement dans une masse liquide sans rotation dans laquelle §, 4, ¢ 
sont nuls. 

Tout d’abord, les fonctions inconnues u, ¢, ~ devant vérifier 
la condition de continuité (19), on peut mettre ces quantités sous 
la forme (n° 544) 


i= on a oy 
dy as 
oP aR 
3 oOo Oo etl er 
(23) is Oz Ox? 
Ho at A atl 
do Boy 


Il reste a déterminer P, Q, R par les conditions (18). Or on a 


identiquement 
ow do 8Q .-#R oP atP 
oy 03 oxdoy e203 Oy? az? 


er i. A oP 
ce qu’on peut écrire, en ajoutant et retranchant ae? 


7) Obs eg eR 0? P OE eek, 
=(% dy dz 


Désignons, pour abréger, par M la oe 
oO. 
(24) M= 2 ae as. 


nous aurcns 


it SSS See 
oy Oz Ox 
de méme 
Ou Ow oM 
EA ee nA! 
OZ OL a 0.y. 2, 
ov Ou iv oM aot 


Les équations (18) seront donc satisfaites si l'on détermine P, Q 
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et R de facon a vérifier les quatre relations 


(25) AP =— 2&, AQ =— 27, AR =— 2¢, 
(26) M =o. | 


En se reportant a la théorie du potentiel newtonien (n° 581), 
on obtient facilement des fonctions P, Q, R vérifiant les trois rela- 
tions (25). Nous avons vu, en effet, que le potentiel newtonien U 
d'une masse continue vérifie, en chaque point z, y, z de lespace, 
léquation de Poisson 

AU =— 47, 


o étant la densité de la matiére attirante au point considéré, de 
telle fagon que le deuxiéme membre est nul, si le point considéré 
est hors de la masse attirante. D’aprés cela, imaginons qu’a un 
instant quelconque ¢, les anneaux de tourbillon soient remplis 
d’une matiére attirante continue dont la densité 9 en un point 2’, 


° 5 < I . Ba, 
y’, & soit égale a — &’, la notation &' désignant la valeur 
am? 5 
E( ase a sis) 


que prend au point considéré la projection du tourbillon sur Oz. 
Si lon pose ensuite 


r=V(r—a + (y —y P+ (4—2'), 
dt = dz' dy' dz’, 


de fagon que dz soit un élément de volume d’un des anneaux de 
tourbillon, le potentiel de cette masse attirante fictive, au point 2, 
Y> %, a pour expression 


(27) ea [ffi 


Pintégrale étant étendue au volume V occupé par les anneaux de 
tourbillon. Ce potentiel P est une fonction de x, y, 3 qui vérifie, 
dans tout l’espace, la relation 


AP =—2§, 


E étant la valeur du tourbillon au point z, y, s. On a ainsi formé 


une fonction de P vérifiant la premiére des conditions (25). On ob- 
tiendra de méme des fonctions Q et R satisfaisant aux deux autres 
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conditions (25) en prenant 


ie 
aS SS, 


ces intégrales étant étendues au volume V cua par les anneaux 
de tourbillon, et y’, ¢ désignant les valeurs de y et ¢ dans |’élé- 
ment dt de coordonnées x’, y', z 

Il reste 4 montrer que ces trois fonctions P, Q, R ainsi calcu- 
lées vérifient dans tout l’espace la condition M =o. 


ae, 


(28) 


sie 


1° La quantité M est nulle dans les anneauz de tourbillon. 
_— En effet, supposons le point x, y, z intérieur 4 un tube de 
tourbillon, c’est-a-dire 4 la masse fictive attirante. Appelons Sla 
surface qui limite les anneaux de tourbillon, do un élément super- 
ficiel quelconque de cette surface, a, 8, y les cosinus directeurs de 
la normale menée a dt extérieurement a S. Nous avons, au n° 579, 
calenlé la dérivée premiére par rapport a x d’un potentiel 


apy © ae, 
Aa 


dans le cas ov le point z, y, est intérieur a la masse attirante, et 
nous avons trouvé, en appelant a, 6, c les coordonnées de l’élé- 


ment dz, 
paleo ad Cao ff [rhe 
Ox 


Appliquons cette formule et les formules analogues aux trois 
fonctions P, Q, R, en nous rappelant que les coordonnées de 
élément dz sont appelées ici x’, y’, 2’. Nous aurons 


Ul cr 
end J teal Ge 
Ox 27 ps 2 y Ox 

fa. FF , 
a ee 
oy Tk r oy 
0z Drs AU Ne bite 


En ajoutant membre a membre et remarquant. que les trois inté- 
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grales doubles sont étendues a la méme surface S et les trois 
intégrales triples au méme volume V, ona 


: : d ae oi Ss) de. 
ee + By’ + 0’) coat fA ae Oe 


Mais on voil immédiatement que !'élément différentiel dechacune de 
ces intégrales est nul. D’abord, pourVintégrale double, on a sur S 


ab’ + By’ + yf’ = 0, 


car, la surface S étant une surface de tourbillon, le vecteur €',9', 6’ 
relatif a chaque point de cette surface lui est tangent. Ensuite, 
pour Vintégrale triple, comme les fonctions §, y, $ de 2, y, Zz véri- 
fient ’identité (21) par hypothése, ces mémes fonctions, quand on 
y remplace x, y, 2 para’, y' 2, vérifient Pidentité 

OF Oa! 0c 


, 


ee ee 
on’ oy’ az. 


en tous les points du volume V. Ona donc enfin 


M=o0 
dans le volume V. 


2° La quantité M est aussi nulle dans tout Vespace exte- 
rieur aux anneaux de tourbillon. — En effet, P, Q, R, étant 
trots potentiels de masses continues, ont leurs dérivées premiéres 
continues dans tout l’espace et nulles a Vinfini. Donec M est con- 
tinu dans tout l’espace et nul a Vinfini. Cette fonction M, étant 
nulle dans les anneaux de tourbillon et étant continue, est aussi 
nulle sur la surface S limitant Pensemble de ces anneaux. La 
fonction M admet des dérivées premiéres et deuxiémes en dehors 
des anneaux de tourbillon; enfin, c’est une fonction harmonique, 
car on a idenuquement 

AM = were pag = aR, 

quantité nulle, puisque AP, AQ, ARsontnuls en dehors des anneaux 
de tourbillon en vertu des relations (25). Mais alors, en coniinuant 
a porter notre attention sur l’espace extérieur aux anneaux de 
tourbillon, nous voyons que M est une fonction harmonique uni- 
forme et finie dans cet espace, admettant des dérivées premtéres 


CHAPITRE XXXV. — THEORIE DES TOURBILLONS. 429 


et deuxiémes, et s‘annulant sur les limites de cet espace; on a 
donc (n° 590) 


M=o0 


dans tout l’espace extérieur aux anneaux, 

En résumé, M est nul partout. 

Toutes les conditions imposées a P, Q, Rsont remplies et les 
formules (23) donnent les valeurs de wu, », « en fonction des tour- 


billons §, 7, ¢. Ces valeurs sont, en remplacant.P, Q, R par leurs 
expressions (27) et (28): 


Interprétation des formules précédentes. — Comme_on_a 


les formules ‘ci-dessus s’écrivent 


t stig! ae ee vast 
oe Lf f [teen 
27 y rs 


ou 7/, C’,... sont les valeurs du tourbillon dans l'élément d situé 
au point.z’, y’, z al instant ¢. Chaque élément dz de la masse qui 
constitue Jes anneaux de tourbillon contribue ainsi, pour sa part, 
a donner un terme infiniment petit dans les sommes qui déter-- 
minent les composantes w, 9, sv de la vitesse W en un point quel- 
conque P de la masse liquide, que ce point soit intérieur Ou exté- 
rieur aux anneaux de tourbillon. 

Un élément dz de coordonnées x’, y’, 2", pris dans un des an- 
neaux de tourbillon, est animé de la rotation &, 1, 53 si cette 
rotation entrainail tous les points de l’espace, comme s’ils appar- 
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tenaient 4 un méme corps solide, le point P(z, y, 2) aurait une 
vitesse W’ de projections 


ul y'(2— 2')—O(y—y), 
v= O(a — a2')—'(s—.2'), 


w= (vy —y')—1' (27 — 2’), 


d’aprés les formules élémentaires des rotations. Les termes pro- 
venant de l’élément dz, dans chacune des sommes (29), peuvent 
alors s’écrire 

u' v’ w' 
——e Ty 
nr? 


(30) 


~ dt, dz; 
atrs anrs —” 


ce sont les projections sur les axes d’un vecteur H égala 


WwW’ 


anrs 


appliqué au point P. Les projections u, », w de la vitesse W du 
point P peuvent alors s’écrire 


u’ hs roe w! 
Soe as =f Jaan ae and a heae ELT = ibe a 


et l’on voit que la vitesse W est la somme géométrique des vec- 
Ww’ 

an rs 

On peut dire que la part contributive de chaque élément d= 

des anneauz de tourbillon, dans la vitesse W d’un point quel- 

conque P de la masse, est égale a la vitesse W' que prendrait 

ce point par l’e ffet de la rotation (§', n', C').de lV élément dz, 


multipliée par 


teurs H = 


dz appliqués en P. 


eri désignant la distance du point a l’éle- 


ment dt ( fig. 339). 


Part contributive d'un anneau de tourbillon infiniment 
délié. — L’ensemble des anneaux de tourbillon peut étre divisé 
en anneaux infiniment déliés (n° 760) ayant chacun une certaine 
intensité I. I] est dés lors important de déterminer le vecteur qui 
représente la part contributive d’un de ces anneaux dans la vitesse 
d’un point quelconque P de la masse liquide. L’élément dt peut 
étre regardé comme étant obtenu en coupant un anneau de tour- 
billon infiniment délié ( Wirbelfaden) par deux sections droites A 
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et B dont l’aire est do et la distance AB égale a ds (fig. 339). On 
a alors 
dx = ds ds. 


La rotation ® de cet élément dt est tangente a l’anneau; la 
vitesse W’ que prendrait le point P par leffet de la rotation Q est 


Fig. 339. 


égale au produit de Q par la distance PP’ du point P a l’axe Q de 
la rotation; elle est dirigée perpendiculairement au plan de P et 
de Q dans le sens qui résulte du sens de la rotation Q. Mais PP’ est 
évidemment égal a rsing, si l’on appelle 7 la distance de P a dt 
et o langle de Q avec r; donc 


W'= Q.PP’= or sin p. 


Le vecteur H, représentant la part contributive de l’élément dt 
dans la vitesse du point P, est alors, puisque dz = ds ds, 


H = 


NED nD ke eo AS 

anrs 2nmr2 

Comme lintensité (ou Je moment) de l’anneau de tourbillon infi- 

niment délié est (n° 760) 
: 1 == 20 ds, 


Je yecteur H peut s’écrire aussi 


if 
quar? 


= 


ds sing. 


Enfin, le vecteur K, représentant la part contributive de Vanneau 
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de tourbillon infiniment délié dans la vitesse W du point P, est la 
somme géométrique K de ces vecteurs H, somme étendue a tous 
les éléments ds de l’anneau infiniment déhé. 

Connaissant le vecteur K relatif 4 chaque anneau de tourbillon 
infiniment délié, on aura la vitesse W au point P en faisant la 
somme yéométrique des vecteurs K, pour tous les anneaux infi- 
niment déliés qui constituent les anneaux considérés. 


Analogie électrodynamique. — On voit maintenant se mani- 
fester une analogie électrodynamique des plus remarquables. Ima- 
ginons que l’anneau de tourbillon infiniment déhé soit remplacé 
par un conducteur linéaire, parcouru par un courant électrique 
d’intensité I circulant en sens contraure du sens indiqué par les 
vecteurs tourbillons tengents, et qu’au point P on place un péle 
magnétique de masse 1. L’action du courant sur le péle P est un_ 
yecteur K (n° 574) résultant de vecteurs élémentaires égaux a 

Al ds sing ; 
r 
appliqués en P perpendiculairement au plan Pds, )désignant une 
constante qui dépend du choix des unités. Si, pour simplifier, on 


choisit les unités de facon que = Te on voit que l’action K de 
ce courant fictif sur le pole P représente la part contributive de 
Panneau de tourbillon infiniment délié dans la vitesse du point P. 

La vitesse W du point P est donc identique a l’action résul- 
tante K exercée, sur le pdle magnétique P, par un ensemble de 
courants électriques parcourant chaque tube de tourbillon infi- 
niment délié, en sens contraire des tourbillons, avec une intensité 
égale a l’intensité de ce tube. 


769. Potentiel des vitesses ‘provenant de l’action d’un tube de 
tourbillon infiniment délié. — Nous avons vu au n° 374 que, siun 
courant électrique d’intensité I suit un conducteur linéaire ferme, 
Paction K de ce courant sur un péle magnétique P est identique, 
au sens prés, 4 celle d’un feuillet magnétique S limité par le cou- 
rant, la constante relative au feuillet (n® 571 et 574) étant égale 
a AI. Or, comme nous l’avons démontré dans la théorie du potentiel 
newtonien (n° 571), Vaction K d’un feuillet_ magnétique sur un 
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point P dérive d’un potentiel quia, pour valeur absolue, le produit 
de la constante p relative au feuillet parl’angle solide © sous lequel 
on voit du point P le feuillet considéré. Le vecteur K dérive de la 


fonction de forces 
U= 28, = He 


Mais nous venons de voir que, pour identifier l’action K du cou- 
rant électrique avec la part contributive de l’anneau infiniment 
délié de tourbillon d’intensité 1 dans la vitesse du point P, il suffit 


I ; F 
_ de prendre ) = ee le vecteur K et, par suite, le vecteur W 


= ee 
a“ 


dérivent donc alors de la fonction de forces 


Up 
4ut 

@ désignant l’angle solide sous lequel on yerrait, du point P, Vaire 
dune surface fictive continue S ayant pour contour l’anneau de 
tourbillon infiniment délié. Pour préciser cette valeur de U, il 
faut regarder © comme positif ou comme négatif suivant que, du 
point P, on voit Pune ou l’autre des deux faces de la surface S. 
On verra, indépendamment de toute analogie électromagnétique, 
quelle est celle des faces de S qu il convient de regarder comme 
positive, en remarquant que, I étant positif, la fonction U aug- 
mente quand ® augmente et, inversement, diminue quand 0 
diminue. Or le vecteur W dérivant de la fonction U est dirigé 
dans le sens des U croissants, c’est-a-dire des © croissants. Si le 
point P est prés de la surface S du coté positif, @ va en croissant 
quand on s’approche de la surface; la vitesse du point P est done 
dirigée de facon 4 approcher de la surface ; au contraire, si P est 
du cété négatif, sa vitesse est dirigée de fagon a Véloigner de la 
surface S : un point P du liquide placé sur cette surface fictive S 
aurait donc sa vitesse dirigée du coté négatif de S. Or, en prenant 
le pomt P sur cette surface S, dans Vintéricur de V’anneau, on 
verra immédiatement, d’aprés l’orientation des tourbillons Q le 
Jong de l’anneau, dans quel sens les rotations Q tendent a déplacer 
le point P: on connaitra donc la face de.S qu il faut regarder 
comme positive. 

Par exemple, dans la figure 339, en supposant V’anneau plan 
et situé dans le plan du papier et la surface S confondue avec la 


A. — III. ‘ 23 
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portion de papier intérieure a l’anneau, les rotations Q tendent 
toutes & imprimer aux points de S des vitesses dirigées au-dessous 
du papier ; la face positive de 5S est donc le dessus de la feuille 
de papier. 


Le potentiel des yitesses dues & un anneau infiniment délié 


pee: 
4 5 

n’est pas uniforme dans l’espace extérieur a |’anneau; sa variation 
continue le long d’une ligne L, traversant une fois lintérieur de 
Panneau, comme dans la figure 337, est égale a1; cela tient a ce 
que, dans les mémes Seca la variation continue de @ est 
égale a Ar. Cer dernier point devient évident dans le cas d’ un 
anneau plan, car, en prenant comme surface 5 fermant l’anneau 
la es du plan de l’anneau qui lui est intérieure, on voit que 
@=+o2n quand le point P est infiniment voisin de S du cété 
Sosa et @ = -- 27 quand le point P en est infiniment voisin 
du coté négatif. Pour une discussion détaillée de la variation de 
Pangle solide @ sous lequel on voit un contour donné, nous ren- 
verrons 4 l’Ouvrage de M. Duhem: Lecons sur lV’ Electricité et 
te Magnétisme (t. IMI, Chap. II) 


770. Anneau de tourbillon infiniment délié et feuillet de dou- 
blets. —- Nous avons vu que le potentiel des yitesses da a un 
doublet (n° 749) est identique au potentiel de Vattraction d'un 
aimant élémentaire. Un feuillet magnétique uniforme étant formé 
@aimants élémentaires tous égaux, normaux au feuillet, on voit 
que le potentiel de Pattraction dun feuillet magnétique S est 
identique au potentiel des vitesses d’une surface S constituée par 
des doublets élémentatres tous égaux, normaux a cette surface et 
uniformément répartis : les sources positives étant sur la face que 
nous yenons de définir comme la face négative et les sources néga- 
tives sur l’autre. Le potentiel des vitesses dues & un anneau de 
tourbillon infinitment délié est alors identique & celui d’un feuillet 
de doublets S ayant cet anneau comme contour. Si lanneau 
existait seul dans un fluide sans rotation, on pourrait se repré- 
senter le mouvement de ce fluide comme si le fluide sortait du 
feuillet par les sources positives et rentrait dans le feuillet par les 
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sources négatives : dans ce cas, la circulation, c’est-d-dire la 
variauion continue du potentiel des vitesses le long d’une ligne L, 
traversant l’anneau, serait égale Al’intensité de l’anneau (fig. 337), 
et le feuillet de doublets jouerait le réle de la cloison S employée 


a propos de cette figure 339, pour rendre simplement connexe 
) a ‘ ; 
Pespace extérieur a l’anneau. 


771. Potentiel des vitesses dans la partie irrotationnelle d’un 
liquide indéfini avec un nombre quélconque d’anneaux de tour- 
billon. — Si nous partageons les anneaux de tourbillon en anneaux 
infiniment déliés, le potentiel dés vitesses dues aun de ces anneaux: 
est, en tous les points P de lespace, extérieur a!’anneau 


UB) se toe. 
I désignant Vintensité de Vanneau et @ langle solide sous lequel 
on voit du point P la face positive de Vintérieur de l’anneau. Le 
potentiel des vitesses en un point P de la partie irrotationnelle 
étant la somme des potentiels dus aux divers anneaux infiniment 
déliés, ce potentiel est \ 


lasomme étant étendue a tous les anneaux infiniment déliés. 

Ce potentiel 9 est égal au potentiel de action résultante de tous 
les courants électriques | sur un pole magnétique be 

Pour un anneau infiniment délié, on a 


1=2Qdsz, 


Q étant le tourbillon en un point de anneau et do la section droite 
en ce point; on a done aussi 
1 


© a ees! ore) ds, 


Dw 
la somme étant étendue aux sections droites des divers anneaux, 
Ces formules supposent que le point P considéré est dans: la 


partie irrotationnelle. En un point de la partie tourbillonnaire du 
liquide, les vitesses ne dérivent plus d’un potentiel, d’apreés la défi- 


436 EQUILIBRE ET MOUVEMENT DES MILIEUX CONTINUS. 


nition méme du tourbillon; on peut les calculer par les formules 
générales (29). 3 

D’aprés l’analogie électrodynamique, en remplagant chaque 
anneau de tourbillon infiniment délié par un courant de méme 
intensité, on oblient un systéme de courants qui produit un champ 
magnétique. Le vecteur qui représente |’action de ce champ en un 
point quelconque P est, 4 un facteur constant prés, identique a la 
vitesse de la particule fluide placée en P. Les lignes de force 
magnétiques se confondent avec les lignes de courant hydrodyna- 
miques. 


772. Vitesse de déplacement de la surface d’un anneau ou 
d’un tube de tourbillon. — La surface d’un tube ou d’un anneau de 
tourbillon constitue une surface de discontinuité. En effet, les 
vitesses varient d’une maniére continue d’un cété a lautre de cette 
surface; mais leurs dérivées nremiéres, par rapport aux coordon- 
nées, sont discontinues, puisque le vecteur tourbillon est égal a zéro 
d’un cété de cette surface et différent de zéro de l’autre. 

La surface S du tube ou de l’anneau se déplace avec le temps; 
son équation est done de la forme - 

(32) Ba, 32; -0)= 0: 


On définit la vitesse de déplacement de cette surface en chaque 
point, a chaque instant, comme on I’a fait au n° 745 pour définir la 
vitesse de déplacement d’une discontinuité. Cette vitesse, en chaque 
point de 5, a chaque instant, est alors, 

1 oF 


(33) Pato 


? 


ot Pon a posé 
/7 0 \2 ol’ \2 UF \2 
(34) meg aer le Ase 


On peut donner une autre expression de cette vilesse en remar- 


quant qu'il se présente ici une circonstance particuliére : c’est que 
la surface de discontinuité est une surface fluide formée constam- 
ment des mémes molécules. Dans ces conditions spéciales, si l'on 
appelle uw, 9, s les projections de la vitesse W d'un élément fluide 
de la surface S du tube de tourbillon, et a, 8,7 les cosinus direc- 


\ 
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= 
ow 
Ni 


teurs de la normale en ce point a cette surface 


or oF oF 
35) pp op a Sgt shah Ss Dae 
(35) hs eng Ova koe! 
ona 
(36) T=2zu+8eo+yw= Wi, 


W,, représentant la projection de la vitesse W sur la normale. 

En effet, si Pon suit une particule z, y, 3 de la surface du tube 
dans son mouvement, on voit que ses coordonnées vérifient cons- 
tamment lPéquation (32), Ona donc, en dérivant le premier membre 
de cette équation par rapport a ¢, en suivant la particule, 

ar oF OF oF.” 


Be ey oe oe 


d’ou, d’aprés les relations (45), 
aay =-— (2u+ Po+ yo), 


ce qui démontre la formule (36). 

D’un coté de la surface S, le mouvement est irrotationnel, w, », 6 
dérivent d’un potentiel 9; on a donc, en un point infiniment voisin 
de la surface placé en dehors du tube, 


a cause de la continuité de u, ¢, sv, ces expressions sont valables 
aussi prés qu’on le veut de la surface S. On a alors, pour la vitesse 
de déplacement de cette surface, en chaque point, 4 chaque 


instant, 
O¢ 0 0 d 
Tics panera ca 
Ox " oy 0% dn 
DOM a Oa: : ; ‘ 
la dérivée mri étant prise suivant la normale a la surface du tube du 
a 


coté irrotationnel. 


773. Expression de la force vive du liquide. — La force vive 
totale du liquide a pour expression 


foweam=e fff (ate ors wr) ae, 
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Vintégrale étant étendue a tout le volume du liquide. On peut lui 
donner une autre forme de fagon a la fatre dépendre des tourbil- 
lons. Pour cela, introduisons les trois fonctions P, Q, R précé= 
demment définies par les formules (27) et (28) en fonction des 


tourbillons. Ona 
aR 0Q 
7 Oy Oa 


La force vive peut done s’écrire 
z oR 0Q oP oR dQ ae -)| di 
eff f [e (Ss) +e (S cs m)ro(S dy) | °* 


On pourra intégrer par parties chacun des six termes. Par 
exemple, en remplacant dt par dx dy dz, on a, pour je premier 


OR x aT eT 
ff fugardpds® ff dads [- bap 


les limites étant infinies, car le fluide est indéfini; l’intégration par 


+0 ES Lt Opp, 
aR RGees 


la partie intégrée est nulle aux limites, car uw et R sont nuls a l’in- 


terme, 


parties donne 


fini; on a donc enfin 


oR du 
Lf fpf ff rBavay as. 


On wansforme de méme chacun des six termes et on a fina- 
lement 


Ow ov Ou Ow 
Bit gece Ae eee 
eff L| Oy ? : a(S =) oak 


ou enfin, @aprés la notation des tourbillons, 


pf Widmae fff e+ Qn + Rg) ae. 


Si, dans cette expression, on remplace P, Q, R par leurs valeurs 
en fonction des tourbillons |formules (27) et (28)]; on a la force 
vive en fonction des tourbillons, pour un liquide indéfini. 
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774. Application : anneaux de tourbillon circulaires de méme 
axe. -- Imaginons un liquide indéfini dans lequel toutes les lignes 
de tourbillon sont des cereles dont le plan est perpendiculaire 
a l’axe Oz et dont le centre est sur cet axc; supposons, en outre, 


que la grandeur du tourbillon est la méme tout le long d'un m’me 
cercle. 


/ 


On peut regarder comme évident, par raison de, symétrie, que 
si cette distribution des tourbillons a lieu a un certain instant, elle 
aura lieu toujours. 

Le liquide est alors, 4 un instant quelconque, composé d’une 
partie irrotationnelle indéfinie entourant des anneaux de tourbillon 
analogues a des tores de réyolution autour de Os: Ces anneaux se 
déplacent en restant de réyolution autour de Oz, mais leurs sec- 
tions droites peuvent changer de forme en méme temps que varient 
les rayons des divers anneaux de tourbillon infiniment déliés qui 
‘les constituent. ; 

Pour calculer les vitesses en fonction des tourbillons, nous sui- 
vrons la méthode générale qui se simplifie notablement en raison 
de la symétrie du mouvement autour de Oz. 

Nous emploierons, pour définir la position dun point, les coor- 
_ données semi-polaires g, 9, z; g désignant la distance du point 
4 Oz; les variables g et 4 sont liées a # et y par les relations. 

a=gcos). y= qsin. 

Vitesse. — Le inouvement ¢tant symelrique autour de Oz, la 
distribution des yitesses est la méme dans tous les plans passant 
par Os; la vitesse W d'un ‘élément P est située dans le plan zOP 
et dépend uniquement de g,z et ¢, et non de 4. Appelons s la _ 
composante de cette vilesse suivant le prolongement de la perpen- 
diculaire abaissée du point P sur Paxe Os et sa composante 
parallele a Oz: s et sv seront fonctions de g, 2 et t. Les projec- 


lions u, 9, de la vitesse sur les axes Or, Ov, Oz seront ‘ 
(37s) u =scos8, ° =ssing, wv, 
Tourbillon. -~ Comme, par hypothése, les lignes de tourbillon 


sont des circonférences ayant pour axe Oz, le tourbillon & relatif 
aun point P a un instant ¢ doit étre perpendiculaire au plan ZzOP. 
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Or on a, en général, 
2 Ow > ie 1 (ev x) 
ia fe a Oe dy 


Actuellement, d’aprés (37), u, »,  dépendent de x et y par 
Vintermédiaire de g et § qui sont des fonctions de x ely, 


g = V28+-y~-4 .)'= are tang? 


etlona 
og = ad = c0s0, q9 = y = sin0, 
(38) Ox q ay q 
g0Ls.. Via, date eID ao z _ cosh 
ig FG! EA 


On en conclut en différentiant les formules (37) et se rappelant 


que s etw ne dépendent que de qg, 2 et /, 


du __ os need cw ow 9 
0s Os ( dc oq” 
ae OE EE Cece eo i 
03 03 oy oq 

dv ou a8 Os 


Seiya : 
ie cicdoniaa ae ) sin8 cosQ. 


On a donc 
: 1 /ds ow. ; t /os At 
(39) b= 3 (SE) sino, n= (ie — Fe) cost t=o. 


Ces formules montrent que le vecteur tourbillon Q, qui est per- 
pendiculaire au plan z OP, a pour valeur 
(40) Oe (ian ae 
: , 2 \ds 0g 
cette valeur étant positive ou négalive suivant que le yecteur Q est 


dirigé dans le sens positif ou le sens négatif des rotations autour 
de Oz. La valeur de O dépend uniquement de g, z et ¢. 


Détermination des vitesses. — Si nous revenons maintenant 
a notre probléme, Q est donné aux divers points P en fonction de 
g, set ¢, etal s’agit d’en déduire les vitesses s et sv. Pour préciser 
ce point, imaginons qu’on méne un plan fixe quelconque pat Oz; 


CHAPITRE XXXV. — THEORIE DES TOURBILLONS. 4g 


ce plan coupe les anneaux de tourbillon suivant certaines aires 
A,, Ag, ...; on suppose 2 connu, al’instant ¢, en fonction de q, 2 
aux divers points de ce plan, Q étant nul en dehors des aires et 
différent de zéro dans l’intérieur. 

Nous avons, dans le cas général, déterminé les vitesses en fonc- 
tion des tourbillons, pour un liquide indéfini, par les formules (23) 
du n° 767, dans lesquelles P, Q, R sont données par les intégrales 
définies (27 et 28) étendues aux volumes dés anneaux de tour- 
billon. Dans ces formules, dz est un élément de volume des anneaux 
ayant pour coordonnées z', y!, 3’; les lettres §", 7’, ¢’ désignent les 
projections du tourbillon correspondant a l’élément dt, et la 
lettre r désigne la distance 


NE ie) ye re CS Peis) 


du point z’, y’, 5’ au point 2, y, z. 

Comme, actuellement, ¢ est identiquement nulle, la troisiéme des 
formules (28), dans laquelle ¢’= 0, donne immédiatement R= 0; 
on a donc pour u, 9, w les expressions suivantes : 


(41) BS et oy | v=--) v= —, 


les fonctions P et Q de x, y, 3 étant définies par les deux pre- 
miéres des formules (27) et (28), 


era i ne om LL 


Appelons q’, 9’, 3’ les coordonnées semi-polaires de l’élément de, 


q, 9, 2 celles du point x, y, 2; nous aurons 


wo = feos, Ve Gesinie c= Gg €0s0", Vig sing’, 


(43) r= Yq y'*— 29qq cos(0'— 0) + (4— 2’')?. 


Pour évaluer dt, supposons les anneaux de tourbillons décom- 
posés enanneaux infiniment déliés de réyolution autour de Oz; 
appelons ds la section d’un de ces anneaux de rayon q’ par un 
plan passant par Oz. Si l'on considére deux de ces plans faisant 
entre eux langle d4’, ils découpent dans Panneau un élément dz 
ayant la forme d’un cylindre droit de base d¢ et de hauteur g/d; 
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ona donc 
dt = dsq' dd’. 


Nous avons. en outre, d’aprés (39) et (40), 
&==— Qsin0, q = 2cos8, 
Q étant donné en fonction de g, z et ¢; done 
f= — O' sin 0’, 7’ = 2' cosd’. 


Q’ étant une fonction connue de q’, 2’ et ¢. On a donc 


Pet (fpr Sint as dW’, 

21 Vv EL 

Qe ff [  aeay, 
27 , 9 7 


(44) 


Pour calculer ces imtégrales étendues au volume des anneaux, 


on pourra d’abord faire la somme des éléments correspondant a un 
anneau infiniment délié, puis la somme de ces sommes. Or, pour 
-un anneau infiniment délié, g’, z’ et de sont constants tout le long 
de lanneau, 9 varie de « Aa—+ 27, & étant un angle arbitraire. La 
somme des éléments de chaque intégrale relative a cet anneau infi- 
niment déhé est donc 


Gt+27 : t ’ 
1 sin 8' dO 
PS — Oke’ f ly 
21 q de. - r 
(45) O+27 
oe 9 vas “cos 0’ dé’ 
oy vine q es tm 


Une fois ces quantités P’ et Q’ calculées, il restera, pour avoir P 
et Q, a faire la somme des quantités analogues pour tous les 
anneaux infiniment déliés dont sont composés les anneaux donnés; 


les deux sommes 
reffor enffe 


— seront des intégrales doubles étendues a tous les éléments do des 
aires A,, A2, ..., suivant lesquelles un plan passant pac Oz coupe 
les anneaux considérés. 

Les expressions de P’ et Q’ peuvent étre simplifiées de fagon 
a amener P’ et Q’ a dépendre de la méme intégrale. Pour cela, 
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faisons, dans Vintégrale qui donne P’, le changement de variable 
Weecis 


¢ étant la nouvelle variable qu'il suffira de faire varier de 0 a on 
pour que 4’ varie dans un intervalle d’étendue 27x. On aura 


d\' = de, sin6’ = sin® cose + cos8 sine, 


r=Vq+q?— 2gq' cose + (2 — 3')?, 


ae sin! STS sind "cose ds hoes sine de 
a 


Mais, dans le deuxiéme membre, la deuxiéme eee est nulle, 
car les éléments de cette intégrale sont deux a deux égaux et de 
signes contraires; on a donc 


% A 
+2T sind’ do! ‘ 2™ cose de 
—— == sin9 eae 
6 fs 0 if 


On trouve, par le méme calcul, 


a+2T 
cos 6’ da’ °T eose dé 
2S = 6688 Lien 
‘ e 7 0 t fe 


a 


Done 


ce qui donne, pour P’ et Q’, les formules définitives qu’on peut 
écrire 


(46) P’.= — §’sin0, Q'= S'cos6, 


S’ désignant l’intégrale elliptique 


(43) on See cose ds 
/ ’ 
0 


27 ae 


sur laquelle nous reviendrons plus loin. 

En faisant la somme de ces valeurs de P’ et Q' pour tous les élé- 
ments do des aires A,, As, ..., on a enfin pour P et Q des expres- 
sions de la forme ' 


(48) bP =— Ssin9, Q = Scos6, 


S désignant Vintégrale 


27 
I voce cose dé 
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qui est fonction de q, 2 et ¢. Cette intégrale étant calculée, on a P 
et Q en fonction de 4, g, 3 ett, ou encore en fonction de 2, y, Z, ¢, 
car g et 4 sont des fonctions de x et y définies par les formules (38). 
Les fonctions P et Q étant connues, les composantes u, ¢, « de la 
vitesse sont. données par les formules (41). Or, on a, en différen- 
tiant (48) et tenant compte des formules (38), 


oP os. 0Q _ a8 


Rum Sie Aire oe 
oP 08 
LEE er ene \rese = OOS 
pe 5g siB 0 cos?, 
ge = Se oat 0.7. sin?§; 
Ox ) 
donc 
0 0s 
= ee i) id i 0: 
(50) u cos, y mp sin§ ; 
dORTOP aa oS 
(On w= = = 


En comparant aux formules (37), on en déduit la composante s 
de la vitesse suivant le rayon vecteur 


(52) smal 


En résumé, une fois lintégrale S calculée, on obtient immédia- 
tement la distribution des vitesses par les formules (50) et (51). 


Equation différentielle que vérifie la fonction S; current 
function de Stokes. -— Nous avons vu, dans le cas général, que 
P, Q, R vérifient les trois équations 


AP=--2% AQ=—2n, AR=— 26; 


la troisiéme équation est identique, car R et ¢ sont nuls. Si, dans 
les deux autres, on remplace P, Q par —Ssin§, Scos@ et §, 
par — Qsin9, Qcos9, elles donnent une méme équation aux déri- 
vées partielles définissant 5 en fonction de q et z. On peut obtenir 


cette équation d’une fagon plus rapide en se servant de lexpres- 
sion (40) du tourbillon 


o= 7 (5-2). 
DINGS oq 


Si, dans cette expression, on remplace s et w par leurs valeurs 
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(52) et (51), on a immédiatement pour S léquation aux dérivées 
partielles 


z eS as Chr aks 
3 ETS SN (ete Epa 
(53) agg? oe (=) =— 20, 


ou Q est nul en dehors des aires A,, Ay, ... et a une yaleur donnée 
dans l'intérieur de ces aires. Au lieu de S, on introduit quelquefois 
une autre fonction que Basset appelle Stokes current function. 
Posons 


(54) ¥(q; 2%, t) = 9S; 

les formules (52) et (51) donnent ' 
‘ ow t) 
(55) qs=~ 5) qua Zt. 


La distribution des vitesses est donc connue d’une maniére simple 
dés que l’on connait ¥. 

Cette fonction définit les lignes de courant : remarquons, en 
effet, que ces lignes sont actuellement situées dans les plans pas- 
sant par Oz; dans l’un de ces plans, elles ont pour équation diffé- 
rentielle, a instant ¢. 


ou 
wdgq—sdz=o. 


c’est-a-dire 
Gin uv = const. 


Ainsi, les lignes de courant ont pour équation 4 = const. 
Remarquons enfin qu’en éliminant +) entre les deux relations (55) 
on a l’équation 


d(gs) , a(qu) _ 
oq “i 0% Te 


qui n'est autre chose que l'équation de continuité d’ Euler dans les 


hypotheses actuelles (n° 740). ‘ 

Cas d’un seul anneau tnfiniment délic, -- Supposons qwil 
existe, dans un liquide indéfini, un seul anneau de tourbillon infi- 
niment délié affectant la forme dun tore d’axe Oz entouré de 
liquide irrotationnel. Soient dso la section droite de cet anneau, 
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Q! Ja valeur du tourbillon constante en grandeur tout le long de 
’anneau, q’ le rayon de cet anneau a Vinstant t et 2’ la cote de son 
plan. 

Actuellement, les sommes (44) P et Q comprennent un seul 
anneau élémentaire : P et Q se réduisent & P’ et Q’, et Sa’, 


s! Q' gq! ds he cose de 
9 


27 r 


Dans cette intégrale, on peut intégrer seulement de o a 7% et dou- 
bler le résultat; on a ainsi, en mettant en évidence V’intensité 


: [25 48" de 


de l’anneau, et faisant ) = Sq, 


I 1 0 T 


cosé de 
wea 


am J, Y(s— 3')?+ g?+ 9g? — 2qGq cose 


Cette fonction 4 étant connue, les formules (55) donnent, pour les 
composantes de la vitesse, 


(56) pti 5 


On a ainsi, pour v, s, sv, des valeurs finies en tous les points 2, ¢ 


de la partie irrotationnelle; mais, si I est regardé comme fint, on 
trouve, pour les points de l’anneau lui-méme, 


des valeurs infiniment grandes ou indéterminées. Cela tient a ce 
que nous nous plagons dans le cas fictuf d'un seul anneau infini- 
ment déhé d’intensité finie. En réalité, on aura des anneaux 
d’épaisseur finie qu'on pourra décomposer en anneaux infiniment 
déliés d’intensités infiniment petites. Cette difficulté est analogue 
acelle quon rencontre quand on étudie le potentiel newtonien 
d’un point isolé de masse finie, potentiel devenant tnfint au point: 
tandis qu’en réalité on est en présence d’attractions de masses con- 
tinues décomposables en masses infiniment petites. 

Vout d’abord, en calculant * par la régle de différentiation sous 

Oye. 


le signe fh on voit que >~ contient s— s' en facteur. Si done on 
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fait z = z', en donnant ag une valeur quelconque différente de gq’, 


oy ab gis 6 . 
on trouve — =o et, d’aprés (56), so. Une particule placée 


dans le plan de l’anneau a donc une vitesse normale a ce plan, 
puisque lacomposante radiale est nulle: ce fait-est d’ailleurs évident 
géométriquement, d’aprés les théorémes généraux du n° 768 qui 
donnent la part contributive de chaque élément de l’anneau de 
tourbillon dans Ja vitesse d’un point de son plan. Les particules 
situées dans la partie du plan de l’anneau intérieure a l’anneau se 
meuvent dans un certain sens déterminé par le sens des tourbillons, 
comme nous l’avons expliqué n° 768; les particules situées dans la 
partie du plan extérieure se meuvent en sens contraire. Il résulte 
de la que le rayon de l’anneau ne varie pas avec le temps, car, 
sil variait, les particules fluides situées dans le voisinage immédiat 
de l’anneau, dans le plan z = z’, auraient une vitesse radiale diffé- 
rente de zéro. Ainsi, l’anneau se déplace parallélement a lui-méme 
sans changer de grandeur. 

oy 
og 
nera pour un point quelconque de l’espace : en faisant = 3’ 


Si Pon calcule ensuite —, la deuxiéme des formules (56) don- 


dans l’expression de #, on aura, en particulier, en grandeur et en 
signe, la vitesse d’une particule située dans le plan de l’anneau. 
Pour préciser le sens dans lequel se meuvent les particules fluides 
du plan de l’anneau, supposons 1’ positif, c’est-a-dire le vecteur 
tourbillon de chaque élément de lanneau orienté dans le sens 
posuif des rotations autour de Oz. Alors, sinous prenons l’élément 
liquide placé au centre de l’anneau a l'instant ¢, la part contribu- 
tive de tous les tourbillons dans la vitesse de ce point est dirigée 
dans le sens positif de Oz : cet élément se meut done dans ce sens. | 
Pour calculer sa vitesse, appliquons le théoréme général du n° 768; 
si élément central tournait autour du tourbillon Q’ dun élément d= 
de l’anneau avec la vitesse angulaire Q’, il posséderait une vitesse 
normale au plan de lanneau et égale a 'g'; la part contri- 
butive réelle de élément d= dans la vitesse de l’élément central 


est donc 


Q'g' gs , 
ang’ 


car la distance de dt au centre est q’; la vitesse totale m» de l’élé- 
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Q! 
Wy) = —, | az, 
Sg 2 f 


ou encore, comme yp dz est le volume 27q' ds de l’anneau, 


ment central est donc 


I étant Vintensité de l’anneau. 

Aprés cet apercu général, nous allons étudier la fonction ¢ qui, 
comme nous allons le voir, s’exprime par une intégrale elliptique. 
En posant 

=2(F—e)> de = — 2d, 


; 4qqg 


, i= —— if __, 
lk (—#P+ +g) 


on a, en effet, 


sya 


Ge) Ope ET aay feereelns 


27 Saga ene 
: V1 kK? sin?o 


k? étant une quantité positive qui est moindre que 1, quand g et z 
ont des valeurs quelconques (g > 0), et qui devient égale a 1 
lorsque g = q', z=’, c’est-a-dire lorsque le point de coordon- 
nées g, 3, vient sur lanneau. Introduisons le module complémen- 
taire A’ par la formule 

z— 3')? —qg')? 
(59) peeing os caste ite ls Bae a 

(3 2's ge gP 

cette quantité A” est infiniment petite au voisinage de l’anneau: 
géométriquement, la valeur de 4’ pour une position P(g, 3) du 
point P du fluide s’obtient en prenant les deux points A et B ot le 
plan zOP coupe l’anneau infiniment délié, et en écrivant 


A étant celui des deux points qui est le plus rapproché de P. 

La formule (58) permet d’étudier la fonction U pour une posi- 
tion quelconque du point du fluide g,-z-: on pourrait, par exemple, 
développer 4 en une série procédant suivant les puissances posi- 
tives croissantes de k. Nous nous bornerons a étudier ce qui se 
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passe au voisinage de |’ anneau : quand le point PAq: z) du fluide 
est iibatnent soi de l’anneau »g est voisin de g', 2 de 2’, k der, 
et lintégrale qui figure dans 4 est infiniment grande. Notes allons 
mettre en évidence la partie principale de | pour des valeurs de k 
voisines de 1, ou, ce qui revient au méme, pour des valeurs de k' 
voisines de zéro. C’est la un probléme qui se rattache a la théorie 


des fonctions elliptiques, mais que nous traiterons directement par 
un procédé élémentaire. 


Ecrivons 
IV qq 
(60) y= H, 
an 
en désignant par H lintégrale 
x 
Te 2 asin?o —1 
Vi—sin?o 


et comparons cette intégrale a l’intégrale élémentaire 


: 
Mine fe ee Ta 
Vi—k sin? 
Si l’on fait la différence de ces deux intégrales, en les réunissant 


sous un méme signe VE ona 
3 


rla 


2sin?y — sing —1 
H—i. =k —_ > 
P V1 —k?sin?o : 


et lon vérifie immédiatement que cette différence prend, pour 
k =1, la valeur finie 


2sin2?0—sino —1 
cos ae 
) ? 


facile a évaluer par les méthodes élémentaires. 
Evaluons Vintégrale \ : en y faisant 


oe 


coso =¢, 
on trouve immédiatement 
nt kde 
N= —————— =— Lk +L(k+1); 
y VK2+ kee? 


A, — Ill. 29 
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L désignant un logarithme népérien. D’aprés cela, i devient infini 
pour k’= 0, mais \-+ L&’ reste fini. Or nous avons vu que H — ) 
reste fini pour k’ = 0; nous pouvons done dire.que la quantité 


H+ LL 
reste finie pour k’ = 0, ce qui donne pour valeur approchée de Ae 
quand &’ est trés petit, 
H =—LsA'+ 


ou les termes non écrits restent finis quand k' tend vers zéro. 
D’aprés (60), la partie principale de } est donnée par 


(61) a ee? Le 


En se bornant a cette partie principale, on en déduit, pour s 
et , les expressions suivantes au voisinage de l’anneau : 


s ee 
g 92 2 q oz 


(62) 
rie Sic Hier a Ci Lt g alk 
q 9" 4nqV 9 q 9% 
D’aprés la valeur (59) de k’, on a 
(or = 4qq (a—= ) 
(63) a ~ [a=aFeG—7Ale— PT 
[ighie Gok A peng aise q+q' ; 
\ Og (3 3'P?+(¢— q')? (2 2 P4-(g+ q')*” 


en substituant dans (62) et faisant tendre s vers 2’ et g vers q’, on 
a les composantes de la vitesse au voisinage de l’anneau. Imaginons 
que l’anneau soit un tore engendré par un cercle infiniment petit 
de rayon ¢ ayant son cenire a une distance q’ de Oz eta une cote z’. 
Pour obtenir la vitesse de progression de I’anneau dans le sens Oz, 
il faut, d’aprés le théoréme du n° 772, prendre, au point M du 
tore (fig. 340) ot le plan tangent est perpendiculaire a Oz, la 
composante de la vitesse normale au tore, c’esi-a-dire la valeur 
de w en ce point. Il faut donc calculer # pour 


© Ma i B= 3' +e, 
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€ étant infiniment petit. Or, en ce point M, ona 


G2) +"(g —¢')¥= 2, 
(4—2)4-(94-7 349", 


en négligeant e? devant 4qg2; les expressions précédentes (3g) 


et (63) montrent qu’au point M, k’ est égala —_, tandis que la 
) g 2g q 


Fig. 340. 

z 
We 
A 

Wo 

es Davis. 3 Sue M 
(Cees eee 
° 


' 


oa. “eirk ub ; tate ! 
dérivée ar prend une valeur finie qu'il est inutile d’écrire. On a 


alors, pour la partie principale de la vitesse #, de progression 


de Panneau dans le sens Oz, l’expression suivante obtenue en 
: Ok : 
portant les valeurs ci-dessus de k’ et Ar dans w et en y fai- 
santg=q': 
I 


& 
(64) We paca 


les termes non écrits étant finis. Le logarithme est négatif et trés 
grand, car ¢ est trés petit; donc wp, a une valeur positive tres 
grande. L’anneau se déplace le long de Oz dans le sens positif, 
c’est-a-dire dans le sens dans lequel se meuvent les particules 
fluides placées dans louverture de lVanneau, au centre par 
exemple. Seulement, la vitesse de cette progression est trés 
grande par rapport a la vitesse de la particule fluide qui se trouve 
au centre. ; . 

En s’appuyant sur la théorie des fonctions elliptiques, on pour- 
rait facilement calculer } au voisinage de |’anneau avec une plus 
grande approximation, et en déduire pour wp, une valeur plus 
approchée. Nous renverrons pour ce point au 7’raité de Basset, 
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t. II, p. 62, o& mw, est donné avec un terme de plus : on vérifiera 
que la différence entre la valeur que nous donnons pour #p, et 
celle que donne Basset est finie pour ¢ = 0. 


Deux anneauzx circulaires de méme axe. — Nous nous bor- 
nerons, pour ce cas, aux indications suivantes, déja données en 
grande partie par Helmholz dans son Mémoire du Tome 55 du 
Journal de Crelle. 

On peut voir comment se comportent deux anneaux de tour- 
billon circulaires et infiniment déliés de méme axe, en remarquant 
que chacun d’eux posséde, d’aprés ce qui précéde, sa vitesse de 
progression propre, et obéit en outre aux vitesses provenant des 
tourbillons de l’autre. Si les tourbillons des deux anneaux sont 
orientés dans le méme sens, les anneaux se déplacent dans le méme 
sens : celui qui marche en avant grandit en méme temps que sa 
vitesse diminue, celui qui suit diminue en méme temps que sa 
vitesse augmente; dans le cas ou les vitesses de propagation des 
deux anneaux ne sont pas trop différentes, il peut arriver que le 
deuxiéme anneau rattrape le premier et le dépasse en passant au 
travers : a partir de cet instant, le méme phénoméne se reproduit, 
de sorte que les deux anneaux passent alternativement l'un dans 
autre. Cette question a été étudiée en détail par J. J. Thomson 
en 1883. - 

Si les tourbillons des deux anneaux sont orientés dans des sens 
opposés, les deux anneaux marchent l’un vers I’autre; le plus petit 
se ralentit, grandit et traverse l’autre qui s’est dilaté pour le laisser 
passer en se ralentissant s’il n’est pas trés grand, en s’accélérant, 
au contraire, s’il est beaucoup plus grand. Aprés cela tous Jes effets 
changent de signe, et les anneaux se séparent en général. Il ne 
semble pourtant pas impossible que l'un des deux, plus intense et 
plus grand, entraine l’autre dans son mouvement de translation, 
chacun oscillant autour d’une position moyenne (‘). 

Si les deux anneaux tourbillonnaires sont, au début, égaux et de 
sens contraires, c’est-a-dire symétriques l'un de l'autre par rapport 
4 un certain plan P, ils se meuvent en restant symétriques par rap- 


(') Brittoum, Recherches récentes d’hydrodynamique (Annales dela Faculté 
' de Toulouse, 1891). 
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port a ce plan; les particules fluides situées dans le plan P restent 
immobiles; le plan P divise alors le liquide indéfini en deux por- 
tions symétriques; le mouvement de l’une de ces portions est 
Pimage du mouvement de l’autre par rapport au plan (n° 754). 
On pourrait alors supprimer toute la portion du fluide située d’un 
cété du plan P, a condition de réaliser matériellement ce plan; le 
mouvement de l’autre portion ne serait pas altéré. On peut ainsi, 
par la méthode des images, se rendre compte du mouvement d’un 
seul anneau de tourbillon circulaire infiniment délié, dans un 
liquide indéfini occupant la partie de l’espace située d’un cété d’un 
plan fixe P, le plan de l’anneau étant paralléle au plan P; l’anneau 
grandit indéfiniment en s’approchant du plan; en méme temps sa 
vitesse de progression diminue, de sorte que l’anneau n’atteint pas 
le plan. 


IV. — DETERMINATION DES VITESSES EN FONCTION 
DES TOURBILLONS DANS LE CAS GENERAL. 


775. Liquide contenu dans un vase. — Nous avons, au n° 768, 
posé le probléme général de la détermination des vitesses en fonc- 
tion des tourbillons et nous l’avons résolu pour un liquide indéfint 
dans lequel la vitesse est continue. 

Imaginons maintenant un liquide dans un vase fermé fixe qu’it 
remplit entiérement : alors, en un point de la paroi S, la vitesse 
est tangente a la paroi. Nous pouvons ramener ce cas a celui d’un 
liquide indéfini par l’artifice suivant. 

Nous pouvons évidemment, sans changer l'état du liquide inté- 
rieur, supprimer le vase en supposant tout l’espace extérieur a la 
paroi S rempli par un liquide identique au premier, assujetti 
a rester immobile. Nous aurons alors un liquide indéfini, mais 
nous ne pourrons pas encore appliquer les formules du paragraphe 
précédent, car, actuellement, les vitesses ne sont pas continues 
dans le liquide indéfini : 4 Vintérieur de la surface S formant la 
séparation du liquide considéré et du liquide immobile extérieur, 
la vitesse est différente de zéro; a l’extérieur de cette surface S 
elle est nulle. 

Pour éviter cette discontinuité, imaginons qu’il y ait une couche 
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de passage d’épaisseur trés petite ¢ comprise entre la surface S et 
une surface paralléle S’ obtenue en portant sur les normales a S 
une longueur trés petite ¢; dans cette couche, la vitesse sera sup- 
posce varier trés rapidement d'une maniére continue, de sorte que, 
a lintérieur de S, elle ait la valeur qu’elle a réellement dans le 
mouvement, et, alextérieur de S’, la valeur o. Nous aurons alors 
un liquide indéfini dans lequel la vitesse est continue ct auquel 
‘nous pourrons appliquer les considérations du paragraphe pré- 
cédent. 

On peut préciser davantage et montrer que cette couche de pas- 
sage est équivalente 4 une nappe de tourbillons. Prenons d’abord 
le cas oti la paroi S serait un plan fixe ayant pour équation 


ert Py +ysz=h, 


¢, 2, y élant les cosinus directeurs de la normale au plan du cété 
ou se trouve le liquide au repos; et supposons que, dans le liquide 
en mouvement, placé de l'autre cété, la vitesse ait une valeur con- 
stante uy, ¢), &,, nécessairement paralléle au plan. La couche de 
passage sera alors comprise entre le plan S et le plan paralléle S’ 
trés yoisin 

axr+By+ys=h+e, 


situé a la distance ¢ du premier. Prenons comme expressions des 
projections de la vitesse dans cette couche 


Bea: (.— eerste), 

XN > 
(65) eee gs (ioe ee 
N E ‘ 


ene w(t beat). 


Ces expressions sont évidemment égales a uy, 4, 9, sur le plan S 
et ao, 6, 0 sur le plan S‘; de Pun a I’autre, elles varient d'une 
maniére continue. On a alors, en calculant le tourbillon dans la 
couche de passage, 


a Ow Dy 
(66) ai oy ed ay EC anor 


avec des valeurs analogues pourn et C; on voil que ce tourbillon 
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a une valeur trés grande, qu’il est paralléle au plan S, car 
af + Bn + yo = 0, 
et enfin qu'il est perpendiculaire a la vitesse u,, 9, #4, car 
| UE + 444+ 4, FC=0. 


La couche de passage est donc une nappe de tourbillons. 

On passe maintenant de ce cas particulier au cas ov la surface 
de séparation S a une forme courbe, par le mode de raisonnement 
suivant que nous empruntons a M. Poincaré (Théorie des tour- 
billons, p. 131). Appelons u,, °,, #, les projections de la vitesse 
du liquide intérieur en un point de la surface S et a, 8, y les 
cosinus directeurs de la normale extérieure 4S en ce point. Nous 
pourrons décomposer la surface S en éléments assez petits pour 
qu'on puisse. considérer ces éléments comme plans, et la vitesse 
uy, 94, 6; Comme constante dans toute leur étendue : nous pour- 
rons en outre choisir l’épaisseur ¢ de la couche de passage de fagon 
qu'elle soit trés petite, méme vis-a-vis de ces éléments. Le résultat 
précédent s’appliquera alors 4 chacun des éléments plans et, par 
suite, 4 la surface tout entiére. La couche de passage sera rem- 
placée par une nappe de tourbillons dont les composantes &, n, 
¢ en chaque point de S seront données par les formules suivantes, 
identiques a (66) : 


(67) 2et =yoi— boy, 2€n' = 2W,— YU, act’ = Buy— ayy. 


En chaque point de S, ce tourbillon (&', 7’, ¢’) est situé dans le 
plan tangent et normal a la vitesse (u,, »,, #4). 

On pourra alors se servir de lanalogie électromagnétique 
exposée dans le paragraphe précédent, en remplacant les tubes de 
tourbillons intérieurs 4 S par des courants et la surface S elle-méme 
par une nappe de courants correspondant aux tubes qui pro- 
viennent des tourbillons fictifs (67) situés dans la couche de 
passage. 

Analytiquement, on pourra employer les formules du n° 767, 
donnant les fonctions P, Q, R, 


pat ff fea, ere 
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les intégrales étant étendues a tous les éléments dt du liquide 

indéfini pour lesquels le tourbillon correspondant (f° 7, 5) mest 

pas nul. Actuellement, ces intégrales se partagent en deux parties : 

la premiere, relative aux tubes de tourbillon situés dans le volume V - 
intérieur a S; la deuxiéme, relative aux tubes de tourbillon situés 

dans la couche de passage C : 


Pa ff [tex eff fiw Byes 


La couche de passage Ca une épaissear ¢ qu’on peut regarder 
comme infiniment petite : soit de un élément superficiel de la 
surface S; prenons comme élément de volume dz de la couche le 
cylindre droit de base dz et de hauteur ¢ limité aux surfaces 5S 
et S’ qui comprennent la couche ; on aura 


dz =e dc, 


et la deuxiéme intégrale deviendra une intégrale double étendue a 
tous les éléments do de S, 


mais, d’aprés les formules (67), la valeur de 2<§'; dans la couche, 
est y%, — Brv,. En remplagant 2e&' par cette valeur, on a enfin 


, a ae Die! 
(68) Pat ff fee+nf [ee 
2T yr qr s r 


la premiére intégrale étant étendue au volume V, la deuxiéme 4 la 
surface limite S. On a de méme Q et R. 

Les fonctions P, Q, R étant connues, les composantes de la 
vitesse se calculent par les formules (23) du n° 768. Seulement les 
formules ainsi obtenues présentent cet inconvénient d’exiger la 
connaissance des vitesses (W,, %;, #,) a la paroi, et ces vitesses ne 
font pas partie des données qui sont seulement les tourbillons. 


776. Fluide compressible. — Nous avons montré que, pour un 
liquide dans un vase fixe simplement connexe et, en particulier; 
pour un liquide indéfini dans tous les sens, le probléme n’a qu’une 
solution. Pour un fluide compressible placé dans les mémes condi- 
tions, le probléme n’a qu’une solution, a condition que l’on con- 
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naisse, en outre, la vitesse de dilatation, 


qn 2, 82 Ow 
~~ Ox dy 03” 


en chaque point. En effet, il ne peut y avoir, pour les vitesses, 
deux solutions différentes (w,, ¢,, 6, ) et (U2; %2, 2). Car, comme 
on l’a vu au n° 766, la différence géométrique de ces vitesses 
U,— Uz, 0, — 02, ,— w, dériverait d’un potentiel 9; ce potentiel, 
puisque 6 est donné et a la méme valeur dans les deux solutions, 
vérifierait la condition 

ou, ov ow ous ov Ow 

DH a ReOU eas Oita TY Othes i OVait, Oa 

Ox oy 0s Ox oy 03 


fi 


Spa a) : 
qui, €n transposant et remplagant u,— uz par sett donnerait 
Ao =0; 

enfin, sur la surface limite, on aurait — 


ds 
dn 


Dans ces conditions, © serait constant et les différences u,— Us, 
0, — 02, w, — we nulles. ; 

Si le vase était a connexion multiple, il faudrait se donner, en 
outre, les modules relatifs aux diverses sortes de contours fermés 
qu’on peut tracer dans le vase, comme au n° 767. 


Fluide compressible indéfini. -- Prenons, par exemple, le cas 
d’un fluide compressible indéfini dans tous les sens et supposons 
qu on connaisse £, 1,6, 9 aux divers points de l’espace, les vitesses 
étant supposées conunues. ; 

Le probléme est de trouver des fonctions u, v, w de 2, y, = 
s'annulant a l’infini et vérifiant les équations 


| Ow oe 
iy Raa 
Ou Ow 
cE Tat) Maparcedy 
(69) ov Ou. Lay 
Ox Gs oy Gare oy 
Ou ov Ow 
pads ip aes any 


| ox ar oy 0z 


ou €, y, § sont donnés en fonction de z, y, 2. 
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En généralisant les formules du n° 768, on pose 


oR 
Ty 
oP 
(70) 

dQ 


© Or 


P, Q, R, ® étant quatre fonctions de 


ZL, y, 5. Comme, en suppo- 


sant u, ¥, # connus, on aurait seulement les trois équations (70) 


‘pour déterminer ces quatre fonctions, 


on peut assujettir ces fonc- 


tions a remplir une condition supplémentaire que nous choisissons 


ainsi : en posant, comme au n° 768, 


dP 0aQ 
nous ferons 
(71) M0; 
On a alors, comme au n° 768, 
ow ov oM 
2f= — — — = — 
oy 0z Ox 


oR 
03” 


Comme M est nul, ces relations deviennent 


AP =— 25 


es AQ =— 27, 


d’ou 


(72) 


4? 


AR=— 2G, 


ek f fie 


Ces expressions de P, Q, R entrainent d’elles-mémes, comme 


nous l’avons vu, la condition M = o. 


Il reste a écrire la derniére des équations (69) exprimant que la 
vitesse de dilatation cubique est donnée. On a ainsi, en rempla- 
cant u, ¥, w par leurs expressions (70), 


Ad = 0, 


/ bY x : ° . . 
d’ou, en se reportant a la théorie du potentiel newtonien, 


(73) co 


q étant la valeur de 4 dans l’élément 


dt =dz'dy'dz' et r dési- 
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gnant comme plus haut la distance 


ra Vea Pe (yy Ps ea 


Les fonctions P, Q, R, ® étant ainsi calculées, les formules (70) 
donnent wu, ¢, «. 
| En interprétant ces formules, on voit que le vecteur vitesse 
W (u, ¢, ) est lasomme de deux vecteurs, le premier W’ ayant 
pour projections 


; , Ob . 
(W’) ls y= Mage w= oa 
Ox oy 0% 


(W") ieee, 


Les vitesses W’ dérivent du potentiel ® défini par la rela- 
tion (73); elles sont identiques aux attractions newtoniennes qui 
seraient exercées sur un point de masse 1 par une masse continue 


I 


oes § : ; : 
ayant pour densité — Tq aux divers points 2’, y’, 3’ de V’espace. 


TT 


Quant aux vecteurs W", leur distribution a été étudiée en détail 
au n°? 768; nous y avons yu quelle est la part contributive de 
chaque élément tourbillonnaire dz dans la vitesse W" d’un point 
quelconque. 


Analogie électromagnétique. — Le vecteur W’ est identique 
ala force magnétique due a une distribution de densité — re le 
yecteur W” est, comme nous l’avons vu page 432, identique a la 
force électromagnétique prodnite par une distribution de courants 
électriques suivant les tubes’ de tourbillon. 


Espace limité. —_Les conclusions précédentes “s appliquent 
a un fluide occupant un espace illimité dans tous les sens. Pour un 
espace limité par une surface fixe S, on peut procéder comme 
dans le cas dun liquide (n° 775). Nous renverrons, pour les 
développements relatifs a celle quesuion, i un Mémoire, de Boltz- 
mann (1871) et au travail deja plusieurs fois cité de M. Brillouin, 
Recherches récentes d’hydrodynamique (Annales de la 
Faculté de Toulouse, 1891). 
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7711. Production expérimentale des tourbillons. — On trouvera, dans 
ce méme travail de M. Brillouin, d’intéressantes indications sur la pro- 
duction expérimentale des tourbillons. Nous lui emprunterons le passage 
suivant : 

« Pour lancer une masse de gaz animée d’un mouvement de rotation, on 
profite du frottement superficiel et interne; pour la rendre visible, on la 
charge de fumée. Tait et Thomson ont vulgarisé un appareil formé d’une 
grande boite cubique en bois dont une face a été remplacée par de la toile 

_peu tendue; la face opposée, percée d'une ouverture, porte extérieurement 
deux coulisses paralléles qui permettent d’introduire des cartons ou des 
planches percées d’ouvertures plus petites et de formes variées. On remplit 
la boite de fumée, soit en y faisant brdler plusieurs corps, soit en y mettant 
deux assiettes remplies d’acide chlorhydrique et d’ammoniaque. Un coup 
sec frappé sur la toile fait sortir un petit volume d’air chargé de fumée; le 
frottement latéral rend la vitesse de translation trés faible au bord, grande 
au centre, et produit un mouvement de rotation autour d’axes paralléles 
au bord et qui s’étend d’autant plus loin que celui-ci est plus épais. Pour 
des ouvertures de 20™ 4 25°" de longueur, un carton de 5™™a 6™™ convient 
trés bien, Tout prés de la boite, on ne distingue d’abord qu’une masse con- 
fuse de fumée; mais, 4 quelques décimétres, la fumée de la partie centrale 
est restée en arriére, et l’anneau progresse seul avec une vitesse a peu prés 
uniforme, 

» Le mode de production de l’anneau montre suffisamment qu’il est animé 
d’un mouvement de rotation et, comme il parcourt dans un air calme $™ 
ou 10™sans se briser, il est facile de reconnaitre qu’il obéit 4 toutes les lois 
que la théorie a indiquées. 

» La vitesse de l’air qui traverse intérieurement ]’anneau est moindre que 
celle de l’anneau lui-méme. On s’en assure au moyen de légers drapeaux, 
de flammes, ou simplement de Ja main, placés sur le trajet de l’anneau. Sur 
les bords, au moment du passage de |’anneau, un violent remous se produit, 
avec renversement du sens du vent, qui s’écarte d’abord de l’axe du mou-. 
vement et converge ensuite vers cet axe. Ainsi, au centre du tourbillon, 
Pair dénué de rotation se renouvelle constamment; Je tourbillon va sans 
‘cesse a la rencontre de nouvelles couches, s’y fraye un chemin, puis les 
laisse s’écouler en arriére. C’est grace a cette propriété qu'un court trajet 
suffit a séparer le tourbillon proprement dit du jet d’air central chargé de 
fumée, mais dénué de rotation. » 


V. — NOTATIONS DE CLEBSCH. 


-778. Propriété analytique des surfaces de tourbillon. — Quand il 
n’existe pas de potentiel des vitesses, le flux élémentaire 


udx+vdy+wdz 
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n’est pas une différentielle totale d’une fonction de trois variables. Cher- 
chons si, a un instant quelconque ¢, il existe des surfaces sur lesquelles 
le flux élémentaire est une différentielle totale d’une fonction de deux 
variables; nous allons voir que ces surfaces sont précisément les sur- 
faces de tourbillon a cet instant. 

En effet, sur une surface S, on peut toujours exprimer x, y, 2 én fonc- 
tion de deux variables indépendantes ) et . Dans ces conditions, 


Ox 0x 
dx = ari CaN On dp, ° 
L’expression u dx + v dy + w dz prend alors la forme Ldk + M dp., et, 
en écrivant qu'elle est une différentielle exacte a — a =0, on a_la 
condition 
- = (uy re f 9) 0 [ Ox oy wh ben 
OA ah oA same ar TT Car Tat On = 90, 


ou, en développant, 
Ou Ox Ou Ox 


Mais u, v, w sont fonctions de ) et » par l’intermédiaire de x, y, 4: on 

a donc 
ou du Geib ou OY id Ou Os 
Op. ~ Ox Op On oy Op Os On’ 


En substituant et réduisant, on trouve 
e( dz 0z x) a(S vx Ox =) “(5 Oy oy ao) 


Bion oh on Diraar tax Oe ai an ey Fe 


Cette derniére condition exprime que la normale a Ja surface S en un 
point est perpendiculaire au tourbillon &, 4, €¢ en ce point, ou encore que 
Je tourbillon est tangent a la surface. La surface S est donc bien une sur- 
face de tourbillon. 

En partant de cette propriété, on démontrerait aisément que la circula- 
Lion est nulle sur toute courbe fermée tracée sur une surface de tourbillon, 
de facon & pouvoir se réduire a un point par déformation continue sur la 
surface. (Théoréme du n° 757.) 


779. Notations de Clebsch. — Dans deux Mémoires parus au Journal 
de Crelle, en 1856 et 1858, Clebsch a employé une forme particuliére des 
équations qui repose sur le théoréme d’Analyse suivant : 

Soient uw, », w trois fonctions queiconques de x, y, 2; i} existe toujours 
trois fonctions »,.m, Y des mémes ivariables telles que l’on ait identi- 
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quement 


(74) udx+vdy+wdz=do+may. 


Pour le démontrer, soient 4 = const. une famille de surfaces de tour- 


billon; 
\ = const., = const. 


deux autres familles de surfaces; |, 4 et ~ seront des fonctions de z, y, z 
telles que, par chaque point de l’espace, il passe une surface de chaque 
famille. Alors, inversement, on pourra exprimer x, y, 5 en fonction de t, 
A.et py, et l’on aura une identité de la forme 


(75) udzxz+ydy+wdz=Ldk+Mdy+Nab, 


L, M, N étant trois fonctions de i, 2, Y. Mais, d’aprés la propriété des sur— 
faces de tourbillon établie dans le numéro précédent, le premier membre 
devient une différentielle exacte d’une fonction de A et » sur une surface 
de tourbillon quelconque et, en particulier, sur la surface 


Y = const., ay =o. 


Donc, ¥ étant constant, 
Ldk+Mdp 


est une différentielle exacte d’une fonction 9 de d et p; cette fonction ¢ 
contient d’ailleurs la constante , de sorte que 9 dépend de i, py, y, et 
Yona 


Appelons dy la différentielle totale de 9 obtenue en faisant varier i, 
et ¥; ona 


oy oF 
dy= ne eas 5 ay. 
Done 

Ldk+M dy = dy — ie ay. 
L’identité (75) devient alors 


udzx+edy +wds = dy (n— 32) ay; 


0) 
et, endésignant par m le facteur N— a on a lidentité a ‘il s’agit de. 


op 
démontrer. 
Tl résulte de cette démonstration que la transformation de Clebsch est 


SS 
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possible d’une infinité de maniéres et qu il suffit de prendre pour une 
fonction telle que 4 = const. représente une famille de surfaces de tour— 
billon, a Vinstant ¢. Inversement, si cette transformation est réalisée, 
Y = const. est une famille de surfaces de tourbillon, car, pour Y = const., 
Je flux élémentaire devient une différentielle totale d’une fonction de deux 
variables. i 

Dans lidentité (74) de Clebsch, les surfaces 


m= const. 


sont aussi des surfaces de tourbillon, car, si m = C, le flux élémentaire 
udz+vdy+wdszs=d(9o+Ch) 


est une différentielle exacte d’une fonction de deux variables. 
’ En chaque point du fluide, le tourbillon est done tangent a Vintersection 
de deux surfaces 

m = const., v = const. 


passant par ce point. C’est ce qu’on pourrait vérifier directement en remar- 
quant que l’on a 


ak ip SS Acllas Sages 


comme il résulte des expressions de u, », w, 


; _ 99 oy _ 9% oy _ oy oy 
(76) ie pp Re aaa oy te ae eR Pane Leas 


tirées de Videntité (74 ye 
Cette transformation de Clebsch ainsi que celles de Stokes (n° 776) ont 
été étudiées en détail par E. Betti (Theoria delle Forze newtoniane, 


p. 304-313). 
VI. — RECHERCHES DE TRANSON. 


780. Probléme de Géométrie de Transon,. — Comme I'a montré 
M. Turriére (1), un probléme de géométrie, traité par Transon en 1861, se 
rattache étroitement a la théorie des tourbillons. Ce probléme est le sui- 
vant : Un complexe de droites étant donné, déterminer toutes les 


congruences de droites qui appartiennent a ce complexe et qui sont 
des congruences de normales. 
Dans son Mémoire sur les propriétés d’un ensemble de drottes menées 
hop oi Tay Be Ng De Pal A rao 2A A I CTP Neth al ea ee Re eee 
(1) Turrtkre, Sur les congruences de normales qui appartiennent a un 
complexe donné, Thése présentée a la Faculté des Sciences de Paris, rgr1, p. 8 
et 72-87. (librairie Edouard Privat, Toulouse). 
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de tous les points de l’espace suivant une lot continue (1), Transon 
considére ce qu’on appelle aujourd’hui un champ de vecteurs, en atta- 
chant,a tout point M(a, y, 2) de l’espace une droite D dont les cosinus 
directeurs X, Y, Z sont trois fonctions données des coordonnées du 
point M. Le’ point M est ainsi le point d’application d’un vecteur W de 
longueur 1, dont les trois projections X, Y, Z vérifient la relation 


X24 Y3+ Z?=1, 


On peut imaginer un fluide en mouvement permanent dans lequel les com- 
P 8 Pp 4 

posantes u, ¢, w de la vitesse W de la particule placée au point M seraient 
définies pac 


(W) Wi ies w= Z: 


mais ce mouvement serait spécial, car la vitesse W de chaque particule 
serait égale a t. 

L’ensemble des droites indéfinies D, qui portent les vecteurs W, forme 
un complexe; par un point donné A passent une infinité de droites D, 
d'abord celle qui est attachée au point A, puis toutes celles qui sont atta- 
chées a d’autres points M convenablement choisis et dontle prolongement 
passe par A. Réciproquement, tout complexe de droites peut étre défini de 
cette facon et la définition est possible d’une infinité de maniéres. Il con- 
vient cependant d'’observer que, parfois, ce mode de génération, au lieu de 
conduire 4 un complexe, peut fournir une congruence, 

Mais supposons que nous ayons un véritable complexe de droites : le 
probléme de Transon est de répartir ces droites en congruences de nor- 
males (2), Pour le résoudre, Transon cherche une surface S telle que, si 
le point M d’oi part la droite D décrit S, les droites D obtenues soient 
normales a une certaine surface S. Il appelle les surfaces telles que S les 
surfaces résolvantes: les surfaces = sont appelées, par M. Turriére, sur- 
faces trajectoires (Thése, p. 9). 

Tout d’abord, ‘si expression 


Xdx+Ydy+Zdz, 


dans laquelle x, y, z sont des variables indépendantes, est une différen- 
tielle totale d’une fonction U(a, y, 2), les droites D se répartissent immé- 
diatement en congruences de normales aux surfaces de niveau 


U = const.: 


ee 


(*) Comptes rendus Acad. Sc., t. 52, 1861, p. 245-247; Journal de l’Ecole 
Polytechnique, t. XXII, 1861, 38° cahier, p. 195-208. 

(?) Le Mémoire de Transon a fait l’objet d'un Rapport de Chasles A Académie 
des Sciences (Comptes rendus Acad. Sc., t. 52, 1861, p. 1013-1018), 


CHAPITRE XXXV. — THEORIE DES TOURBILLONS. 465 


mais, le vecteur 


X 


lI 


oU 0U 0U 
nae willis te dye eH Tae 


: “ dU 
ayant une grandeur constante, puisque X?+ Y2+ Z?=1, la dérivée Ie 
R 


prise suivant la normale le long d’une surface de niveau, est constante et 
égale 4 1; les surfaces de niveau sont paralléles (voir Chap. IIIf, t. I) et les 
droites D forment une congruence de normales. Ce cas est caractérisé 


par le fait que le vecteur tourbillon du champ (X, Y, Z) est identi- 
quement nul. 


Si Xdx# + Y dy +-Z dz admet un facteur intégrant . ona 


aU 0U -0U 
rapier mange ras L= 9m 5 


les surfaces U = const. sont alors les surfaces résolvantes S; dans ce cas, 
les droites D sont normales aux surfaces résolvantes elles-mémes, qui se 
confondent alors avec les surfaces trajectoires 2. Ce cas est caractérisé par 
le fait que le vecteur tourbillon du champ (X, Y, Z) est, en chaque point, 
perpendiculaire a Ja droite D correspondante (Chap. XXVIII). 

Prenons maintenant le cas général et cherchons a déterminer les sur- 
faces résolvantes S et les surfaces trajectoires 2 correspondantes. 

Soient z, y,z un point M de'S; le long de S, =z est une fonction de x 
et y dont nous appellerons p et g les dérivées partielles : 


_ 02 _ 02 
Pi ane I= 


Par hypothése, la droite D issue de M reste normale a une surface 2, 
quand M décrit S. Appelons x, Yo, Zo les coordonnées du point My de D 
ou cette droite est normale a ©: appelons ) le segment MMb estimé posi- 
tivement dans le sens X, Y, Z; on aura 


%=xrx+iX, / 


(1) YoHy thy, 
bo= 2+ AZ, 


z est fonction de a et y; de méme, A peut étre considéré comme fonction 
de x et y; quant a X, Y, Z, ils dépendent de z, y, z, mais ils sont finale- 
ment des fonctions de x et y par l’intermédiaire de z. 

Si Je point M subit sur S un déplacement arbitraire de projections 
dz, dy, dz, dx et dy sont arbitraires et l'on a 


dz= pdx+qdy; 
A. = III. 30 
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on a alors-. 
dx, = dx +idX + Xd), 


dy, = dy + \dY + Y dh, 
dz = pdx +qdy+hdL+ZLdn. 


Le déplacement dx, dyo, dz étant normal a D, on a 


X day + Y dyy+Zdzy=0, 
c’est-a-dire, puisque 
X24 Y2+ Zt=1, XdX+YdY+ZdZ=o0, 
Xdx+Ydy+l(pdx+qdy)+dh=o0; 
dot : 
(2) —dh =(X+ pLl)dx+(¥+qZ) dy. 
Il faut et il suffit alors que le second membre, qui est de la forme 


A dz +B dy, 


soit une différentielle totale exacte d’une fonction U(z, y), c’est-a-dire 
que l’on ait 


0X Oba 
Oy owns 
Si a op oq - 
En explicitant cette condition et remarquant que ay. = 5,’ Pulsque 


X, Y, Z dépendent de w et y par lintermédiaire de z, on a finalement, 
pour l’équation différentielle des surfaces résolvantes S, 


(S) pt+q1—C=o0, 


ou £, 4, C sont. les projections du vecteur tourbillon 
I (= ) 
fo=-(— ——}, 
2\oy 0z 


(2 OZ 
2 \0z =Ge)s 


7 


I 


Les surfaces résolvantes sont alors les surfaces de tourbillon du champ. 
Si Pon veut intégrer l’équation (S) par les méthodes élémentaires. il faut 
d’abord chercher les caractéristiques 


qui sont précisément les lignes de tourbillon. 
On peut aussi remarquer que la recherche des surfaces résolvantes 
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revient & la détermination des surfaces S sur lesquelles le flux élé- 
mentaire 


X dx +Ydy+2Ldz 


est une différentielle totale d’une-fonction de deux variables : ces sur- 
faces sont alors les surfaces de tourbillon, comme nous !'avons montré au 
n° 778 a propos des recherches de Clebsch. 

Une fois 1a surface résolvante déterminée, le second membre de (2) est 
une différentielle totale d’une fonction —; les coordonnées du point Mo 
de la surface trajectoire Z, 4 laquelle les droites D correspondantes sont 
normales, sont alors données par les formules (1). La quantité A n’est déter- 
minée qu’a une constante additive prés; suivant la valeur de cette cons- 
tante, on obtient des surfaces © paralléles. Darboux a montré que si l’on 
connait une famille de surfaces trajectoires 4 un paramétre, non paral- 
lédes, la solution complete du probleme de Transon pour le complexe con- 
sidéré s‘obtient sans introduction de nouvelles quadratures ('). Ce point 
de vue analytique a été également étudié par Sophus Lie (’). 


Exemple. — Dans sa Thése, page 75, M. Turriére donne l’exempie sui- 
vant: Soit la quadrique d’équation 


Avt+ By?+ Cz?=1; 


on attache a chaque point M(z, y, z) de l’espace la droite D menée. par M 
perpendiculairement au plan polaire de M par rapport a la quadrique. 
On a alors 


Agr y — BY 7 © 


San ESR! 


ae R 
R = VA%a?+ Bry? + Crz?. 


Les droites D constituent un complexe tétraédral. Les composantes 
t, 4, C du tourbillon sont 


BC(B—C) CA(C =A). ABCA — B) 
2R2 fe 2R2 2 2 2 


Les équations différentielles des lignes de tourbillou 


dz dy dz 


Re deg sae 


(') Darpoux, Sur les systémes de coniques et de surfaces du second ordre 
(Bulletin des Sciences mathématiques, 1870, p. 35i). 

Voir également deux Notes de Darboux, Comptes rendus Acad. Sc., séances 
des 15 et 22 novembre 1909. 

(7) Lig et Scuerrens, Geometrie der Berihrungs transform2tionen, p. 273 
et p. 675-685. 

Liz, Ueber complexe, insbesonders. Linien und Kugel complexe (Math. 
Annalen, 1872). 
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deviennent, si |’on égale ces rapports a ty 
TERS oe B)yz=0, 
pe +(A—C)2xr=0, 
ut +(B—A)ry=o0. 


On reconnait les équations d’Euler, dont dépend le mouvement d’un 
corps solide mobile autour d’un point fixe soumis a des forces quiadmettent 
une résultante passant constamment par Je point fixe; avec cette différence 
que A, B, C sont des constantes ayant des grandeurs et des signes quel- 
conques. Les lignes de tourbillon sont alors les biquadratiques gauches 


P Az? + By? + Cz?. = const., 
A? av? + B2y2+ C2z?= const. 
Les surfaces résolvantes ont pour équation générale 


&(Aa?+ By?+ C22, A? x? + BY y2+ C242) = 0, 


® désignant une fonction arbitraire. Parmi ces surfaces résolvantes, il y a 
une double infinité de quadriques coaxiales 


A(Az2?-+ By? + C22) + p(A2 224, BP y2?+ C222) =. 


EXERCICES. 


{. Accélération rotatoire. — Appelons J l’accélération de l’élément z, y, z a 
Vinstant ¢, J,, J,, J, ses projections sur les axes. Le vecteur Q’ ayant pour pro- 


jections ; ae i a 
— 1/9, _ yy peed ex as BS 
a= 1(5s at) a= 3(F-—5), 


sappelle acceleration rotatoire. 

Soit une portion S de surface fluide limitée par une courbe C pouvant étre 
réduite 4 un point par déformation continue sur S; démontrer les théoremes 
Suivants : 


La dérivée par rapport au temps de la circulation le long de C est égale 
au travail fictif de l’accélération le long de C: 


d 


‘7 ude+ody+wde= [ Idc+J dy + J, dz, 
fe c 7 


ou encore, d’aprés la transformation d'Ampére et de Stokes (n° 539), 


aif fas =f fa. a0, 
dt) Js s 
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Q,, et Q1 désignant les projections des vecteurs Q et Q' sur la normale a I’élé- 
ment do de la surface S. 


Si ja surface fluide S est infiniment petite et se réduit a un seul élément do, 
ona 


(1). £ (a, de) = a),de. 


2. Soit ds un élément superficiel fluide en mouvement; s’il existe une fonc- 
tion des accélérations, 2, ds est une constante indépendante du temps. 


Réponse. — Cela résulte de Péquation précédente dans laquelle Q’, est nul. 
On a alors 


(2) Q, ds =(2,), do,. 


3. Théoréme de Lagrange. — Déduire le théoreme de Lagrange du n° 730 de 
la relation précédente (2). 


Réponse. — S’il existe une fonction ou un potentiel des vitesses initiales, Q, est 
nul, donc (Q,,),; la relation (2) montre alors que 2, = o. Mais, comme la direc- 
tion de l’élément ds est arbitraire, Q =o. 


4. Théoréme de Helmholtz. — Sil existe une fonction des accélérations, tout 
élément superficiel fluide qui contient & un moment donné le tourbillon Q le 
contient toujours. 

(C’est 1a, sous une autre forme, le théoréme du n° 758.) 


Réponse. — D’aprés (2), si (Q,,)) est nul, il en est de méme de @,,. 


5. Pour que les lignes de tourbillon soient des lignes fluides dansun mou- 
vement, il faut et il suffit que l’acceléralion rotatoire Q’ (si elle n’est pas 
nulle) soit confondue en direction avec la rotation moyenne Q. 

Soieat une molécule fluide P, do un élément plan fluide pris dans celte molé- 
cule et passant par le tourbillon en P. Il faut que cet élément plan continue a 
contenir le tourbillon quand ¢ varie, Donc Q, doit rester nul quand ¢ varie; alors 
Véquation (1) montre que Q/ est nul. Donc, un élément plan en P contenant Q 
contient Q’; ces deux vecteurs ont méine direction. 

Pour que Vintensilé rotatoire Qds d’un element superficiel fluide normal 
a 2 ne change pas avec le Ble a il faut et il suffit que les vecteurs Q et Q' 
soient rectangulaires. 

Pour que les deux propriétés précédentes aient lieu en méme temps, il faut 
et il suffit que Q' soit nul, c’est-a-dire qwil y ait une fonction des accélé- 
rations. 

[Maurice Levy, Revue générale des Sciences, t.1, 1890, p. 724; voir aussi 
Zornawski, Ueber die Erhaltung der Wirbelbewegung (Bulletin del’ Académie 
des Sciences de Cracovie, octobre 1900) .] 


6. Anneaux- de tourbillon dans un Jiquide indéfini.— Sorent u, 9, w et §, n, 
la vitesse et le tourbillon d’un élément dt de coordonnées z, y, z, et X, Y, Z les 


expressions 
X = 66— wn, Y=we— 43, Ti Ui 0G 


démontrer que le systéme de vecteurs Xdt, Ydt, Zdt est equivateni a zéro, 
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c’est-a-dire que l’on a les six relations 


ff fran. ff frt—aryarao, 


On peut démontrer ces relations directement ou en se servant de l’analogie électro- 
dynamique. Elles expriment que les forces représentant les actions mutuelles des 
éléments de courants fictifs, par lesquels nous avons remplacé les tubes de tour— 
billon, sont. égales et opposées deux a deux. 

(Potncark, Théorie des tourbillons, p. 126 et suiv.) 


7. La force vive dun liquide indéfini a pour expression 


a ff f mac, 


M désignant le déterminant 


OS 
ui VY Wale 
Caen eile 


(Poincare, Theorie des tourbillons, p. 130.) 


8. Pour que les lignes de tourbillon soient orthogonales auz lignes de cou- 
rant, il faut et il suffit que lon ait 


pw et p etant des fonctions de x,y, 3, t. 
{ BeLtRAMI, Considerazioni idrodinamiche (Rendiconti del R. Istituto Lom- 


bardo, 2° série, vol. XXII, fase. II). ] 
Ce théoréme est une conséquence immédiate du ne 541, p. 15. 


9. Conservation des lignes et des surfaces de tourbillon déduite des équa- 
tions de Clebsch (n° 779). (Voir Ciesscu, Journal de Crelle, 1858. ) 


- Réponse. — Liidentité du n° 731, - 


udx+vdy+wds—(u,da+ 9,db+ #,dc) = dF, 


montre que, si l’on fait 


u,da+ 9,db+ w dc = d9,+ m dy, 


on a aussi 
uds+vdy+wdz=d(F+9,)+m,dav,; 


on en conclut que les surfaces 


m, = const., Yo = const., 


qui sont des surfaces de tourbillon a l’instant initial, restent des surfaces de 
tourbillon. 
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serene eee 


CHAPITRE XXXVI. 


MOUVEMENTS PARALLELES A UN PLAN FIXE. 


781. Objet du Chapitre. 
parallélement a un plan fixe, de telle facon que la vitesse de chaque 
élément soit parailéle au plan et que les vitesses de tous les élé- 

ments situés sur une méme perpendiculaire au plan soient iden- 

tiques. Ce fait se produit, par exemple, pour un liquide pesant 
en mouvement dans un canal dont les parois latérales sont des 
plans verticaux paralléles et dont le fond est un plan perpendicu- 
laire aux parois latérales ou, plus généralement, une surface cy- 
lindrique ayant ses génératrices perpendiculaires aux parois; les 
conditions initiales étant telles qu’a |’instant initial toutes les 
tranches paralléles aux parois soient dans le méme état. Il se pré- 
sente aussi quand de l’eau s’écoule réguliérement par-dessus un 
déversoir rectiligne horizontal : la nappe qui s’écoule forme une 
couche cylindrique dans laquelle toutes les yitesses sont paral- 
léles 4 une section droite et identiques le long d’une généra- 
trice, etc. Sil’on prend, dans un mouvement de cette nature, un 
plan des xy paralléle au plan fixe, la composante de la vitesse 
dun élément est nulle, et les deux autres composantes w, » dé- 
pendent uniquement de z, y, t et non de z. La composante Z de 
la force appliquée 4 l’unité de masse doit étre nulle, X et Y 
doivent dépendre uniquement de x et y. Enfin la pression et la 
densité sont fonctions uniquement de x, ¥, ¢. 

Dans ces conditions, les équations du mouvement se réduisent 


Imaginons un fluide en mouvement 


a deux : 
du Kel Op do youl ap 


pe ep ee ee ee. 


/ 
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et ’équation de continuité devient 
do ou ae ) ees 
ase Ys man 
Les lignes de courant et les trajectoires sont dans des plans 
fixes paralléles au plan des zy. 
Quant au vecteur tourbillon d’un élément quelconque, il est 
perpendiculaire au plan des xy, 4 moins qu’il soit nul: en 
effet, § et y sont nuls, et 


Les lignes de tourbillon sont donc des droites perpendiculaires 
au plan des xy et les tubes de tourbillon des cylindres perpendi- 
culaires 4 ce plan : si do est la section droite d’un tube de tour- 
billon infiniment délié, Pintensité de ce tube est 


I =2Cds, 


car le tourbillon Q se confond avec sa composante C. 
Le probléme devient alors un probléme de Mécanique a deux 
dimensions. I] suftira de savoir comment se meuvent les éléments 


situés dans le plan des xy pour connaitre le mouvement de toute 
la masse fluide. 


Cas d'un liquide; fonction de courant. — Dans le cas d’un 
liquide incompressible, ’équation de continuité devient 


Elle exprime que, a chaque instant ¢, l’expression 


—vdzx+udy 


est la différentielle totale d’une certaine fonction (2, y, t) 
définie 4 une fonction additive de ¢ prés. On peut donc poser 


ou OF ov 
(1) u=—, Megigor 


On appelle cette fonction la fonction de courant (current func- 
tion) parce qu'elle donne les lignes de courant : en effet, a l’ins- 
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tant ¢, les lignes de courant ont pour équation différentielle, 
dans le plan zOy, 
—vdz+udy=o,- 
dy =o. v = const. 


782. Conditions aux parois. — L’introduction de cette fonc- 
tion }, dans les mouvements des liquides 4 deux dimensions, sim- 
plitie ’expression de certaines conditions aux limites. 

Supposons d’abord que le liquide soit assujetti 4 rester en con- 
tact avec une surface cylindrique fixe ayant ses génératrices per- 
pendiculaires au plan xOy et ayant pour trace sur ce plan une 
courbe donnée; 4 chaque instant ¢, la vitesse d’un élément en 
contact avec cette courbe doit lui étre tangente; cette courbe est 
donc une ligne de courant et la fonction Y doit Gee a chaque 
instant, constante le long de la courbe. 

Supposons ensuite que la paroi soit une surface cylindrique 
rigide perpendiculaire au plan des xy, ayant un mouvement donné. 
{la section de cette surface par ie plan des xy sera une courbe G 
de forme invariable animéc d’un mouvement connu. Soient M, un 
point pris sur la courbe et invariablement lié 4 la courbe, x, y les 
coordonnées de ce point a Vinstant ¢, W, la vitesse de ce point 
dans le mouvement de la courbe et u,, 9, les projections de cette 
vitesse; on aura 


uu =—o(y—b), 9, =»(xr—a), 


’ 


a et b étant les coordonnées du centre instantané de rotation de 
la courbe C, et w la vitesse angulaire instantanée de cette courbe : 
ces quantités sont des fonctions connues de ¢. D’autre part, soit M 
un élément liquide en contact avec la paroi en M,; cet élément a 
aussi pour coordonnées x et y, mais sa vitesse W (u,v) est diffé- 
rente de W,. La condition a la paroi est que la vitesse relative W, 
de |’élément liquide par rapport a la paroi soit tangente a la paro; 
mais cette vitesse relative est la différence géométrique de la 
vitesse absolue W et de la vitesse d’entrainement W,, 


(W,) =(W) — (Ws), 


et ses projections sur les axes sont 


U— Uy, 3 VY VE, 
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c’est-a-dire 
OW ow 
(W,) Sk aces Seer p cahe ae 
Exprimons que ce vecteur W,. est tangent a la paroi a l’instant ¢: 
en appelant dx, dy les projections d’un élément d’arc de la 


courbe C, on devra avoir, tout le long de C, 


u— Uu; G04 
= ’ 


dx dy 


ou, en chassant les dénominateurs, 


eda St sur eee w[(2— a) dxr+ (y— 6) dy], 


ce qui doune, en intégrant, 


(2) y = — <[(w@—a)* + (y—6)'] + const. 


tout le long de C, la constante pouvant dépendre du temps. Si le 
mouvement de C est une simple rotation autour d’un point fixe, 
on peut prendre ce point pour origine ; alors a et b sont nuls. 


I. — MOUVEMENT IRROTATIONNEL D’UN LIQUIDE. 


783. Equations générales; fonctions conjuguées. — Si le mou- 
vement d’un liquide est irrotationnel et paralléle 4 un plan 
fixe xO, les composantes uw, ¢ de la vitesse A l’instant ¢ dérivent 
d’un potentiel 9 (x, y, ¢) : 

Bo dg 
(3) u= an = dy 
L’équation de continuité devient actuellement 


O20 do 
— 4. —t 
Ox vy? 


(4). = 0; 

cette équation montre que 9 est un potentiel logarithmique 
(n° 605). Les surfaces equipotentielles ©= const. sont des 
cylindres perpendiculaires au plan des xy; leurs traces sur ce plan 
sont les lignes équipotentielles. 
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Si les forces appliquées dérivent d’une fonction de forces 
U(z,y), la pression p est donnée par la premiére des équa- 
tions (48) du n° 738, dans laquelle 9 est indépendante de z : 


do\2 do\2} 0 
5 LU (5) (2 Pa elnta 5 en ae 
= al ox \oy or y ° % 


Fonction de courant. — Dans le cas actuel, la fonction de 
courant | définie au n° 781 est liée au potentiel des vitesses © par 
les deux relations 


0 ov ty) ou 
(6) ? t ? ee 


qui donnent, par |’élimination de ¢, la relation 


ay a 
7) ont * dyt 


Comme la vitesse en chaque point est tangente a une ligne de 
courant et normale a une ligne équipotentielle, ces deux sortes de 
lignes 6 = const. et 2 = const. se coupent dangle droit. 


Introduction des fonctions d'une variable complexe. — Les 
deux relations (6) entre 9 et 4 montrent que, en désignant par ¢ 
‘ - 


Punité complexe /— 1, la quantité 
g+ey 


est une fonction de la variable complexe x +- yr: et, réciproque- 
ment, si lon prend une fonction d’une variable complexe 
f(x+ yt) pouvant contenir le temps ¢, et si on la met sous la | 
forme p+ id, © et v étant réels, on a deux fonctions de x et y 
vérifiant les relations (6). Ces propositions élémentaires sont bien 
connues; elles servent de base a la théorie des fonctions d’une 
variable complexe (Riemann, QOFuvres complétes, traduction 
francaise de Laveen : Théorie des fonctions abéliennes. p. 89; 
Brior et Bovovrr, Théorie des fonctions elliptiques ; Picann, 
Traitée d’ Analyse, etc.). 

A chaque mouvement plan irrotationnel d’un liquide correspond 
ainsi une certaine fonction de la variable complexe x -+-yi et du 
temps ¢; et, réciproquement, si l’on prend une fonction de x + yt 
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et de ¢, on en déduit les deux fonctions conjuguées o et b pouvant 
étre prises, avec un choix convenable de conditions aux limites et 
de conditions initiales, pour le potenticl des vitésses et la fonction 
de courant d’un certain mouvement irrotationnel d’un liquide 
paralléle 4 un plan. Si le mouvement est permanent, la fonction 
de x + yi ne contient pas ¢. 
L’identté 
griy=f(r+y!) 
devient, aprés multiplication par ¢, 


—Y+io=if(r+yrt); 


ala fonction if(x + yc) correspondrait donc un deuxiéme mou- 
vement ayant pour potentiel des vitesses — 4 et pour fonction de 
courant 9. C’est ce qui résulte aussi des relations (6), qui con- 
servent la méme forme quand on fait —t =o, eto = ty. 


784. Mouvements ondulatoires d’un liquide pesant. — Imagi- 
nons un liquide pesant en équilibre : supposons qu’a un certain 
instant on écarte le liquide trés peu de sa position d’équilibre, en 
produisant des dénivellations de la surface, puis qu’on imprime 
aux divers éléments des vitesses trés petites. Il se produit alors un 
mouvement ondulatoire que nous nous proposons d’étudicr dans 
les cas les plus simples. Lorsque le liquide a une profondeur 
indéfinie, le probléme a été résolu par Cauchy dans le Mémoire 
déja cité, Théorie de la propagation des ondes a la surface d'un 
fluide pesant d'une profondeur indéfinie (Prix de | Académie 
royale des Sciences de 1815 et de 1816). 

Nous supposerons ici que le mouvement se fait parallélement a 
un plan fixe et qu’il est irrotationnel; nous donnerons d’abord 
quelques indications sur la Cinématique du phénoméne, en por- 
tant notre attention sur la surface libre. 


785. Cinématique du mouvement, par ondes paralléles, de la 
surface d’un liquide pesant. — Imaginons un liquide pesant dont 
les éléments se meuvent parallélement a un plan vertical fixe : 
nous prendrons, dans ce plan, lorigine O au niveau que présen- 
terait le liquide s'il était immobile, axe Ox horizontal et l’axe Oy 
vertical ascendant. 
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Onde progressive simple. — On dit qu'une onde progressive 
simple se propage a la surface, quand l’équationde la surface libre, 
a un instant quelconque ¢, est de la forme 


(8) y =acos(mx—sti+a), 


a,m, s, a désignant des constantes. Le liquide lui-méme est alors 
animé d’un mouvement ondulatoire simple. 


A Vinstant ¢, la surface libre est un cylindre ondulé (fig. 343) 


Fig. 343. 


dont la base sur le plan yOw est la courbe sinusoidale (8); les 
maxima de l’ordonnée de cette courbe, tous égaux 4 a, ont lieu 
aux abscisses 


st —«a st—-z kr 
’ LEe= 
m m m 


(9) Lo = ’ 
k& étant un entier qui prend toutes les valeurs de —wa-+o: 
un minimum —a de l’ordonnée a lieu a égale distance de deux 
maxima ‘consécutifs; la longueur a est amplitude de l’onde. 

La distance constante AB de deux maxima consécutifs, c’est- 
a-dire des crétes de deux vagues consécutives, est la longueur l 
de l’ondulation 


(10) =. 


Si maintenant nous portons notre attention ‘sur les maxima A, 
B, ..., c’est-a-dire sur les crétes des vagues, ces points géomé- 
triques, ayant des ordonnées constantes ct égales da, se déplacent, 
quand ¢ varie, sur une paralléle a Or, avec une vitesse V qui est 
la méme pour tous, car la distance de deux maxima consécutifs est 
constante; la valeur de cette vitesse est, en désignant par 2% 
Vabscisse du point A, 


(it) Vi =-, 
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d’aprés la valeur (g) de 20. Cette vitesse V est la vitesse de pro- 
pagation de Vonde : il va de soi que cette vitesse est absolument 
différente des vitesses que possédent aux divers instants les élé- 
ments matériels du fluide, vitesses que nous déterminerons 
approximativement plus loin. . 

D’aprés cela, la surface libre est, au point de vue géométrique, 
un cylindre ondulé de forme invariable qui glisse parallélement 
a Ow avec une vitesse V: a l'instant ¢, le cylindre occupe une cer- 
taine position (fig. 343), puis il se déplace avec la vitesse V et, 
au bout du temps 


(12) T= 


il a glissé d’une longueur / égale a la distance AB de deux vagues 
consécutives : tl offre alors le méme aspect qu’a Vinstant t, car 
chaque vague a remplacé la précédente. Le temps T ainsi défini 
est la période de londulation. 

Avec ces notations, on peut écrire l’équation de la surface libre 
sous l’une des formes 


y= -acos [=F —Vt)+ «|, 


eb 
Y= acos}an( >—Ah+ se], 
ou Vhomogénéité est en évidence. 


-Ondes progressives simples superposées. — Quand la surface 
libre a une équation de la forme 


Y = 4, cos(m, x — $,t + %;,) + agcos(m, ze — s2,t + a2)+... 


+ Gn COS( My E— Sab + ap), 


on dit que 7 ondes progressives simples se propagent simultané- 
ment ala surface du liquide : chacune de ces ondes posséde son 
amplitude, sa longueur, sa vitesse de propagation et sa période. 


Ondes stationnaires. Clapotis. — Supposons, pour prendre un 
exemple particulier, que deux ondes progressives simples de méme 
amplitude et de méme longueur se propagent en méme temps 4a la 
surface d’un liquide avec des vitesses égales et opposées, et cher- 
chons la forme de la surface libre 4 instant ¢. Cette surface aura 
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pour équation 


Y= acos [Fieve + «| + a cos [Fee ve + 6 |; 


en remplagant la somme des deux cosinus par un produit de 
cgsinus, on a 


(13) y=aacos ("e+ &=*)c0s(Fx + b+), 
2 z * 


A Vinstant ¢, la surface est encore un cylindre ondulé dont la 
base est une courbe sinusoidale, mais la forme de cette courbe 
change avec ¢. Les valeurs de x qui rendent y maximum ou mini- 
mum sont indépendantes det: 


B+ 4 
ant 


L=—l > oe 0 EES 4 ki; 


par contre, la valeur d’un maximum ou d’un minimum déterminé 


<V —a\ 
+ 2acos(e+F =) 
B 


l 
varie avec ¢ et oscille entre — 2a et-+-2a. La créte d’une vague 
ne fait donc que monter et descendre sur la méme verticale d’un 
mouvement oscillatoire : quand son ordonnée est nulle, la surface 
libre redevient momentanément plane; aprés cet instant, la vague 
fait place 4 un creux qui va en s’accusant jusqu’au moment ou le 
fond du creux a atteint lordonnée — 2a; puis le fond du creux 
remonte, etc. Des ondes de cette nature s’appellent ondes sta- 
tionnaires. Elles donnent naissance au phénoméne du clapotis 


(voir n° 788). 


786. Dynamique du mouvement irrotationnel par ondes paral- 
léles a la surface d’un liquide pesant. — Soit un liquide pesant en 
équilibre dans un canal indéfini, de profondeur constante, limité 
latéralement par deux parois planes verticales et paralléles entre 
elles. Prenons le plan x Oy paralléle aux parois, l’axe Ox étant 
horizontal et situé sur la surface libre, l’axe Oy étant vertical ascen- 
dant. Ecartons le liquide trés peu de sa position d’équilibre, de 
telle facon que chaque élément se déplace parallélement au plan 
des xy et que tous les éléments situés sur une méme perpendicu- 
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laire 4 ce plan subissent le méme déplacement initial ; imprimons, 
en outre, 4 chaque élément une vitesse initiale trés petite paral- 
léle au plan des xy, de telle fagon que tous les éléments situés sur 
une méme perpendiculaire a ce plan aient une méme vitesse. Le 
liquide prendra alors un mouvement ondulatoire paralléle au plan 
des xy. 

Nous supposons ici que ce mouvement est irrotationnel : pour 
cela, il faut et il suffit, d’aprés le théoréme de Lagrange (n° 730) 
que les vitesses initiales (i, % >, >) dérivent d’un potentiel oo; 
dans les hypothéses actuelles w, est nul, et le potentiel 9, dépend 
uniquement des coordonnées initiales 7 et y et non de z. On 
pourrait, par exemple, réaliser ces conditions en immergeant 
légérement dans le liquide des cylindres solides perpendiculaires 
au plan des xy, laissant le liquide revenir au repos, puis retirant 
brusquement, au méme instant, tous les cyhindres; dans cette 
hypothése, les vitesses initiales seraient nulles, et la fonction 9» 
serait nulle. 

A un instant quelconque ¢, les vitesses u, » d’un élément fluide 
de coordonnées x, y dériveront d’un potentiel o(z,y,¢). Ce 
potentiel devra remplir les conditions suivantes : 


1° Condition indéfinie. — Le potentiel o doit vérifier, 4 chaque 
instant ¢, dans toute la masse liquide, l’équation de Laplace 


(14) a+ 

2° Conditions aux limites. — Le liquide est borné par les 
parois latérales du canal, par le fond, situé a la profondeur 
JY =— A, et par la surface libre. Tout d’abord, le long des parois 
latérales, les vitesses doivent étre tangentes a ces parois, ce qui a 
lieu puisque le mouvement se fait parallélement au plan LOS 
Puis, sur le fond, la vitesse doit étre tangente au fond; la compo- 
sition » doit donc étre nulle, et l’on doit avoir 


og 
5 —=0 our_y = —h. 
(15) Sy Oa PONE h 
Enfin, la surface libre doit étre, a chaque instant, une surface 
d’égale pression, car sur cette surface s’exerce la pression atmo- 
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sphérique pag. On a (n® 783), pour déterminer la pression py, la 
formule (5) ou la fonction des forces U est — gy: 


0 Ban 3[(B) (8-8. 


Désignons, pour simplifier, par p l’excés de la pression réelle p 
en un point sur la pression atmosphérique pa : 


P=Pi— Pas 
on aura, en remplacant la fonction ¢ par la nouvelle fonction 


Taye 


qui peut également servir de fonction des vitesses, 


ee (aa aes 
oe a eG eae 


La surface libre a alors pour équation 
(18) P=Pi—Pa =. 


Comme cette surface est une surface limite mobile, les vitesses 
doivent y vérifier la condition du n° 727, oa l’on remplace uw, v, 
09 Oo 


@ par —» 


ae Pye 


(19) — $s ds 


3° Conditions initiales. — A Vinstant é=o0, la surface libre 
a une forme arbitrairement donnée, et le potentiel 9 des vitesses 
se réduit a une fonction donnée 9 (2, y). 

Tel est l’énoncé général du probléme. On ne peut le résoudre 
qu’approximativement, en supposant les vitesses assez petites 
pour qu’on puisse négliger leurs carrés et leurs produits. 

C’est cette solution approchée que nous allons exposer. Nous 
nous contenterons d’abord de trouver une fonction simple 
9 (x,y, é) vérifiant les conditions indéfinies et les conditions aux 
limites : une telle fonction donnera une solution du probléme, si 
l’on imagine que les conditions initiales sont précisément celles 
qu’on obtient en faisant dans cette fonction ¢—o. La solution 

Moe Itt 31 
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générale sera composée de la somme d’une infinité de solutions. 


simples. 


787. Equations approchées. — Supposons les vitesses assez 
petites pour qu’on puisse négliger or carrés et leurs produits. 


09 
c’est-a-dire les carrés et les produits de $2 = el iy et des dérivées de 


ces quantités par rapport a ¢. Cee (17) de Pexcés de la 
pression sur la pression atmosphérique devient 


(20) eed eeee 


Pee 
p 
et la condition (19) a Ja surface libre devient, en remplagant p par 
cette valeur, 
eo cons a0 beers >: 
Ot ox Ox + (sae oy s) st oy +3 a 


ou, en négligeant le premier et le deuxiéme terme, 
(21) Eg a a DS 


Solution simple donnant une onde progressive simple. — En 
cherchant a satisfaire a |’équation de Laplace (14) par le produit 
d’une fonction de y par une fonction de z, on voit qu’on peut 
satisfaire 4 la condition indéfinie et aux conditions aux limites par 
une fonction © de la forme 


(22) ¢(a, y, t) = A(emy+h) + e—miyth) gin (mar — st +a), 


A, a, m, s étant des constantes parmi lesquelles les trois pre- 
miéres sont arbitraires. On devra supposer la constante A trés 
petite, de l’ordre de wu et, puisque u et.¢ sont égaux respective- 


. Oo 09 
ment Lae e oy” 


Tout d’abord l’équation de Laplace (14) est satisfaite, quelies 
que soient les constantes; ensuite la condition au fond (15), que 
0 
= s'annule pour y = — h, est également satisfaite. 


Restent les conditions a la surface libre l’équation de cette 


— © 
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surface p =o est, d’aprés (20), 


oy 
EY + ry = Oo, 
5} x . t 
c’est-a-dire 


As 
eS aot (emy+h) 4. e—my+h)) cos(ma — st + 4). 


L’ordonnée y d’un point de cette surface est trés petite : elle 
est, d’aprés l’équation ci-dessus, de l’ordre de grandeur de A; dés 
lors, en développant e”” et e~”” en séries et négligeant les termes 
en Ay, Ay?, ..., on voit qu’on peut remplacer ces exponentielles — 
par 1 et écrire pour ]’équation de la surface libre 


As 
(23) =~ (enh e-mh) cos(maz — st 4+), 
eo e 


Le mouvement est donc bien un mouvement ondulatoire simple : 
les constantes m et s sont liées par une relation, que nous allons 
obtenir en exprimant la derniére condition (21) relative a la sur- 
face libre 


oes ete 
fay de 


D’aprés la valeur (22) de 9, cette condition devient, aprés sup- 
pression du facteur sin( mz — s+), - 


gem(emy+h) — enim) (y+h)) — 52 (emy+h) oe; e—my+h) ) iy 


sur la surface libre. Comme, sur cette surface, y est trés petil, 
nous pourrons remplacer approximativement y par o et.nous 
aurons, pour déterminer s en fonction de m, l’équation 


enh — e—mh 
(24) Soe oD. 


enh e-mn” 
Avec cette valeur de la constante s, la fonction » donnée par (22) 
remplit toutes les conditions aux limites. Elle donne donc une 
solution du probléme, avec des conditions initiales obtenues en 
faisant dans les équations précédentes ¢ = 0. 

La relation (24) donne la vitesse de propagation de l’onde pro- 
gressive simple V en fonction de la longueur d’onde ¢: en effet, 
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d’aprés les équations (10) et (11), ona 


la relation (24) s’écrit donc 


(93) WS gw 3oR teh 


La période T de l’ondulation est ensuite donnée par la for- 


mule (12) * 


Sila profondeur A du canal est trés grande par rapport a la 
longueur / de l’onde, le rapport des exponentielles est voisin de 1 


et ona 
yv2z— gt Ta|/an-. 
2m g 


Si, au contraire, l’onde est trés longue par rapport a la pro- 


h : ; : 
fondeur, 7 est petit et l’on peut remplacer approximativement le 


2Th 21h 
numérateure ‘ —e ‘ parle premier terme de son développe- 


Rote (dO . : 
ment en serie si et le dénominateur par 2; ona alors 


wo 


V2= gh, Ta(/ 


gh 


Remarque sur Véquation de la surface libre. — On pourrait 
obtenir également l’équation approchée de la surface libre par la 
méthode suivante. Soit 


(26) Y=f (a, t) 


Péquation de cette surface. Comme elle est une surface limite, on 
doit avoir sur cette surface (n° 727) 


(27) e=frut fi ; 


mais f, tant le coefficient angulaire de la tangente ala courbe (26) 
est trés petit, car la surface libre differe peu d’un plan hori-+ 


—— 
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zontal; on a donc, en négligeant le produit uf et remarquant 


1 oy 
que f; = %, 


D’aprés la valeur (22) du potentiel des vitesses, on a ainsi 


C7) 
= = Am(emr+h)— e—mly+h)) sin( ma — st+.«) 
sur la surface libre, c’est-a-dire pour y trés peut. D’ou approxi- 


mativement, en faisant 7 —o,' 


0 
oa = Am(erh — e—mh) sin (mx — st+ a), 


et en intégrant on a, pour équation de cetle surface, 


Am 
(28) Diack eh _ e—mh) cos(max — st + 2). 
Si l’on compare cette équation 4 celle que nous avons trouvée 
par une méthode directe (éq. 23), on voit que ces deux équations 
sont identiques en vertu de la relation (24) qui lie s, m eth. 


Oscillations des molécules. — Soient a et 6 les coordonnées 
dune molécule dans l'état d’équilibre, 2 et y ses coordonnées a 
Vinstant ¢, et 2,, y, les projections de son déplacement; cn a 


r=a+2), yab+y, 
Gx do d; tr) 
mel = ei mee Oy Rh 6 oh 
al Ox dt 7p) 


D’aprés la valeur (22) de ¢, on a donc 


dr 

ie = Am[e”y+h + e—mly+4}] cos(ma — st +a), 

dys Mise AY) si . 

=F jee Am[ey+?) — e—m y+] sin (ma — st + a); 
t 


comme z, et y, sont trés petits, x et y different trés peu de a 
et b. Nous pourrons donc, dans les seconds membres, rem- 
placer x et y par a et b; Vintégration devient alors immédiate ‘et 
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donne, a des constantes additives prés, 


1=— AM omiberh) 4. e—m(6+h)] sin (ma-— sl + @), 
$ 


BR sitll [em(6+h)— e—m(6+4)] cos(ma — st + @). 
s 


(29) 


Dans ces équations, la seule variable du second membre 
est ¢: la molécule décrit donc une petite ellipse dans le temps 


T= =. Pour le fond 6 = — h, cette ellipse est-infiniment aplatie, 


ear ¥; = 0. 
Si la profondeur est infinie, h =, ces ellipses se réduisent a 
des cercles (Basser, Elementary Treatise, p. go). 


Fonction de courant. — La fonction de courant 4 se déduit 
du potentiel » par les formules du n° 783 : 


Cf eee ae) la A 


Ore eno Oy ox 
On a donc, dans le mouvement actuel, d’aprés expression (22) 


deo: 


v= Alemly+h — e—miyth)] cos( ma — st +2). 


788. Cas général. Exemple du clapotis. — Puisque, dans le pro- 
bléme approché, toutes les conditions sont linéaires, si lona 
-n solutions P15 Pe, -+-> On VErifiant les conditions indéfinies et aux 
Itmites, on en obtient une nouvelle en les ajoutant et en prenant 


@ == 0 ast ee Pirs 


Les coefficients A, m et a étant arbitraires dans la fonction 9 
donnée par la formule (22), on aura une infinité de solutions en 
donnant a ces constantes telles valeurs que l’on voudra et, en les 
ajoutant, on aura une solution dépendant d’une infinité de con- 
stantes. On pourra ensuite disposer de ces constantes de facgon a 
satisfaire a des conditions initiales données. Il faut remarquer qu’a 
chaque valeur de m correspondent deux solutions, car, m étant 
donné, la formule (24) détermine pour s deux valeurs égales et 
de signes contraires. 

La place nous manque pour indiquer des applications de cette 
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méthode, dont on trouvera le développement dans le Mémoire de 
Cauchy pour le cas d’une profondeur indéfinie. Nous nous bor- 
nerons 4 un exemple. 


Clapotis. — L’application la plus simple de cette méthode 
générale consiste 4 composer deux ondes progressives simples 
de méme période, de méme amplitude, avec des vitesses de pro- 
pagation égales et opposées. On obtient alors une onde station- 
naire (n° 7835) appelée clapotis. La période T de l’ondulation est 
la méme que celle des deux ondes progressives composantes. Par 
exemple, pour une profondeur indéfinie, 


Ta)/ane 


On trouvera dans une thése soutenue devant la Faculté des 


Sciences de Paris en 1897 : Formation et extinction du cla- 
potis, par M. Nau (Gauthier-Villars), un résumé des travaux 
publiés sur cette question, avec des reproductions de eS 


phies de M. Marey. 


789. Onde solitaire. Indications. — L’expérience montre qu'une onde 
solitaire, cest-a- lire une intumescence unique, peut se propager a la sur- 
face d’un liquide. On peut obtenir une onde de ce genre en versant brus- 
quement du dehors, a l’entrée d'un canal, un certain volume d'eau; il se 
propage alors dans le canal un gonflement tout en relief ayant ses deux 
moitiés d’avant et d’arriére symétriques, et se propageant comme tout 
d’une piece le long du canal, avec la vitesse d’un corps tombé dans- le 
vide d'une hauteur moitié de la profondeur totale de l’eau au-dessous du 
sommet de ]’onde. A la méme classe de mouvement appartiennent égale- 
ment les ondes solitaires négatives constituées par un creux et non par 
un gonflement ('). 

Des expériences sur ce sujet ont été faites par Scott Russell (2), puis par 
MM. Darcy et Bazin (3). 

Un premier essai de théorie a été tenté par Earnshaw (*) en 1845, mais 
n’a pas donné de résultats satisfaisants. La véritable théorie du phéno- 


(1) Boussinssg, Notice sur les travaux scientifiques. Lille, imprimerie 
Danel, 1885. 

(*) British Assoc., Rep. on Waves, 1844. 

(3) Rapport de Clapeyron a l Académie des Sciences (10 aowt 1863). 

(‘) Transactions Cambridge Philosophical Society, vol. VIL, p, 326. 
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méne a été découverte par M. Boussinesq (1!) en 1871; une théorie ana- 
logue a ensuite été donnéc par lord Rayleigh (?) en 1876. 


790. Jets liquides paralléles 4 un plan. Indications. — Supposons un 
yase cylindrique ayant ses génératrices perpendiculaires au plan des zy 
et ayant pour base sur ce plan une courbe indéfinie comme une parabole : 
enleyons la portion de paroi du vase comprise entre deux génératrices 
de traces A et B et supposons que, par la fente ainsi constituée, il s’échappe 
un jet liquide paralléle au plan des wy, le mouvement dans le vase étant 
paralléle au méme plan. Nous aurons ainsi le probleme du mouvement 
d’un jet liquide paralléle 4 un plan. Tout récemment encore, ce probleme 
n’avait été résolu que dans un petit nombre de cas. 

Helmholtz, le premier, a déterminé, dans un cas particulier, la forme 
d’un jet fluide libre, en supposant que le fluide est incompressible, qu’au- 
cune force extérieure n’agit sur ses éléments, que le mouvement est per- 
manent, irrotationnel et a lieu parallélement a un plan fixe (Monatsbe- 
richte der Berliner Academie, avril 1868). La méthode de Helmholtz a 
ensuite été généralisée par Kirchhoff, qui a résolu le méme probleme dans 
un certain nombre de cas (Vorlesungen tiber mathematische Physik, 
Iegons XXI et XXII). 

Ces methodes reposent sur l'emploi de Ja représentation conforme. 

Dans une thése présentée en 1893 a la Faculté des Sciences de Paris, 
M. Sautreaux a exposé les recherches de Helmholtz et de Kirchhoff et a, en 
outre, traité le cas nouveau ob des forces extérieures agissent sur le fluide; 
il est revenu sur ce probléme dans un Mémoire publié en 1896 dans le 
Journal de Mathématiques de M. Jordan. Depuis cette époque, le pro- 
bléme des jets a été résolu notamment par M. U. Cisotti(Rendiconti del 
Circolo di Palermo, t. XXV, 1908); les procédés introduits par M. H. 
Villat permettent d’écrire la solution générale pour un vase de forme 
donnée. Ce probléme, comme un grand nombre d’autres, se rattache aux 
questions exposées plus loin (§ 796 et suivants). 


Il. — MOUVEMENTS TCURBILLONNAIRES D’UN LIQUIDE. 


791. Propriétés et équations générales. — Soit un liquide qui 
se meut parallélement au plan fixe zOy. 

Comme nous l’avons dit au commencement de ce Chapitre, le 
liquide peut étre limité par®des parois fixes ayant la forme d’un 


a 


\') Comptes rendus,t. LXXII et LXXIIJ; Journal de Hathématiqgues pures 
et appliquées, t. XVII, 1872; t. XVII, 1853. 
(?} Philosophical Magazine, avril 1876. 
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cyhindre droit perpendiculaire au plan des xy, le cylindre étant 
fermé par deux bases planes paralléles a ce plan. Le liquide peut, 
en outre, présenter des surfaces libres qui seront aussi des sur- 
faces cylindriques perpendiculaires au plan des xy. Le mouve- 
ment, étant le méme dans chaque section droite du cylindre 
liquide, est évidemment indépendant de la hauteur de ce cylindre. 
Nous supposerons alors cette hauteur infinie dans les deux sens. 
au-dessus et au-dessous du plan des zy. 

Si, dans un élément dm du liquide situé dans le plan cOy au 
point z, y, le tourbillon Q n’est pas nul, il est perpendiculaire au 
plan zOy (n° 780) et sa projection ¢ sur un axe Oz normal au 
plan du mouvement est 

1 / ov Ou 
(1) C= - (= = a 
cette projection est positive ou négative suivant le sens dans lequel 
se fait la rotation de l’élément considéré. Les lignes de tourbillon 
sont actuellement des droites indéfinies perpendiculaires au plan 
des xy, et les tubes de tourbillon des cylindres perpendiculaires a 
ce plan. 

Soient un tube de tourbillon infiniment délié, do la section 
droite de ce tube, c’est-a-dire sa trace sur le plan des xy. Le mo- 
ment ou l’intensité d’un tube de tourbillon est, en général, 


D=aQids: 


actuellement, le tourbillon se réduit &4sa composante paralléle a 
Oz,Q=-+%; nous prendrons pour intensité du tube 


(2) f=4 fas, 


en convenant de donner un signe a UVintensité, suivant que le 
tube tourbillonne dans un sens ou dans !’autre. 5 

Quand ¢ varie, ce tube se déplace, mats do et © restent con- 
stants. En effet, considérons le plan des zy et un plan paralléle 
situé a la distance h du plan des xy : ces deux plans découpent, 
dans le tube de tourbillon, un élément liquide de volume h ds. 
Comme un tube de tourbillon reste toujours composé des mémes 
éléments fluides et que le fluide est supposé étre un liquide incom- 
pressible, le volume fA dz est constant; donc do est constant. 


\ 
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D’autre part, l'intensité (2) d’un tube de tourbillon est constante 
dans le temps; donc le produit ds est constant, et, comme do est 
constant, © l’est.ausst. 

Un tube de tourbillon de section droite finie étant la réunion 
de tubes infiniment déhiés, la section droite de ce tube a une aire 
constante, et, en chaque élément de cette aire fluide, ¢ est con- 
stant. 

I] faut alors, a un instant ¢, se représenter la masse liquide du 
plan des zy comme décomposée en deux sortes d’aires : les unes, 
S,, Sz, ..-; Sp, formant les sections droites des tubes de tour- 
billon, les autres comprenant les éléments animés d’un mouvement 
irrotationnel ; les aires liquides S,, S,, ..., S, se déplacent en 
conservant une grandeur constante et, en chacun des éléments 
matériels qui les constituent, ¢ a une valeur, constante dans le 
temps, pouvant varier d’un élément 4 l’autre; l’ensemble des aires 
restantes est également constant, s'il est fini, et, en tous les points 
de ces aires restantes, ¢ est nul.] 


Expressions analytiques. — En introduisant la fonction de 
courant 4 (2, y,¢), on a, dans tout le fluide (n® 783), pour les 
composantes de la vitesse, 


(3) ee at Ae tee St, 


d’ou, d’aprés (1), 
ary ab 
He — —_—_ = — 

(4) Ox? Sa 3 dy? Xk 

On peut dire que la fonction t vérifie a chaque instant cette 
équation en tous les points de l'aire totale occupée par le liquide 
dans le plan des xy, € étant différent de zéro dans les aires S,, 
S.,.+-,S, et nul a l'extérieur de ces aires. Cette fonction { est en 
outre assujettie a vérifier les conditions initiales et les conditions 
aux limites. L’équation (4.) montre une analogie remarquable entre 


Ja fonction $ et le potentiel logarithmique (n° 603), analogie que 
nous retrouverons plus loin. 


792. Tubes infiniment déliés dans un liquide indéfini dans le 
plan Oy. — Etudions en deétail le cas particulier oa le liquide 


ol ae 
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s’étend a l’infini dans tous les sens dans le plan Oy; comme dans 
ce qui précéde nous l’avons déja supposé indéfini normalement au 
plan Oy, on voit que nous sommes en présence d’un liquide 
indéfini animé d’un mouvement paralléle au plan zOy. 

Nous avons étudié d’une maniére générale la théorie des tour- 
billons dans un liquide indéfini (n° 768), et nous avons déterminé 
la part contributive de chaque élément matériel en rotation dans 
la vitesse d’un élément quelconque de la masse. On pourra appli- 
quer ces théorémes au cas actuel. D’aprés les analogies électro- 
dynamiques que nous avons mises en évidence, chaque tube de 
tourbillon infiniment déhé est analogue a un courant d’intensité | 
parcourant ce tube; actuellement, tous ces courants sont recti- 
lignes, indéfinis, perpendiculaires au plan Oy, et la vitesse dun 
élément dm du fluide est identique a l’action résultante de tous 
ces courants sur un pdle magnétique placé en dm. 

La détermination de la vitesse d’un élément fluide, quand on 
connait les positions et les intensités des divers tubes de tour- 
billon a instant considéré, se trouve ainsi ramenée a un probléme 
élémentaire de Physique. 

Nous allons traiter directement le probleme en envisageant 
successivement les cas ot il y aurait un seul tube de tourbillon 
infiniment délié, ou un nombre quelconque de ces tubes. 


Un seul tube de tourbillon infiniment délié. -- Sout a Vin- 
stant ¢ un seul tube de tourbillon infiniment délié, d’intensité J, 
ayant pour trace sur le. plan rOy une aire infiniment petite do 
située en un point A (fig. 344). La part contributive de chaque 


Fig. 344. 


élément infiniment petit de ce tube dans la vitesse W d’un élé- 
ment liquide placé au point P du plan des zy est perpendiculaire 
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au plan de l’élément du tube et du point P: la vitesse W elle- 
méme est donc aussi perpendiculaire au plan passant par le tube et 
par P; elle est dans le plan des xy, perpendiculaire a la droite AP, 
dans le sens dans lequel la rotation € des éléments du tube tend 
a entrainer le point P (fig. 344). Calculons directement la gran- 
deur W de cette vitesse. 

Par raison de symétrie, la valeur numérique de W est la méme 
en tous les points d’une circonférence C décrite de A comme 
centre avec AP =r comme rayon. L’espace occupé par le fluide 
irrotationnel indéfini extérieur au tube est doublement connexe 
(n° 763), la circulation a la méme valeur numérique sur toutes 
les lignes fermées entourant une fois le tube : cette valeur est pré- 
cisément lintensité I] = 2Cde du tube (n® 759-760). Prenons, 
en particulier, la circulation le long de la circonférence C; nous 
aurons 


I= fude+ody= fw ds cos(W, ds), 
Cc C 


ds étant un élément de la circonférence C, et Vintégration étant 
faite le long de la circonférence. Or, cos(W, ds) =1, car W est 
tangent 4 la circonférence; en outre, W, ayant la méme valeur 
numérique le long de la circonférence, peut étre mis en facteur, 
et ona 


1=W fds = Warr, 


I 
2 


(5) WwW = 


Si 


On a ainsi la distribution des vitesses dans la partie irrotation- 
nelle : la vitesse en P est perpendiculaire au rayon AP =r et 
varie en raison inverse de ce rayon. 

Quant au tube tourbillon lui-méme, il reste évidemment immo- 
bile, en vertu de la symétrie du mouvement autour du tube. 

On déduit de la les expressions analytiques suivantes pour les 
projections u et de la vitesse W de l’élément liquide placé au 
point P(z, y). Soient 4 l’angle de AP avec Oz, a, b les coordon- 
nées du point A; ona 


x—a=rcosi, y—b=rsin8, 
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puis, comme W est perpendiculaire a AP, 


u =— Wsin8, v = Woos8, 


@’ou enfin, d’aprés (5), 
2s ee ee See r-—a 
an (x—a)jt+(y—by’ 0 OR (a —ajt+(y—oby 


(6) w=— 
Comme ce sont 1a les composantes de la vitesse dans la partie 


irrotationnelle, il existe un potentiel © des vitesses qui est 


Eee ase ee cgeal a 
(7) © — sate tang ia = apd 


la fonction de courant v est 


J I 
(8) Vicar BOC ay Oita Lag re 


v3 
En désignant par ¢ |’unité complexe /— 1, nous avons vu que 
o+t est une fonction de «-+-iy (n° 793). Actuellement, on a 


I ; 
o+ib= spp toele —a+uy—)], 


comme on le vérifie immédiatement. Posons, pour simplifier, 
(9) atliy=z, a+i16=a; 
nous aurons 


[ 
10 o+ilh = — hog —— fe) 
( ) 7 ? QTE g(4 2) 
Enfin, on peut remarquer aussi, soit directement a laide des 
relations (6), soit en prenant les dérivées partielles par rapport 
a x des deux membres de (10), que lon a 


ee eT 
ee 57 bape, 2ml e—a 
Plusieurs tubes infiniment déliés. — Soient, a un instant £, 


plusieurs tubes rectilignes indéfinis perpendiculaires au plan 
des zy, ds,, ds,, ..., ds, les traces de ces tubes sur ce plan en 
des points A,, As, .-., An de coordonnées a, 6;, a2, bo, --., 
@ny bn, et 1,, Iy, .--, [, les valeurs algébriques des intensités des 
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tubes, d’aprés la convention faite plus haut (n° 791). Un élément 
fluide, placé en un point P(x, y) du plan des zy en dehors 
des tubes, posséde une vitesse W, qui est la somme géométrique 
des vitesses W,, Wo, ..., Wx que posséderait ce point si chacun 
des tubes existait seul. 

Ces vitesses composantes sont déterminées par les formules 
que nous yenons d’établir. Joignons le point P aux points A,, 


Ay, ..., An, ow les tubes rencontrent le plan des xy, et soient ry, 
Ig, +++ Ta les longueurs des droites A, P, A, P,..., A, P, et 4, 
§,,..., 9, les angles qu’elles font avec Ox. La vitesse W, dérive 
du potentiel 

= “ Bx; 


la fonction de courant correspondante est 


I, 
ve Stes Log ry, 


et ona 
a I, 
Ok ib,= ace Log(z = aK), 
en posant 
B=L+UY, a= Qy-+ tb; 


enfin, les composantes ux et », de cette vitesse W, suivant ces 
axes sont données par |’ équation 
I Ip 


Up— Wp —. . 
: 2ML Z— Ay 


D’aprés cela, la vitesse W du point P, somme géométrique des 
vitesses W,, Wo, ..., Wn, dérive du potentiel 


k=n 


(12) re) =)) n= Pe 
kat 


la fonction de courant ¢ est 


kon 
‘ I 
(13) v= ea— Ve Logra, 
k=1 


ou 


Th= V(@ — ax? (y — by)? 
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Les projections u, 9 de la vitesse W communiquée au point 
P (2, ¥) par l’ensemble des tubes I;, 1,,..., 1, sont alors données. 
par l'un ou l’autre des systémes équivalents 


0 
(14) u=st, v= e. 
Bi 
(15) hae eae 
: oy Ox 
On peut écrire aussi 
N kK=n 
u— iv => Up— Wy = ee di ’ 
27 es fly, 
ss | 


et remarquer enfin que l’ona 
EH | 


es! [ 
ge iy = —— Sik Log (s — ax). 
kw 


Ces formules donnent la distribution des vitesses dans la partie 
irrotationnelle a un instant ¢; on en déduit immédiatement les 
lignes de courant } = const. 

Mais, quand ¢ varie, les tubes de tourbillon se déplacent en 
conservant des intensités constantes, de sorte que les coordonnées 
1, by, Ao, bg, «+, An, by de leurs traces sont des fonctions du 
temps. Ce sont ces fonctions qu’il faudrait connaitre pour avoir 
le mouvement des tubes. Nous allons donner les équations qui les 
déterminent. ; 


Mouvement des tubes de tourbillon tnfiniment déliés. — Pre- 
nons la trace A, du tube dintensité I, sur le plan des xy, et 
soient, comme plus haut, a, et b, les coordonnées de cette trace 
variables avec ¢. Comme un tube de tourbillon est toujours composé 
des mémes éléments mateériels, la vitesse V, de ]’élément liquide 


placé en A, se confond avec la vitesse de la trace du tube et a 


Hie db ; . 
pour projections - et S50 Cela posé, cette vitesse V, est la 


résultante des vitesses imprimées a ]’élément A,, d’une part par le 
tube I, lui-méme, et d’autre part par les autres tubes I,,1;,. ., In- 
Mais nous avons vu (p. 479) que, si un tube infiniment deélié, I, 
par exemple, existait seul, il resturait immobile : la vitesse com- 
muniquée a l’élément A, par le tube I, est donc nulle, et la vitesse 
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cherchée V, de cet élément est la résultante des vitesses qui lui 
sont communiquées par les autres tubes I,, I;, ..., In, D’aprés 
ce que nous venons de voir [formules (15)], les composantes u, ¥ 
de la vitesse que communiquent 4 un point quelconque me 


les tubes I,, Is, ..., I, sont données par les relations 
oy or ae 
(16) Wes gy? aca 


Y désignant la somme 
I 
v aero > I, log rz 


relative 4 ces tubes, c’est-a-dire,, en détaillant, puisque le tube 1 
est laissé de cété, 


(t7) = — + (h Logr,+ I; Logr3+...+ 1, Logr,), 


ou 
Dy Vir—apee(y — b,z)?. 


= és . . da, db, 
Pour avoir en particulier les composantes a et a de la 


vitesse V,, que communiquent ces. tubes au point A, (a,, 5,), il 
suffira de faire, dans les formules (16) et (17), 


T= 41, y=5; 
par cette substitution, la fonction 4 définie par (17) devient 
I 
(18) Y= — ax ie bogie 1; Logry3+-...+ 1, Logri<), 
ou 
rie= V(ai— ax)? + (b, — b,)?, 


et les formules (16) donnent 


(19) a pe any _—_ = seo 


On obtiendra, par un calcul analogue, en permutant les indices. 
les expressions des dérivées de a2, ba; ..., Qn, bp par rapport au 
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temps, 
(19)' da, _ 2 = dby oon 
dt 06, hat ddan 
I 
42=— nels Logre;+ I; Logros3+...+1, Log ren), 


On obtient ainsi un systéme de 2 équations différentielles du 
premier ordre définissant a,, b,, d2, bs, ..., An) by en fonction du 
temps : ce sont les équations du mouvement des tubes considérés. 


Réduction des équations du mouvement des tubes a la forme 
canonique. — On peut faire en sorte que dans les seconds membres 
des équations du mouvement (19), (19), ..., figurent les dérivées 
partielles d’une méme fonction. Pour cela, désignons par rp, la 
distance des points A, Ax 


Tak = Vian — ag)t+ (bp — 4)? 


et posons 
i} rE 
(20) Hite —— > lal Log ras, 
hk 


la somme étant étendue a toutes les combinaisons des points Ay A, 
deux a deux, de telle fagon que, dans cette somme, figure une fois, 
et une seule fois, la distance dé deux des points. En mettant en 
évidence tous les termes qui contiennent a, et b,, on peut écrire 


1 
t=— renee Logri2+ 1; Logri;+...+ 1, Logri,) + K, 


les termes compris dans K ne contenant plus ni a, ni b, ; on peut 
ecrire aussi, d’aprés la valeur (18) de ¥,, 


iT eis Ark ae 


Donec 
oH | oy OH | Ob 
0a, : 0a, , 0b, ci. 0b, 
On aura de méme 
dH, Oe OH _ ys 
Oa5.5 day Bly 1 Abs 


sere eee aerery eee ee theese ae 


A. — il. 32 
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Les équations du mouvement (19), (19)',--- peuvent alors étre 
écrites 


1, da My aby al 
ee Fier |e ‘dt day 
|, d@: _ oH db, oH 
(21) a dl 00g. Rae daz” & 
[, dan 9H db ot 
HES TENET Loot © dh Dane 


ot! H désigne la fonction (20). 

Ces équations sont d’une forme trés voisine de la forme cano- 
nique (Chap. XXV): pour les ramener exactement a la forme 
canonique, il suffirait de prendre comme variables les quantités 


‘ ce, = 1,54, ce = Iba, Cn=Inbn 
et d’écrire 


mais nous laisserons aux équations la forme (21 iy 
Nous allons obtenir quelques propriétés simples du mouvement 
en nous basant sur certaines propriétés de la fonction H. 


Propriétés de la fonction H. — La fonction H, dépendant 
seulement des distances mutuelles r4, des points A,, ..., Ag, ne~ 
change pas de valeur quand on déplace l’ensemble de ces points 
comme une figure invariable. - 

1° Tout d’abord, imaginons qu'on déplace ensemble de ces 
points d'une quantité infiniment petite parallélement a Ox : les 
quantités b,, 5, ..., ba restent constantes et les quantités ay, 
Gz, --., @, augmentent toutes d'une méme quantité infiniment 
petite da. La fonction A devant garder la méme valeur, sa diffé- 
rentielle totale correspondante est nulle : 

OE gas one. 4k Ren eee 
da, 0a, 0an ? 
ou encore comme 
8a, = 3a,=...= ba, = da, 
oH OH oH 
day day Nore day 


(22) 
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Cette identité est d’ailleurs trés facile a vérifier directement. 
De méme, en écrivant qu'un transport d’ensemble parallélement 
a Oy waltére pas H, on a V’identité 


oH oH oH 
23 Ss Ft. et 
3) Obi 1 0b. dbs 

2° La fonction H reste inaltérée quand on fait tourner le 
systéme des points A, d’un angle infiniment petit 4 autour de 
Porigine; or on a, dans ce cas, pour les déplacements infiniment 
peuts des points Ay, . 


daxpr=— b;, 60, bp = ap St 
comme on l’a vu plusieurs fois a propos du théoréme du travail 
virtuel. La variation correspondante de H 


oH oH oH 
Lien eat S Sao Sy, 
$H an a aly 6b, + nce 


étant nulle, on a lidentité 


(24) Psa pratae es 


facile A vérifier directement. 

3° Enfin, nous obtiendrons une derniére identité- pour la fonc- 
tion H par le théoréme des fonctions homogénes. Cette fonction 
est une fonction linéaire et homogéne des quantités Logr4,. Sil’on 
remplace aj, b, et A, bg par hag, Abp, AAk, Ox, Tax devient Arps, 
et Log ry, devient Log Ar_4 = Log ra, + Log. 

La formule 

H =— a ay InN, Lograr 


donne donc identiquement 


H(\q, \ aa, oot Aan, Oy, Abe, Tas, (ED . 
' Lo 
= H(a, ae, see, Any bs, be, oe eytOn) : D late. 


2 


Prenons les dérivées partielles des deux membres par rapport 
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a i, puis dans le résultat faisons A = 1} nous aurons 

oH oH ae oH ry 

dea te ag Ea gel Le, OS 
(ORC Gh gai Rats aie Saat Copan ye ears Ey | le 


identité que l’on pourra vérifier directement. 
Revenons maintenant au mouvement des tubes. 


Tutorime 1. — Immobilité du centre de g ‘avite du systéme 
de tubes. 
Conuderone le centre G de masses fictives 1,, 1,, ..., I, placées 


respectivement aux points A,, A, ..., An qui forment les traces 
des tubes de tourbillon sur le plan des xy. Les coordonnées Lo, Yo 
de ce point sont données par 


(G) 2 VI, = Sagly, yorl,~= 4, 1g, 


les sommes étant étendues aux valeurs 1, 2, ..., 2 de k. Comme 
les quantités 1, peuvent étre positives ou negatives, le point G 
pourrait exceptionnellement ne pas exister si ZI, était nul; nous 
écartons ce cas. On a alors le théoréme suivant : 

Le point G reste immobile. En effet, d’aprés les équations (21) 
du mouvement, on a, pour les projections de la vitesse du point G, 


_ os oH 
cs) d Bee) db : oe 
3 oy i Seep vere 
Mais, d’aprés les identités (22) et (23), les sommes y= et 
om sont nulles; donc Xo et Yo sont constants, ce quwil fallait © 
démontrer. 


Dans le cas exceptionnel ot 21, = 0, le point G n’existe plus, 
mais on aura toujours les deux équations 


yu dar sha: Ss ee ae 


qui donnent les deux intégrales premiéres 


LI,az = const., 146% =. const. 
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Tutoréme I. — La somme des moments d’inertie des masses 
Jictives I,,1,,..., In, placées aux points A,, A.,..., An, par 
rapport a unaze fixe Oz, paralléle aux tubes, est constante. 


En effet, d’aprés les équations du mouvement (21), ona 


d 9 2 
qilte(ak+ 0%)] = 2(a au b s—): 


0b," dag 


Faisant la somme de toutes ces équations pour tous les tubes, 


ona 
d I oH oH 
ene . 2 2 \ ee ive ae eae eee We 
dt Lan bj.) =2 > (as db, brs) 


Mais la somme du second membre est nulle, d’aprés Viden- 
tuté (24) établie plus haut. On a donc l’intégrale premiére 


LI, (aj + 62) = const., 


qui exprime le théoréme.énonce. 


Tuéoréme LL. — Dans le mouvement des tubes, la fonction H 
reste constante. 


En effet, la fonction H dépend du temps par l’intermédiaire des 


lettres a, G2, -.-, An, 65, 62, ..., bn qui sont fonctions de ¢. 
On a donc 
dw oH da, oH db, OH day OH db,, 
a ee gE eee e's 
dt 0a, dt 0b, dt dan dt 0b, dt 
: d 
Mais, en portant dans le second membre les valeurs de a 
'b ee ; . . p 
a >... tirées des équations du mouvement (21), on trouve immé- 


diatement zéro dans le second membre. Donc la dérivée totale 
de H par rapport @ ¢ est nulle, et H est constant : 


H = const. 
Tuéorime [V. — La somme des moments des quantités de 
mouvement des masses I,, 1,, .--, In par rapport &@ un axe 


fixe Os paralléle aux tubes est constante. 


502 EQUILIBRE KT MOUVEMENT DES MILIEUX CONTINUS. 


En effet, d’aprés les équations du mouvement (21), ona 


db da, oH 
: Yila ge — by a) = -—»! (ans a Op a Sb; ) 


et, d’aprés Pidentité (25), déduite du théoréme des fonctions 
homogénes, cette derniére quantité est égale a la constante numé- 


= > Ty Ty. ; 


Le théoréme est donc démontré, Il différe des précédents en ce 
qu il exprime simplement une propriété des équations du mou- 
vement, sans en fournir une intégrale premiere. 


rique 


Résumé. — En résumé, nous avons trouvé quatre intégrales 
premiéres des équations du mouvement des tubes : deux par le 
théoréme I, une autre par chacun des théorémes If et II. On peut 
vérifier que l’on obtiendrait la derniére (th. JIL) en appliquant le 
théoréme des forces vives 4 une tranche du liquide comprise entre 
deux plans fixes paralléles au plan xOy (voir Potncart, Théorte 
des tourbillons, p. 78). 


Cas particulier de deux tubes infiniment déliés. — Dans le 
cas de deux tubes seulement, I, et I,, on peut trouver compleéte- 
ment le mouvement des deux tubes. Nous laisserons au lecteur le 
soin de traiter directement le probléme, et nous le résoudrons en 
appliquant les théorémes généraux que nous venons de trouver. 

La fonction H est ici 


| 
»_H=— oe I, Log rie. 


Nous avons vu que H reste constant pendant le mouvement 
donc la distance 7,, des deux tubes est constante. 

Supposons |, +I,20; alors le centre de gravité G existe. C'est 
un point situé sur la droite A, A, de telle fagon que l'on ait en 
grandeur et en signe 


Comme la distance A, A, des deux tubes est constante, les seg- 
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ments GA, et GA, sont eux-mémes constants; comme le point G 
est fixe, les points A, et A, décrivent des cercles ayant le point G 
comme centre. En outre, la somme des moments des quantités de 
mouvement élant constante par rapport a un axe Gz paralléle aux 
tubes, les points A, et A, se meuvent sur leurs cercles respectifs 
avec des vitesses constantes. 

Les vitesses des deux points A, et A, sont dirigées dans le 
méme sens ou dans des sens contraires, suivant que le centre 
de gravité G est extérieur ou intérieur au segment A, A,, c’est- 


a-dire suivant que 1, et I, sont de signes contraires ou de méme 
signe. 


Cas spécial ow |, + 1, = 0. — Siles deuxtubes ont des intensités 
égales, mais tourbillonnent en sens contraires, on a I,+J,=0 
(fig. 345); le point G est alors rejeté a Vinfini, dans la direc- 


Fig. 345 
LA, B, 
td Pierre * apne 
eae 
. c A! ae Ww OD 
i cas 
ASE 2 
Fae A one ag ae 
A2 Bp 


tion A,As, et les points A, et A, décrivent, avec les vitesses 
égales, des droites fixes A,B, et A,B, perpendiculaires a A, Ag : 
la valeur commune des deux vitesses est alors 


1 j 
co Qk A, Ay” 


[ désignant la valeur absolue de lintensité des deux tubes. 

Une particule P placée sur la perpendiculaire CD au milieu 
de A,A, a une vitesse W résultant de deux vitesses W, et We 
provenant des tubes de tourbillon 1, et J,; ces deux vitesses 
sont respectivement perpendiculaires a PA, et PA, dans les sens 
donnés par les rotations des tourbillons, elles sont égales au quo- 


tient de + 1 par la valeur commune des distances PA, et PA,; la 
2 


vitesse résullante W est done dirigée suivant CD. En particulier, 
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la vitesse de la particule placée au point A, au milieu de A, Ag, est 


I I Trani ‘ 
im NAG ae ARGOS ee 
elle est quadruple de la vitesse V des deux tubes du tourbillon. 


Atmosphére d’un tube de tourbillon. - . Ce dernier cas 
particulier fournit un exemple simple d’un fait général signalé 
par sir W. Thomson (lord Kelvin) dans les Proceedings R. S. 
F'd., 1867, a savoir que chaque tube-tourbillon est accompagné 
d’une certaine quantité de fluide sans rotation qui lui forme une 
sorte d’atmosphére. Ainsi, dans le cas de deux tubes paralléles et 
de rotations opposées que nous venons de traiter, la vitesse de 
translation des tourbillons est moindre que celle qu’ils produisent 
entre eux sur une certaine étendue du plan médian; il existe un 


cylindre lieu des points ou la vitesse du fluide a sa composante 
perpendiculaire au plan des deux tubes égale a leur vitesse de 
translation commune V : c’est ce cylindre qui limite Patmosphére ; 
il entoure les deux tubes. A l’intérieur de ce cylindre, la compo- 
sante de la vitesse du liquide paralléle 4 la vitesse de translation 
des tourbillons est supérieure 4 V; elle est moindre a l’extérieur. 
' Les courbes tracées sur la figure 346 sont des lignes de flux 
par rapport aux tourbillons. Les lignes extérieures qui n’ont pas 
été tracées sont grossiérement paralléles a l’axe de symétrie, dont 
elles s’écartent pour contourner l’atmosphére des tourbillons 


- _— 


t 
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mobiles. Les équations de ces lignes sont trés faciles a déduire de 
Vanalogie électromagnétique. Elles sont indépendantes de l’inten- 
sité ('). 


793. Tubes de dimensions finies. Des tubes de dimensions 
finies peuvent étre regardés comme formés par la réunion d’un 
trés grand nombre de tubes infiniment déliés. Soient, a V’instant, 
51, S2,-.., Sa les sections des tubes par le plan des xy; divi- 
sons S,,Sq,-.., 5, en aires infiniment petites de de coordonnées 
a et b, et appelons ( la valeur du tourbillon en ds. L’ensemble 
des tubes sera la réunion de tubes infiniment déliés de base de 
et d’intensités respectives I = 2€ ds. 

Prenons par exemple le cas d’un fluide indéfini dans_tous les 
sens, parallélement au plan des xy; on pourra appliquer 4 ]’en- 
semble des tubes les théorémes précédents. Par exemple, le centre 
de gravité G du systéme de tubes est immobile; ce point a des 
coordonnées 2, 7» données par les formules (G), qui deviennent 


actuellement 
wf fcde= ff atas, 
ref fos f fe 


en remplacant chaque intensité I, par sa valeur 2¢ds. 


Tube cylindrique homogéne dans un liquide indéfini. — 
Soit, par exemple, un seul tube ayant pour base un cercle 5S de 


Fig. 347. 


centre G ( fig. 347) et de rayon R : supposons qu’en chaque point 


(!) Britnouin, Recherches récentes sur diverses questions d’Hydrodyna- 
mique, 1891, p. 18. 
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du cercle S le tourbillon ait une valeur constante ¢, le tour- 
billon étant nul a Vextérieur. Cherchons la distribution des vi- 
tesses. Tout d’abord, le centre de gravité qui se confond avec le 
centre G du cercle est fixe. Ensuite, il est évident, par raison de 
symétrie, que la vitesse W d’un élément quelconque P est per- 
_ pendiculaire 4 GP et fonction de x, y seulement; le mouvement 
est permanent. Pour avoir W, prenons la circulation le long d’une 
circonférence C décrite de G comme centre, avec GP = r comme 
rayon; cette circulation est 


(fuderedy = [W as cos(W, ds)=a2nrW. 


D’autre part, d’aprés le théoréme de Stokes, elle est égale (n® 756) 
a l'intégrale double 


(27) ee a8 tds 


étendue a l’aire du cercle C. Deux cas sont a distinguer : 

1° Le point P est extérieur au tube de tourbillon S, r >R; 
alors Vintégrale double (27) est étendue seulement 4 l’aire du 
cercle de base S, car, en dehors de S, C=o. Comme dans S, 
¢ est constant, lintégrale double (27) est 


2CnrR?, 

et ona 
R 

(28) Weta (r>R). 

\ 
2° Le point P est intérieur au tube de tourbillon S, r SR; 

alors Vintégrale (27) est étendue a aire du cercle C de rayon r. 
el comme € est constant, elle a pour valeur 


2Crr?, 
Egalant cette expression a Ja circulation, on a 
(29) W=Cr (r<R). 


Le cercle liquide servant de base au tube de tourbillon tourne 
donc autour de son centre avec une vitesse angulaire ©. 


Ces deux formules (28) et (29) donnent Ja méme valeur pour 
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r=R,; ce que nous pouvions prévoir, car actuellement la vitesse 
varie d’une maniére continue dans le liquide. 


Fonction de courant. — En appelant ¢ la fonction de courant, 
nous avons posé (n° 781) 


ay =udy —vdz. 


Si Lon prend comme origine le point G en désignant par 4 
Vangle polaire GP, ona 
(30) C= Capa y=rsinQ, 
| u=— Wsiné, v = Woosd; 
dott 
dy =— W dr. 


Si le point P est extérieur au tube, on a [formule (28)] 
R2 
dy = —€ —dr, v =—CR?*Logr; 
si le point est intérieur au tube [formule (29 )| 
dy =—Cradr, | Y=—FfCr. 


Il serait alors aisé de vérifier que, comme nous Seip indique 


oy 


oy? est nulle en 


pour le cas général (n° 791), la quantité 5 — +— 
dehors du tube et égale a — 2 dans le abe 
A Vextérieur du tube, il existe une fonction des vitesses 
donnée par 
do =udx+ovody = Wr di, 


comme il résulte des formules (30); on a done, d’aprés l’expres- 
sion (28) de W, ' 
do = CR? dd. © = € R26. 
On peut vérifier que, a lextérieur, o+-¢4 est une fonction 
de x + ty; en effet, 
o+id =—iICR* Log(e+ vy). 
A Vintérieur du tube, in’existe pas de potenticl des vitesses, 


car le mouvement y est rotationnel. 


794. Cas d’un liquide limité par des cloisons perpendiculaires 
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au plan des xy. — Si le liquide n’est pas indéfini parallélement 
au plan des xy, on peut employer des considérations analogues 4 
celles du n° 775 pour un liquide dans un vase quelconque. 

On peut aussi se servir de la méthode des images dans certains 
cas simples. 

Supposons, par exemple, un liquide limité par une cloison plane 
indéfinie perpendiculaire au plan zOy et ayant pour trace la 
droite CD (fig. 345), le liquide recouvrant toute la partie du 
plan des xy au-dessous de CD. Imaginons, dans ce liquide, un seul 
tube de tourbillon infiniment délié ayant pour intensité I et pour 
trace A,; cherchons le mouvement de ce tube et la distribution 
des vitesses. 

Il est aisé de voir que la distribution des vitesses est la méme 
que si Ja cloison n’existait pas, si le fluide recouvrait tout le plan 
des xy et si un deuxiéme tube de tourbillon Aj, symétrique du 
premier par rapport a CD, existait dans le liquide indéfini ainsi 
obtenu. En effet, d’aprés ce que nous avons vu (p. 503) pour le 
cas ot deux tubes égaux et de sens contraires se meuvent dans un 
liquide indéfini, les deux tubes tourbillons décrivent des droites 
-paralléles 4 CD (fig. 345), et chaque particule placée sur CD 
posséde une vitesse W dirigée suivant CD. Dés lors, d’aprés le 
principe des images, on peut remplacer CD par une cloison solide 
sans rien changer au mouvement du fluide placé d’un cété de CD. 
La proposition est donc démontrée. 


795. Exemple de mouvement ondulatoire rotationnel d’un liquide 
pesant : ondes trochoidales de Gerstner (houle). — Nous avons traité, 
dans le paragraphe I de ce Chapitre, le mouvement ondulatoire irrotation- 
nel d’un liquide pesant en employant une méthode d’approximation. Dans 
le cas du ‘mouvement ondulatoire rotationnel d’un liquide pesant de pro- 
fondeur indéfinie, il est remarquable qu’il existe une solution, découverte 
par Gerstner en 1802, qui vérifie rigoureusement les équations du mouve- 
ment ('). L’exposé de cette question va nous fournir une application inté- 
ressante du systéme des variables de Lagrange. 

Soit un liquide pesant, de profondeur indéfinie, animé d’un mouvement. 
paralléle au plan vertical Oy, l’axe Ow étant horizontal etl’axe Oy ver- 
tical descendant. Appelons x, y, 3 les coordonnées d’une particule liquide 
a instant ¢; a, 6, c ses coordonnées initiales : comme Je mouvement est 


(') Votr Basset, Treatise on Hydrodynamics, \. If, p. 148.- 
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paralléte au plan 2Oy, x et y dépendent uniguement de a, b, ¢, et z est 
constamment égal a c. 


Les équations du mouvement (n° 726) se réduisent alors aux deux sui- 
vantes ; 


3 Pe es ee 
eH) p Ox dt? 
auxquelles il faut joindre l’équation de continuité D = 1 (n° 694), D dési- 
gnant le déterminant fonctionnel de x, y, z par rapport a a, 6, ¢. Mais 


actuellement on a 
0% 0z Oz 


= =0, — =, 


; da 0b 
et l’équation de continuité se réduit a 


da 06 0b Oa “ 
on pourrait écrire immédiatement cette équation en remarquant que, le 
liquide étant incompressible, l’aire occupée par une partie du liquide dans 
le plan 2 Qy reste invariable dans le mouvement. 
On peut vérifier les équations (31) et (32) en prenant pour 2 et y les 
expressions suivantes : 


L=at ze'8 sin k(a + st), 
(33) : i. 
y=Po aa cosk(a+ st), 


ot! k et s sont des constantes absolues, « et 6 des constantes dépendant des 
coordonnées initiales a et 6 et non du temps : les constantes « et B sont 
supposées définies en fonctions des coordonnées initiales de facon que, 
pour é=0, z@ et y prennent les valeurs a et 0: 


I 3 
a=a+ >e-‘8 sinka, 
t 


(34) 
6=8+ zo coska. 


Pour simplifier les calculs, il est plus commode de prendre comme va- 
riables indépendantes a, 8 et ¢ au lieu de a, 4, ¢, les variables a etd étant 
données en fonction de @ et 8 par les formules (34). 

La pression p, a Vinstant ¢, en un point (#, 7), est une fonction de x, 
y, ¢; mais x, y sont des fonctions de a, 8, ¢; on a donc 


Op op ox ie Op oy 
Un Ox On 


04. Ox Oy 0a 
Op _ op ox ms Op oy 
op = dx 08 ay of 
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: 0, 
En remplagant dans les deuxiémes membres de ces deux relations - 


Y we par é 
et o par leurs valeurs tirées des équations (31) du mouvement, on obtient 
Iy i 


les équations du mouvement sous la nouvelle forme 


CE gd eee 
35 ou \ 9 bY dt? oa dt? da 
(3) t) (E- d?z dx = dty oy 
op \'p 7) dé 0B ‘dt 08’ 


enfin |’équation de continuité (32) se transforme facilement a l'aide des 
relations telles que 

ox 07 Ou Rae 98 

da 0a da sie da’ 

Meta oc athe a eetes 


et elle devient 


Ox Oy Ox Oy (2 oB = oa y= 
0x 08 O06 da/\da 06 db0a) * 

comme on le vérifie directement et comme il résulte de la propriété bien 

connue des déterminants fonctionnels : 


d(x, y) _ a(x, y) d(a, B) 
d(a,b) (fe 6) d(a, 6) 


D’aprés cela, Péquation de continuité revient a écrire que l’on a 
(36) — sa — a A, 


A étant une constante indépendante de ¢. 
Cela posé, les expressions (33) de x et y permettent de verifier les équa— 
tions (35) et (36). 
Ox 
D’abord ces équations donnent, pour on” ie ++) des valeurs qui, por- 
tées dans l'équation de continuite (36), eee aprés des réductions 
faciles, 


équation qui est bien de la forme (36) ot le deuxiéme membre est con- 
stant. 


2 
Ensuite ces mémes équations (33) fournissent, pour = tony a ory 
a t 
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des valeurs qui, portées dans les équations du mouvemeet (35), donnent 


* 


0 
~ ( pike sy) = kste-*B sink(a + st), 


7) 
08 ee ae sy) = kste—*B cosk(2 + st) — kste— 48. 


Ces formules donnent les dérivées partielles de“ — gy par rapport aa 


et 8, ces dérivées étant prises en regardant ¢ comme constant. On a donc, 
en intégrant, 


- EY = — ste—kB cosk( a+ st) + = ste—*hB 4 cee 


ou C est indépendant de « et B, mais pourrait contenir ¢. Remplacant y 
par son expression (33), on a la pression en fonction de g, 8, ¢ : 


(37) a =g+ (4 —s) eB cosk(a + st) + ~ ste 2B 4. Cc. 

Sur la surface libre, la pression doit avoir une valeur constante égale a 
la pression atmosphérique pa. 

Pour satisfaire a cette condition, prenons pour C une constante indépen- 
dante de ¢ et assujettissons les constantes ket s, jusqu’ici quelconques, a 
vérifier la relation | 


(38) 


—s?=0, 


al 


qui annule le coefficient de cosk(« + st). La pression est alors 
(39) p=e(s8+ Lste8+6), 


ou C est déterminé par la condition p = pq sur la surface libre. D’aprés 
cette furmule (39), on voit que la pression est indépendante de ¢: elle 
conserve la méme valeur pour une particule déterminée du liquide. En 
outre, comme p dépend uniquement de 8, les surfaces de niveau, p = const., 
sont les surfaces 8 = const. En particulier, la surface libre se compose 
des molécules pour lesqueiles 8 a une valeur constante particuliére Bp. 


Forme de la surface libre. — Sur Ja surface libre, 8 prend une valeur 
constante Bo. Une particule de la surface libre au temps ¢ a donc pour 
coordonnées 


T . 
Cie + 7.6 ‘Be sink(a + st), 
. 


(40) 


y =Bot+ Ze tbocosk(a + st). 
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Pour une particule déterminée, a reste constant. Inversement, on 
obtiendra a un instant ¢ les diverses particules de la surface libre en don- 
nant a ¢ une valeur numérique et faisant varier « de —o a-+ o. La sur- 
face libre est alors un cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires 
au plan des zy et dont la trace sur ce pian est la courbe définie par les 
équations (40), dans lesquelles ¢ est constant et a variable. Construisons 
d'abord cette courbe a l’instant initial ¢=o0. Alors x et y prennent des 
valeurs a, b, et les coordonnées d’un point de la surface libre 4 l’instant 
initial sont 


a=at pote sinka, 
(41) 


6 = Bo+ ote coska. 


La courbe décrite par le point M(a, &) quand @ varie est une érochoide 
ou eycloide raccourcie, c’est-a-dite la courbe décrite par un point de 
Pintérieur d’un cercle roulant sur une droite fixe. En effet, imaginons un 


I : ; : 
cercle de rayon r= va roulant sur une droite horizontale AB d’ordonnée 


I 
Y= om a3 


au-dessous de cette droite. Soit M un point invariablement lié au cercle a 
une distance 


1 
ee eelich 
CM = ze-*8 


du centre C ( fig. 348). Supposons que, le point de contact du cercle étant 
en A sur Oy, le point décrivant M soit également sur Oy en P au-dessous 
du centre Co. Le cercle ayant roulé sur AB de fagon que son point de con- 
tact avec AB soit venu én D, le point de la circonférence primitivement 
en A est venu en N, et l’arc DN est égal a AD : si l’on appelle @ la lon- 
gueur AD, l’angle au centre NCD = ¢ est tel que rg =a, d’ou, d’aprés la 
valeur de r, 9 =a. Les coordonnées de M sont alors 


a 


b 


Il 


a + CM sing, 
Bo-+ CM cos; 


II 


CHAPITRE XXXVI. — MOUVEMENTS PARALLELES A UN PLAN FIXE. 513 


en remplagant CM par sa valeur (42) et y par kz, on a précisément, ie! 
le lieu de M, la courbe (41) a construire. 


Le point M est nécessairement a l’intérieur du cercle rouiant, car, s’il 


était sur la circonférence ou a l’extérieur, la courbe aurait des rebrousse- 


ments ou des points doubles, ce qui est physiquement impossible. D’aprés 
cela, CM est moindre que r, ce qui exige e-*Bo <1, By > 0. 

Nous avons ainsi Ja courbe PMQ, dont une ondulation seulement est 
tracée, formant la trace de la surface libre du plan rOy a l’instant¢ =o. 
Dans cette courbe, la longueur d’onde /, c’est-a-dire la distance PQ entre 
les fonds des deux creux consécutifs P et Q, ou lessommets de deux vagues 
consécutives, est égale a la longueur de la circonférence roulante 


(43) P= POs enn = 


Cherchons maintenant la forme de la surface libre a l’instant ¢ : nous 
allons voir que cette surface a pour trace la méme courbe qui sé serait 
transportée parallélement a Ow d'une jongueur s¢. En effet, dans les équa- 


tions (40), ot ¢ a une valeur numérique et od 2 est un paramétre variable, 
faisons le changement de paramétre 


a+st=a' 
les équations deviennent 
' k . ’ 
w=—st+a'+ ran Bo sinka’, 
(44) 
' 
ye Bot I e—*Bo coska’. 


Quand «’ varie de —wa +o, le lieu de ce point (x, 7) est identique 
au lieu du point (a, 6), défini par les relations (41), qu’on aurait transporte 


dune longueur —s¢, parallélement a Ox. La vitesse de propagation de 
l'onde est donc 


d (st): 
Mineo ties 
D'aprés la relation (38), qui lie s et k, on a, en y remplagant s par V 
2s 
et & par sa valeur (43) >> 


Quant a la durée T de l’ondulation, elle résulte immédiatement des 
expressions (33) de x et y qui ne changent pas quand ¢ augmente 


2T 
de Ts? donc 


A, — III. 33 
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Ces quantités V et T ont donc les valeurs que nous avons déja trouvées 
(n° 787) pour la vitesse de propagation et la période d’une onde simple 
progressive a la surface d’un liquide pesant de profondeur indéfinie, 


Houle. — L’onde que nous venons d’étudier analytiquement constitue 
le phénoméne appelé houle (1). C’est ce qu’on verra en détail dans !'Ou- 
vrage de M. Guyou intitulé: Théorie du navire (2° édition, 1894, 
p. 261-284, Berger-Levrault), ot I’on trouvera la théorie de la houle exposée 
par une méthode élémentaire des plus élégantes, que le défaut de place 
nous empéche de reproduire. 


Trajectotres des particules. — D’aprés les équations (33), pour suivre 
une particule déterminée sans son mouvement, il faut donner aa et B des 
valeurs constantes et faire varier ¢: la trajectoire d’une particule est donc 
le cercle 


(w—a)?+(y—8)= pee 


de centre (a, 8) parcouru dans le temps T. Le rayon pe de ce cercle 


décroit et tend vers zéro quand son centre descend, c’est-a-dire quand la 
profondeur au gmente. 


Tourbillon. — Le mouvement que nous venons d’étudier est rota- 
tionnel. En effet, les projections uw, » de Ja vitesse d’une particule sont 


dx 
nef : 
u=— = se B cosk(a-+ st), 
(45) ad 
we “F = — se" sin k(a-+ st). 


On peut considérer uw et » comme des fonctions de x et y; d’ailleurs, x 
et y sont fonctions de « et % par les équations (33). On a done, a un 
instant ¢, 

du 0u-0a* . du oy 
—-=— T+ =) 
Ge) 0x 0% Oy da 
du Ou Ox du Oy : 
08 ox OB oy og” 


; . Ou ; : 
Résolvant par rapport a a en tenant compte de l’équation de conti- 


nuité, ona 


dye di) Oia dey aig 08 
oy 


(') Voir Bertin, Sur la théorie et l’observation de la houle et du roulis - 
Mémoire présenté 4 l’Académie des Sciences le 11 avril 1870; Memorial du Génie 
maritime,+1873. 
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On trouve de méme 


En ajoutant, on obtient, dans le deuxiéme membre, le double du tour- 
billon 2% 


— — —— i 1 


02 08 08 da ree 06 op se BAI FEB) E. 


En calculant le premier membre d'aprés les valeurs (33) et (45) de 
2, ¥, U, ¥, On trouve ; 


e-2kB 


phar Freamapery 7. 


expression différente de zéro. On voit que la grandeur du tourbillon 
diminue quand la profondeur augmente. 


Ill. — MOUVEMENT PLAN IRROTATICNNEL DUN LIQUIDE 


EN CONTACT AVEC UN OBSTACLE FIXE. — RECHERCHES 
DE M. H. VILLAT. 


796. Objet du paragraphe. — Un probléme qui a longtemps 
arrété les géométres et dont l’importance pratique est évidente, est 
Yétude du mouvement d’un liquide en contact avec un obstacle 
fixe. 

Quand le mouvement est a trois dimensions, on est encore 
loin de la solution; mais dans le cas du mouvement plan irrota- 
tionnel, des résultats trés généraux, d’un grand intérét mécanique 
et mathématique, ont été obtenus par M. H. Villat, professeur a 
Y Université de Strasbourg. Nous donnerons plus loin, a partir 
du n° 798, Vexposé que le savant professeur a bien voulu rédiger 
pour ce Traité. 


797. Emploi des fonctions d’une variable complexe; rappel de 
quelques propositions concernant la représentation conforme. — 
Nous avons, dans le n° 783, considéré le mouvement irrotationnel 
d’un liquide homogéne paralléle au plan cOy. Si ce mouvement 
est permanent, comme nous le Supposerons dans tout ce para- 
graphe, le potentiel o(z, vy) des vitesses W ne contient plus ¢ 
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et est défini 4 une constante prés: les composantes u et ¢ de la 
vitesse W de la particule de coordonnées x et y sont 


0 
“a= ot 9 C= EGae 
Ox oy 
et )’équation de continuité est > 
Pp PO _ 
(1) on? + ay? =-0. 


La fonction de courant )(x, y), également définie 4 une cons- 


tante prés, est donnée par les équations 


oy _ oy _ 9% 
2) “Be ay? dy Be 


qui donnent pour & la méme équation 


ay ay 

os iat dye 
Soit 

Z=xU+ Ly 


une variable complexe, représentée dans le plan p du mouvement 
par le point de coordonnées z et y, la quantité 


est fonction de z. Réciproquement, sil’on prend une fonction 


de z, 
Z=f(4), 


cette fonction peut se mettre sous la forme 


TX TY: 


X et Y étant-réels; en prenant 
p(x, y) =X, (2, y)=Y, 


on a deux fonctions vérifiant les équations précédentes (2) et leurs 
conséquences (1) et (3). La variable complexe Z = X +- Yi peut 
étre représentée sur un deuxiéme plan P par le point de coordon- 
nées X et Y par rapport a deux axes rectangulaires XOY. 

D’aprés un théoréme connu, facile a déduire des équations (2), 
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les lignes équipotentielles o const. et les lignes de courant 
v = const. sont orthogonales. 
En dérivant par rapport a x lidentité 


f(4)=X+iY=o+ih, 


on a, puisque z= x + iy, 


c’est-a-dire, d’aprés (2), 
do .09 
1 rahe, Spite Lele La 
f(s). = ae U oy u— iv, 
relation qui détermine, d’une facon simple, les composantes de la 
vitesse. 
On peut toujours remplacer deux lignes de courant par des 


cloisons fixes sans changer le mouvement du liquide. 


Remarque. — Au mouvement du liquide ainsi défini par une 
fonction f(z), on peut faire correspondre un second mouvement 
défini par la fonction 


Si(z) =i f(4) =— Yt tg. 


Dans ce nouveau mouvement, le potentiel des vitesses serait 
— et la fonction de courant ¢: les nouvelles vitesses W, seraient 


données par 


i 
Dee =) aya 
0 
Te 
| Wi]=| WI. 


Exemples simples. a Prenons, avec Kirchhoff (Vorlesungen 
iiber Mathematische Physik, Mechanik, 1883, p. 274), les 


exemples suivants : 
1° Soit Z = logz (le logarithme étant népérien), 3 =e’. Appe- 
lons 7 et 4 le module et ’argument de z, on a 


X =9 = logr, Nee), 


Les lignes d’égal potentiel 


o= const. 
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sont des cercles de, centre O; les lignes de courant 4 = const. 
des droites concourant au centre. La vitesse W a pour projections 


x oh 
vars 2 Miler he 


et pour valeur +. 
r 
Dans le second mouvement déduit de 
fi(2) = tlogz, 


ona 
o=— 9, vy = logr, 


les lignes équipotentielles sont des rayons et les lignes de courant 


arte I 
des cercles. La vitesse W, est a 


2° Prenons 


——ie 
blog = 


’ 
2 — C9 


ou c, et C2 sont deux constantes complexes 


C= a,+th,, Co = Ag+ tbe; 
en posant 
3—c,= ry eh, 3— Co = ree, 
ona 
ip I r%—a,?+(y— 6b.) 
© =log— = SN aioe aad (y Dig 
Y rs 2 (x — a, )?+ (vy — b2)2 
Y = 0;— 9%; 


les lignes équipotentielles 4 = const. sont des cercles et les lignes 
de courant d’ autres cercles allant d’un des points z= ¢,, 2=¢z,4a 
Pautre. 
Dans le second mouvement 
8 
91 = 92 — 04, fi=log—, 
re 
les lignes d’égal potentiel sont les cercles passant par les deux 
points et les lignes de courant les cercles orthogonaux. 


Notions sur la représentation conforme. — Si l’on pose 


(4) ZL = f(3), 
X+iY=f(«e+cy), 
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ona 
(4') . X= (a, y), Y= (a, y). 


A un point m(z,y) du plan p, ces relations font correspondre 
un ou plusieurs points M(X, Y) du plan P et inversement. Consi- 


‘ : 3 : ‘ teeny : 
_ dérons en particulier un point m, ow la dérivée 7 n’est ni nulle 


ni infinie, et un des points correspondants que nous appelons My; 
si m se déplace d’une maniére continue en partant de m, dans une 
aire assez petite @ entourant mp, il existera un point unique M 
partant de M, et décrivant une fois, et une seule fois, une aire A 
entourant M,. 

La transformation ponctuelle (4) fait alors correspondre point 
par point Daire a et l’aire A, en ce sens qu’a tout point m pris 
dans a correspond un seul point M de A et réciproquement. 
On dit que l’une des aires est représentée sur |’autre d’une facon 
uniforme ou univoque. De plus, cette représentation est dite 
conforme; voici pourquoi. Soient ds un élément linéaire de a 


ds = (dz? + dy? 
et dS lélément linéaire correspondant de A 


dS = dX? + dY?. 


Comme 
aX oo Oey 
— 7 Oy LV» 
_ oF og 
aie py adln x oy OY 


on a, d’aprés eae 
| Og \? op \* 2 
ax?+ dY?= (2 ) + (3) |iae ++ dy?), 


c’est-a-dire 
d= h(a) ds; 


tous les éléments linéaires ds issus d’un point m se transforment 
donc dans des éléments dS proportionnels a ds; un triangle 
infiniment petit de l’aire a se transforme en un triangle infiniment 
petit semblable de A. En particulier, langle de deux éléments 
_issus de a est conservé par la transformation. 

Réciproquement, si l’on imagine une transformation ponctuelle 
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d'un plan p dans un autre P, qui fasse correspondre a chaque 
point m(ax, vy) du premier un point M(X, Y) du second et qui soit 
une représentation conforme telle que 


dS = (2, y)ds, 
cette transformation peut étre définie en posant 


X+1Y=f(r%+1Uy), 


f étant une fonction convenablement HES 
En effet, soient 


X= 4(z, y), Y= (x, y) 


les formules définissant la transformation. On a 


écrivant que aX?-+ dY? est identique a dz?+ dy* multiphé par 
un facteur 2, ona 


ag \2 Cy) 09 \2 ( 2 
(Bye tse) eel ae) 


do do ob ov 
—>S ste = 
Ox dy Ox ay 


La seconde relation donne 


ou aie) 
eee 

dent dbs 
b dO ye see 


ou nous appelons x la valeur commune des deux rapports; en 


on : 
remplacant alors © et St wz Par — k= of eh Rs = dans la premiére rela- 


tion, on trouve 
Keine eee 


La solution *=1 donne les relations (2) qui montrent que 
X-+ iY est fonction de x+y; la solution & =—1 donne un 
systéme qui se déduit du précédent en changeant 4 en —, 
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c’est-a-dire Y en — Y : on passe alors du premier systéme au 
second en prenant la symétrique de la premiére figure transformée 
par rapport a l’axe OX. 

On peut donc finalement ramener toute représentation conforme 
a celles qui sont réalisées par une transformation Z = f(z). 


Représentation conforme d’une aire sur une autre. — 
Nous avons précédemment supposé qu’on donne une transfor- 
mation 


(5) L=f(s) 


et nous avons vu qu elle peut servir a faire la représentation con- 
forme d’une aire suffisamment petite a, avec un contour simple, 
sur une aire analogue A, déterminée d’aprés la transformation. 
Mais le probléme inverse est plus important et plus difficile. Etant 
données dans deux plans p et P deux aires a et A, limitées par des 
contours simples c et C, il s’agit de trouver une relation (5) 
permettant de faire la représentation conforme univoque de a 
sur A. ; 

Ce probléme a été résolu par Riemann (Dissertation inau- 
gurale, OFuvres compleétes, p. 40). Voici comment. Riemann 
suppose d’abord que l’aire a du plan p de z est une aire quel- 
conque limitée par un contour simple c, et que l’aire A du plan P 
de la variable Z est un cercle limité par une circonférence C. On 
peut toujours supposer que ce cercle A ait pour centre l’origine 
et pour rayon 1. Riemann montre qu’on peut choisir arbitraire- 
ment le point sp de @ qui doit correspondre au centre Z = o du 
cercle A, mais qu’alors la transformation cherchée (5) existe et est 
entiérement définie, 4 une rotation prés du cercle C autour de son 
centre. Dans cette transformation, 4 chaque point z de l’intérieur 
de a correspond un seul point Z de lintérieur de A et inverse- 
ment; si le contour c est formé tout entier d’un seul arc régulier 
de ligne analytique (une ellipse, par exemple), la transformation 

fait correspondre a chaque point du contour c un point de la cir- 
conférence C et inversement. Pour la théorie compleéte, nous ren- 
verrons au Traité d’ Analyse de M. Emile Picard (t. II, Chap. X). 

S’il s’agit maintenant de représenter deux aires a et a’ quel- 

conques limitées par des contours simples c et c’, l'une sur l'autre 
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par une transformation 
abe | (Ca) 


entre les variables complexes z et 2’ correspondant aux points dea 
eta’, on prendra un cercle auxiliaire A de centre O et de rayon 1 
et on représentera a eta’ sur A, comme il vient d’étre dit, en 
prenant 


L=f(z), L=fi(s’). 


On fera ainsi correspondre, 4 chaque point z de a, un point Z 
de A, puis au point Z un point 2! de a’. La relation directe entre 2 
et 2’ s’obtient immédiatement par |’élimination de Z. La transfor- 
mation est définie quand on se donne deux points correspon- 
dants z) et z,, auxquels on peut faire correspondre le centre 
Z=o du cercle auxiliaire A, et quand on se donne deux points 
correspondants sur les deux contours. 


Exemple. — 1° On vérifiera sans peine qu’une transformation 
homographique 


i az+b 
ee 


ad — bcHo0, 


ou a, b,c, d sont des constantes complexes quelconques, transforme 
le demi-plan supérieur y 2 0 en un cercle. 
2° La transformation (fig. 349) 


L=2 
fait correspondre a chaque point z, y du demi-plan supérieur 


Fig. 349. 


(a) 
(A) 


y2Zo, un point X, ¥ du plan indéfini XOY. Inversement, a chaque 
point X, Y du plan indéfini XOY correspond celui des deux 


points = VL qui se trouve dans le plan supérieur zO y. Mais la 
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partie positive de l’axe OX du plan XOY est une coupure de ce 
plan, en ce sens qu’a chaque point de OX répondent deux points 
de z'Ox symétriques par rapport a O. 

En pratiquant dans le plan XOY une coupure formée de deux 
lignes infiniment voisines de OX raccordées par une portion de 
circonférence infiniment petite décrite de O comme centre, il 
correspond a la limite de cette coupure, dans le plan supé- 
rieur y > 0, une ligne infiniment voisine de l’axe x'Ox. La cor- 


respondance entre les aires restantes a et A est alors univoque, 
bords compris. 


798 ('). Mouvement plan discontinu d’un liquide. — Dans les 
quelques pages qui vont suivre, on a essayé de donner quelques 
indications rapides, et aussi élémentaires que possible, sur une 
méthode nouvelle et féconde, qui a permis, dans ces derniéres 
années, de réaliser de trés importants progrés dans les théories 
hydrodynamigues concernant le mouvement d'un fluide parfait 
dans des conditions variées. Cette méthode est basée principale- 
ment sur l’emploi des fonctions analytiques et de la représentation 
conforme, dont nous supposerons connues les principales pro- 
priétés. Sur bien des points nous devrons ici nous contenter de 
donner seulement des vues générales, faute de place; nous renver- 
rons, pour plus de détails, aux Ouvrages et aux Mémoires originaux 
dont on trouvera l’indication a la fin de cette Note. 

Pour simplifier l’exposé, nous supposerons constamment, dans 
tout ce qui va suivre, qu'il s’agisse d’étudier le mouvement 
permanent d’un fluide incompressible, non visqueux, paralléle- 
ment a un plan fixe, et que ces mouvements soient irrotationnels. 
La densité du ed sera supposée égale a1 par un ‘choix d’unités 
convenable. Par exemple, on peut imaginer un liquide d’abord au 
repos dans un récipient de forme cylindrique dont les arétes sont 
horizontales, et dont la longueur sera trés grande par rapport aux 
dimensions de la section droite; on réalise une fente dans les 
parois de ce récipient, entre deux génératrices rectilignes, il se 
produit un écoulement, dont tous les caractéres seront identiques 
dans tous les plans de sections droites du cylindre, a Vexception 
AS Pe iol il i SIR SE tae, SOU eae eset ra eam ae 


(1) Ici commence la rédaction que M. Villat a bien voulu faire pour ce Traité 
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peut-étre de ceux qui sont trés voisins des extrémités du cylindre; 
sauf dans ces régions extrémes, les vitesses des particules fluides 
seront normales aux génératrices, c’est-a-dire contenues dans les 
plans de sections droites passant par ces particules. Il suffira donc 
d’étudier le mouvement dans un de ces plans: c’est ce qu'on 
désigne par le terme mouvement a@ deux dimensions. Nous 
appellerons Ox, Oy, deux axes rectangulaires placés dans un tel 
plan, et si nous disons que la densité superficielle du fluide est 
égale 4 1; on doit entendre qu’une couche de fluide paralléle 
a xOy est considérée, sous une épaisseur constante, de telle 
maniére que la masse d’une portion de fluide comprise dans le 
cylindre dont la base égale Punité de surface dans le plan rOy, 
et dont la hauteur est celle de la couche, soit égale 41. On voit 
qu’a la rigueur il suffirait de choisir l’épaisseur de la couche pour 
qu'il en soit ainsi, sans rien spécifier sur la densité du fluide. 
Néanmoins, pour éviter toute difficulté, nous dirons que la densité 
elle-méme est égale 4 1. 

Imaginons un mouvement présentant les caractéres généraux 
ci-dessus, dans un plan ou le fluide est étendu a linfini dans 
toutes les directions, et o un obstacle solide est supposé contenu. 
Crest la le probléme type de ! Hydrodynamique moderne : mouve- 
ment d’un solide dans un fluide. Nous envisagerons seulement 
le cas ou, le fluide étant en repos 4 l’infini, le solide est animé 
d’une vitesse constante (qu’on peut prendre égale a 1 par un choix 
d’unités convenable) paralléle 4 une direction fixe (que nous 
supposerons opposée 4 Ox). En vertu de la théorie des mouve- 
ments relatifs, il revient au méme de supposer le solide immobile, 
et le fluide animé a l’infini d’une vitesse égale 4 1, paralléle 4 Oz, 
dans le sens Ox. C'est ce que nous ferons dorénavant ('). La 
question de connaitre, dans ces conditions, quelle est la pression 
totale exercée par le fluide sur les parois du solide, est l'une des 


(1) On a appelé paradozxe de Dubuat le fait, évidemment contraire aux prin- 
cipes théoriques, que les expériences réalisées dans les deux hypothéses sus- 
indiquées ne fournissaient pas, pour la résistance éprouvée par le solide, la méme 
valeur. Au moyen d’un dispositif extrémement simple et ingénieux, M. Joukowski 
a montré récemment que cet apparent paradoxe était enligrement dd 3 des 
détails d’expérience qu’il’a trés nettement mis en évidence (Cf. N. Joukowskl, 
Aérodynamique, p. 43, Gauthier-Villars; 1916). 
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plus capitales des questions posées par l’Hydrodynamique, a cause 
des applications pratiques qu’il est possible d’en déduire. 

Les équations du mouvement sont alors, d’aprés les notations 
précédentes, ; 


(1) us) v= —) 


» étant le potentiel (défini.a une constante prés), qui satisfait, 
a cause de l’équation de continuité, a l’équation de Laplace 


(2) Ao => — + — = 0; 


} étant la fonction du courant, définie elle aussi A une constante 
prés, on a également 


_ ay _ oy 
(3) u= dy’ a ES 
et, par suite, 
oy  Y 
ges ox? dy? 0 


et on en déduit immédiatement que la variable f= ¢ + ¢¥ est une 
fonction analytique de la variable complexe z = x-+- vy. 

Nous supposerons qu’aucune force extérieure n’agit sur le 
fluide. Alors, nous pourrons écrire (n° 783), p désignant la 
pression au point x, y et en nous souvenant que le mouvement est 
permanent : 


(4) p+ i[ (52) + (32) |= cons. 


c’est-a-dire en appelant py la pression a l’infini, la ou la vitesse V 
est égale a 1, 


(5) p= po+—(i— V2). 


Nous supposons implicitement jusqu’ici que 9 et ses dérivées 
partielles sont continus, dans toute l’étendue occupée par le 
fluide. 

La condition relative aux parois du solide devra étre que, le 
long de celles-ci, le fluide glisse tangentiellement, c’est-a-dire 


que (n° 782) 


Y = const. 
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le long des parois. Enfin, a l’infini, il faudra avoir 


Le probléme mathématique, qui consiste a trouver des solutions 
de la question ainsi posée, lorsqu’on se donne le profil du corps 
solide immergé, est un probléme qu’on peut résoudre. Supposons 
par exemple que le solide soit un disque circulaire de rayon a, 
dont le centre coincide avec Vorigine des coordonnées. Il est 
facile de vérifier que toutes les conditions ci-dessus énumérées 
sont satisfaites en prenant 


: a 
eptripg=o+ ee 
c’est-a-dire 


La ligne de courant 4 = 0 se compose de l’axe des x, et de la 


circonférence de centre O et de rayon a; d’ou la configuration de 
mouvement suivante : 


Le mouvement posséde une certaine symétrie par rapport au 
point O; aux points symétriques par rapport a O, ou par rapport 
a Oy, la grandeur de la vitesse est la méme; elle est donnée par 

. 2 2 hara? 

v2= (: aie erg as pecee Senay 

ri y? (x24 y?? 

En posant x =a cos4, y =asin§, on voit donc que la pression 
totale sur le profil de obstacle aura pour composantes 


2a 2 


Py= px<add x cos) = { (vo-+ $2 sint6) a cos0 ab, 


0 10 


27 27 
Py= f pxadi x sind =f (po+ 5 - asin?6)asin0 dd 
0 0) *: 
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> Sy x ° ’ bd 
c est-a-dire immédiatement 


Py, = Py=o0. 


Ainsi donc la pression totale exercée sur l’obstacle est ici rigou- 
reusement nulle. Ce fait ne tient pas ala forme particuliére de 
VYobstacle envisagé; il se reproduit quelle que soit la forme de cet 
obstacle. On trouvera des démonstrations générales de ce paradoxe, 
qu’on a coutume d’appeler paradoxe de d’Alembert, dans les 
Traités spéciaux (cf. les indications bibliographiques citées en fin 
de ce paragraphe, et les travaux de U. Cisotti, etc.). 

Il y a donc, dans les raisonnements antérieurs, une hypothése 
nécessairement contradictoire avec la réalité. Cette hypothése est 
celle de la continuité. I] est bien indispensable que la pression p 
varie dans tout le fluide d’une facon continue, car il ne saurait 
exister de brusque variation de pression dans un fluide a l'état de 
mouvement permanent; mais rien n’empéche les vitesses de subir 
des variations brusques; c’est méme certainement et nécessaire- 
ment ce qui se produit dans les problémes du genre de celui qui 
nous occupe : n’importe quel observateur, voyageant derri¢re le 
coupe-vent d’une automobile découverte, s’en rend un compte 
immédiat; l’air, mobile par rapport a la voiture, forme un courant 
dévié au-dessus de la téte des voyageurs, pendant que ceux-ci 
restent dans une région calme le long des bords de laquelle glisse 
le courant. 

Ce qui doit correspondre a la réalité, dans notre probléme 
actuel, c’est donc la configuration suivante : 

‘Le courant fluide vient rencontrer le solide donné; il se divise 


Fig. 351 > 
Pp 
1 et de A 
~ 2) 
Siwia<p 
2 
P, Aa 
yee! 


a Vavant de la paroi, en’ sorte qu'une certaine ligne de courant 
vienne se dédoubler en un point O (fig. 351), ott la vitesse est 
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évidemment nulle, pour entourer l’obstacle des deux cétés; puis 
cette ligne de courant dédoublée, qui d’abord épouse les contours 
de Vobstacle, les quitte en P, et P;, et s’en écarte en laissant le 
solide a l'intérieur de la région qu’elle délimite. 

La délimitation est obtenue : 1° par deux portions a, et w, de la 
paroi solide; 2° par deux lignes i, et dy inconnues pour le moment, 
le long desquelles il y a glissement du fluide mobile sur la région 
de fluide qui fait corps avec le solide al’arriére. Nous supposerons, 
comme répondant a la réalité en premiére approximation, que, 
comme le solide, cette derniére région est immobile. ll y aura 
donc discontinuité sur les lignes \, et A,, pour la vitesse, mais pas 
pour la pression. 

Nous devons rechercher s’il est possible de réaliser une telle 
configuration de mouvement satisfaisant a toutes les conditions 
énoncées plus haut, relatives aux équations indéfinies et aux 
équations sur les frontiéres du domaine fluide. Observons que, 
_ aux conditions déja énoncées, nous aurons encore a joindre la 
suivante : que la pression doit partout avoir des valeurs positives, 
car pratiquement l'expérience montre que la pression n’est jamais 
négative dans un fluide en mouvement (sauf dans des circonstances 
tout a fait exceptionnelles, et d’une facon  essentiellement 
instable). 

ll se trouve, et nous renverrons pour la démonstration de ce 
fait aux Ouvrages plus détaillés, que le probléme ainsi posé se 
présente comme impossible, si on suppose que les deux bords 
A, et Ag, de ce qu’on peut appeler le sil/age arriére, viennent a se 
rejoindre pour circonscrire a l’arriére du solide une plage de 
fluide mort d’une étendue finie. Si le sillage se fermait ainsi, on 
montre que la pression deviendrait nécessairement négative dans 
des régions étendues. La formule (5) prouve qu’alors, puisque po 
peut étre pris arbitrairement, la vitesse V pourrait devenir 
supérieure a 1. Ces circonstances constituent le paradoxe de 
M. Brillouin. 

Done, ‘sillage a l’arriére, et sillage indéfini, telles sont les 
hypothéses qui, pour un fluide parfait, permettent d’échapper aux 
conséquences inacceptables des paradoxes énoncés précédemment. 


Il y a donc lieu de voir la mise en ceuvre de ces hypothéses par le 
calcul. 


. 
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Notons auparayant que ies hypothéses en question n’ont pas été 
admises sans contestations, au moment de leur introduction dans 
la théorie. Lord Kelvin a fait notamment diverses objections, dont’ 
la principale serait que le mouvement discontinu défini comme 
plus haut ne correspondrait pas, pour le fluide; al’énergie cinétique 
minima (ature, 1894; Math. and Phys. Papers, t. V, p. 21). 
On sait quelle importance ont pris, dans la Mécanique moderne, 
les proprietés de minimum qui permettent de ramener les théories 
générales 4 un méme principe de calcul. Pour cette raison, il est 
important de connaitre, en méme temps que I'objection, fa fagon 
dont elle a été dissipée par M. M. Brillouin ( Annales de Physique 
et de Chimie, t. XX, 1911, p. 433). 

Puisqu’il s’agit d’un courant indéfini, Pénergie cinétique totale 
est évidemment infinie, si on la considére dans tout le champ du 
mouvement. Mais comparons |’énergie cinétique du fluide supposé 
ne pas contenir d’obstacle a celle du fluide contenant l’obstacle, 
la courbe frontiére du champ considéré étant la méme, et partout 
trés éloignée, dans les deux cas. S’il s'agit d’abord du mouvement 
continu, la vitesse est paralléle 4 Ox et égale a1, sur toute la 
courbe limite et au dehors. Soit ¢ le potentiel pour le mouvement 
continu avec obstacle; l’excés de l’énergie cinétique du courant 
avec obstacle, sur l’énergie du courant libre, est 


ae Gili OR ef 89\ 2) abe 
Bai ff ((%) +(%) |@o-3s 


ot le second terme est 


e [ [ Wrae ay avec W =1, 
Qe 


en appelant ¢ l’aire intérieure a la courbe limite, y compris celle 
qu’occupe le solide dans le deuxiéme mouvement, et en étendant 
Vintégrale double a lespace compris entre Je solide et la courbe 
limite. Or, d'aprés la formule de Green et l’équation A¢ = 0, 
on peut écrire 


Prenons comme frontiére de notre domaine un rectangle de 
largeur ¢ et de longueur h paralléle au courant (fig. 349). Calcu- 
AOS 34 
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lons d’abord la valeur E, de c t excés d’énergie, quand il n’y a 
pas de sillage arriére ou pas de discontinuité dans les vitesses. 
Les cétés paralleles au courant ne donneront rien dans Pinté- 


ach hoe ues is eae 
grale (2 — 0): les bases sont normales au courant (<2 SISS 


et la différence des valeurs de p y est égale a A, si h désigne la 


Fig. 349. 


longueur des cétés horizontaux du rectangle. puisque sur ces cétés 
Ja vitesse est restée horizontale et égale a 1; enfin sur la paroi du 


. do : F é 
solide — est nul puisque la vitesse est tangentielle. La premiere 
dne J - 


intégrale est donc égale a ~h Pe ie ~ a; donc E, est nul. 


Au contraire, plagons-nous dans le cas du mouvement discontinu 
(dont nous admettons provisoirement lexistence ) et caiculons la 
nouvelle valeur E, de Vexcés E. Envisageons toujours la méme 
portion de fluide comprise dans le rectangle ci-dessus. A l'arriére 
du solide, a une distance A, trés grande du solide, le sillage 
découpe, sur le coté du rectangle normal au courant, un segment 
de longueur @,, le long duquel la vitesse est nulle; sur les lignes 
de discontinuité A, et A, qui sont des lignes de courant, la vitesse 
de 


eé 


normale 


est nulle comme sur ]’obstacle : le débit sortant par la 


base arriére du rectangle est donc inférieur, de la quantité /,, au 
débit qui entre par la base avant. Ceci nécessite que dans le 
mouvement discontinu la direction du courant reste troublée par 
la présence de l’obstacle, si loin de celui-ci que l’on se place. 
D’autre part, nous savons que dans le mouvement discontinu la 
vitesse doit étre partout inférieure ou égale a 1; elle est du reste 
nulle dans le sillage. Soit alors ¢, l’aire occupée par le solide et 
par le sillage, a l'intérieur du rectangle ci-dessus défini, la force 
vive du mouvement discontinu est alors sdrement inférieure 
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ha, 
. . : 6) elias \ 
a5 (9 — 54); et par suite l’excés E, correspondant au mouvement 


discontinu donnera 


Er< 3(¢=%)—la<o, 


Donec, dans le mouvement discontinu, énergie cinétique est 
moindre que dans le mouvement continu correspondant au 
méme obstacle. 

Cette démonstration, qui s’étendra d’elle-méme aux mouvements 
dans l’espace a trois dimensions, fournit une méthode théorique, 
qui mériterait d’étre approfondie, pour aborder l’étude des mou- 
vements discontinus dans l’espace. 

La naissance, dans un fluide parfait, des mouvements discontinus 
de la nature de ceux indiqués ci-dessus, a été elle aussi Pobjet de 
certaines discussions, qui se lévent assez aisément, si l’on veut 
bien observer qu’il s’agit de représenter ici théoriquement une 
sorte d’état limite, se rapprochant de la réalité d’une facon suffi- 
samment acceptable. Or, les fluides réels ne sont pas dénués de 
viscosité, et c’est sans doute cette viscosité qui joue le réle prin- 
cipal dans l’établissement de la zone arriére 4 peu prés stagnante, 
qui se trouve représentée ici par notre sillage. Que la configuration 
ainsi obtenue se rapproche trés étroitement de la configuration 
réelle qu’observe le physicien, c’est ce qui est indéniable. Quoi 
qu il en soit, voici comment on peut envisager la naissance de la 
discontinuité, ala maniére d’un bourgeon a double paroi, qui 
s’allonge sans que l’extrémité en soit jamais contournée par le 
fluide (M. Battitourn, Annales de Physique et de Chimie, 
1gii, p. 146). La surface de discontinuité nait le long de la paroi 
du solide, en partie 4 l’avant, en partie a larriére; laissons parler 
ici M. Brillouin. « Lorsque deux éléments venus I’un de I’avant. 
Yautre de l’arriére, viennent s’accoler pour former un nouvel 
élément émanant de la surface du corps, ils ont des vitesses tan- 
gentielles différentes; plus exactement, l’un d’eux, venu de l’avant, 
a une vitesse tangentielle finie, il se détache tangentiellement de 
la surface du corps et la prolonge; l/autre, auquel cette forme de 
surface imposerait un rebroussement, a une vitesse tangentielle 
nulle en ce point; en dega le long du solide, et au dela le long de 
la surface de discontinuité, la vitesse tangentelle n’est pas nulle, 
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elle croit le long de la surface de discontinuité, jusqu’a la pointe, 
ou elle devient égale a la vitesse du fluide venu de l’aval, et égale 
a la vitesse méme avec laquelle la pointe de la surface de disconti- 
nuité s’avance dans l’espace.... Cette surface nait ainsi comme un 
vase mince dont le bord tranchant s’avance dans l’espace en méme 
temps que le fluide. » 

Admettons donc, ce qui correspond de trés prés a Ja réalité 
physique, a titre de cas limite pour un fluide trés peu visqueux, 
Pexistence de discontinuités dans les conditions envisagées 
ci-dessus, et voyons la mise en équalions du probleme mathé- 
matigue. 


Si nous posons 
(6) Sf=or+tt, 
il résulte des équations (1), (3) que ona 


(7) - =u—l. 

L’emploi des fonctions de variables-complexes, et la méthode de 
la représentation conforme, vont alors nous permettre de satisfaire 
a toutes les conditions que nous impose le probléme. Notons ici 
que la principale difficulté provient de ce qu'une des conditions 
est relative a la ligne de discontinuité, dont la forme est inconnue 
a Vavance. Nous avons déja observé qu'une certaine ligne de 
courant, venue de l’avant, devait nécessairement se subdiviser en 
un point O de la paroi, pour venir enyelopper l’obstacle, et 
dessiner a l’arriére les deux bords du sillage. En ce point O, nous 
supposerons que 9, %, et par suite f (définis chacun a une constante 
-prés), sont tous nuls. 

Représentons-nous, pour préciser, les lignes de flux et les lignes 


équipotentielles dans la masse fluide en mouvement. D’abord les 
lignes de flux 
pac 


ont la configuration (fig. 350) indiquée en traits pointillés. Celles 
qui sont au-dessus de la ligne singuliére 4 = 0, qui aboutit en O et 
se divise ensuite, s’obtiennent en faisant varier Cdeoa + 0; celles 


qui sont au-dessous, en faisant varier C de 0 & —oo. Quand 


an 
ft od 
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le point x, y du fluide est trés loin, on a sensiblement 


a une constante prés. La ligne singuliére 4 = 0 est a parur de O 
divisée en deux branches w, et wy avec leurs prolongements res- 


pectifs i, et Ay. 
_Les lignes équipotentielles 


vets 


coupent les précédentes a angle droit (traits pleins); celle qui 


Fig. 350. 


passe par O correspond 4 K =o, c’est 9 = v; celles qui coupent 
la partie négative Ow' de Paxe Ox s’obtiennent en faisant varier 
K de 0 a —o; al’infini on a sensiblement 

+ =1, —=o0, 0 = 2, 
a une constante prés. Celles qui correspondent a K variant de o 
a --o coupent orthogonalement les arcs limites w,), et w2A2; 
nous les tracons seulement dans le fluide en mouvement : chacune 
d’elles est interrompue dans lobstacle ou dans le sillage arriére en 
deux points m, et mg. 


534 EQUILIBRE ET MOUVEMENT DES MILIEUX CONTINUS. 


La relation 


S=etey 


on définit alors une transformation conforme de la portion du plan 
x Oy occupée par le fluide en mouvement, sur le plan zO¥4 de 
la variable complexe / ( fig. 351). 


Fig. 351. 


D’abord 4 varie de — oo a +; et 9 également. Le point f 
décrit donc.tout le plan gO 4. 

Au point 2 = 0, correspond le point f= 0. Quand 9 est négatif 
ou nul, } varie d’une maniére continue de —o a +o, car le 
long d’une ligne d’égal potentiel KEo, | varie de —a a +o. 
Mais si ¢ est positif, c’est-a-dire le long d’une ligne d’égal 
potentiel K > 0, / varie soit de —o ao (branche gm,), soit de 
04 +o (branche m,g'); au point m., correspond un point M, 
placé au-dessous de Oo infiniment prés de O» (4 = — 0); et au 
point m, un point M, au-dessus de Oo infiniment prés de M, 
(}=-+ 0). La partie du plan x Oy occupée par le fluideest done 
représentée sur le plan entier oO, avec une coupure le long de 
axe positif O»; deux points M, etM, d’abscisse K >> 0, infini- 
ment voisins sur les deux bords de cette coupure, étant les 
correspondants des deux points m, et my ou la ligne 


p= K 


coupe les parois w, et w, de |’obstacle ou leurs prolongements 
A, et ha. C’est pourquoi dans le plan oO” ainsi coupé, nous 
mettons (fig. 351) les letres w,, By, Ay, Ay sur les deux bords de la 
coupure ; ®, el w. correspondant jusqu’aux points A et B aux 
parois w, et m2; A, et Ag aux points des prolongements A, et Ag 
jusqu’a Pinfini positif sur O 9. 

La variable f est alors fonction de set inversement la variable z 


Pe eat 
na 
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est une fonction analytique réguliérede f dans ce plan coupé et il 


se dz = Lae 
en est de méme de Ta si nous réussissions A déterminer cette 


: dz . : : 
dérivée df en fonction de f, une quadrature donnerait ensuite z, 


et il ne resterait plus qu’a achever la discussion et le calcul de 
répartition de la vitesse dans le plan, soit en éliminant f, soit 
plutét en le conservant comme variable auxiliaire. 

Voyons done de plus prés quelles sont les conditions a remplir: 
partout a linfini dans le plan z, sauf dans les sillages, la vitesse doit 


étre horizontale et égale 4 1; on devra avoir partout l’équation des 
pressions 


: 1 
pPp=-— ats const. 


Mais il faut avoir soin de noter que, a cause de la présence de. 
discontinuités pour les vitesses, alors que la pression reste conti- 
nue, la valeur de la constante sera différente dans le sillage et a 
lextérieur. Dans le sillage, W est nul, et ona p =p; dans le 
fluide en mouvement, on a au contraire, comme ci- dessus, 


= pen =(r— W?). 


Le long des lignes de discontinuité, p étant égale a po, W reste 
constant, et égal a 1 qui est sa valeur 4 l’infini. 
Comme on a 


(8) —— =u-w= 


pes Sint Ne SLAC eget leg te Nt) er 
on concoit qu’il existe des cas simples ot la fonction Gz Pulsse 


étre facilement définie au moyen de f. 


Exemple. — Par exemple, considérons le cas d’un obstacle formé 
d'un segment rectiligne normal au courant. Alors les plans z et f 
fournissent les configurations suivantes ou dans le plan f les seg- 
ments w, et w de Og sont égaux et de longueur 4. 

Nous allons vérifier qu’on peut alors poser 


CLR ee AZ ten 
dz i V~k4ff—k 
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En effet, pour $=0,0< ~9<-k (bord supérieur de la cou- 


pure ). on prendra, les radicaux étant arithmétiques, 


ree per) ll peat a) a eres aD A, Petal ae eae 
Vf = V9. Vf—k=i k— 9, ds Sea Vk ae. 
donc i 
ay ge g ; 
u=o0, v Tad (Re: 


les points correspondants sont donc alignés sur un segment OP, 


Fig. 352. 


de l’axe Oy dans le plan 2z, et la vitesse y croit du resie de o a1. 
Pour k <¢ < +, nous aurons, au bord supérieur, 


Vi=ve, vVF=kave—h, |Z =u 


donc la vitesse sera égale 4 1 tout le long de la ligne correspon- 
dante du plan z. On a des résultats analogues pour |’autre bord de 


la coupure; la partie négative de axe Og correspond a la partie 
négative de l’axe Ox, 


On a donc bien réalisé ici la correspondance exigée avec toutes 
les conditions requises. 
Cas général. — Mais en général, pour des profils d’obstacles 
. , ° d x . . 
plus compliqués, la relation entre { et 4S apparait moins facile- 


ment. On simplifie alors le probléme au moyen d’un artifice 
imaginé par M. T. Levi-Civita, qui a consacré 4 cette théorie un 
Mémoire fondamental en 1909 : Scie e leggi di resistenza 
(Circolo Matematico di Palermo, t.1, 1907, p. 1). 


‘ d : 
Tout d’abord, on remplacera inconnue = par son logarithme 
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en posant 

d ! 
(9) of 49, o9=6+T, 


en sorte que 


(10) chee ef e-i0; 

© représente donc langle que fait dans le plan z Ia vitesse de la 
molécule avec Ox et. cette vitesse elle-méme est W =e". La 
condition W = 1 sur les lignes de discontinuité revient done a 
écrire T = o. 

Ceci posé, operons une transformation conforme qui remplace 
le plan f muni de sa coupure, par I’aire d’un demi-cercle dans un 
nouveau plan Z, et cela de facon que les lignes de discontinuité ), 
et 4, aient leurs images sur le diamétre du demi-cercle. I! suffit 
pour cela de poser d’abord 


f= F, 


qui donne dans le champ F un demi-plan; puis, en appelant 9, et 
, les valeurs de » qui correspondent aux points P, et P, de sépa- 
ration entre les lignes w et d, on posera 


P= 1 (Vqi+ Vee 2 (Va— Vea), 


les radicaux étant arithmétiques; on a ainsi dans le plan ¢ encore 
un pote mais les points P, et P, correspondent cette fois aux 


points ¢ = . Au point F = 0 (f= 0) correspond 
t= — Vei— V 92, 
Vers Vor 
Posons 


Ve1— V 92 Vo: wena =(Vei+ Vor.)=a 


Veit Vo: 
~(%4 z)’ 


nous aurons finalement dans le plan Z la représentation précisée 
par le dessin ci-aprés (fig. 353 )° 


Aux lignes i, et A, correspondent les rayons situés sur l’axe réel 


et enfin 


lI 


du plan Z; aux portions de parol w, et By correspondent deux 
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arcs de la circonférence |Z|=1, le point de séparation étant le 
point d’affixe e. 

La fonction Q, qui était une fonction analytique de f, devient 
une fonction analytique de Z réguliére dans le demi-cercle, et 


Fig 353. 


prenant des valeurs réelles sur l’axe réel OX, puisque T y est nul ; 
on peut done prolonger cette fonction dans le demi-cercle symé- 
trique du premier par rapport a l’axe OX, les valeurs prises par Q 
aux points symétriques devant étre imaginaires conjuguées. 

Observons que Z =o correspond a f=: c'est le point de 
séparation des deux lignes de discontinuité; la on a @=o et 
T=‘, doncs Q(o0)\ =o: Maintenant il est clair qu’une fonction 
analytique, réguliére dans le cercle de rayon 1, telle que &(0) = 0, 
et telle que sa partie réelle prenne des valeurs égales deux par 
deux aux points de la circonférence limite symétrique par 
rapport 4 OX, répond a la condition d’étre réelle sur l’axe 
réel, 

Or une telle fonction est entiérement déterminée dés qu’on se 
donne sur la demi-circonférence supérieure la succession des 
valeurs de @. C’est ce qui résulte de la théorie des fonctions 
harmoniques et du principe de Dirichlet. La fonction 8 est har- 
monigue dans le cercle et» prend sur la frontiére des valeurs 
connues; donc on sait écrire son expression dans tout le cercle, 
par la formule de Poisson; alors la fonction conjuguée T en 
résulte, @ une constante prés. qui est elle-méme déterminée par le 
fait que T doit étre nul en QO; il est alors nul partout sur le 
segment — 1, +1. 

Si nous supposons momentanément la fonction 2 (Z) connue, 
la relation 


o = eQ7. 


ee, ee 
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nous donnera par un calcul facile 


(11) dz =dzx+idy = e 22) df= f(z + > —20088)(Z — ae 


Alors de simples intégrations donneront les parois w, et w, et les 
lignes de discontinuité ), et Ay, en observant que Z = e'% corres- 
pond azo. Sur une paroi w,, ou wy, par exemple, |’élément 


d’arc sera 
do =|dz|=e-T| df}, 


c'est-a-dire, puisqu’on peut poser Z = e’*, avec s réel, 


dw = 2a%é—1| coss — cossq|| sins || ds |. 


L’angle de contingence sur mw, ou a, étant égal a dO, on voit que le 
rayon de courbure de la paroi est 
(12) K Borat (eyes 2 costa) ain he 
dé 
Cest un probléme dont la difficulté dépasse en général la 
puissance de |’Analyse moderne, que de déterminer la fonction 
analytique @ + /T par la connaissance de la paroi, celle-ci pouvant 
étre considérée comme donnée par la relation R= ¥(@) qui lie 
le rayon de courbure a l’angle © (encore cela supposerait-il que 
Yon connaisse exactement d’avance, et le point O de bipartition 
a avant du solide, et les points P, et P, ou 11 convient de limiter 
la paroi, difficultés que nous ne pouvons que signaler ici, faute de 
place). M. Levi-Civita a ramené le probléme a la résolution de deux 
équations intégro-différentielles 4 deux fonctions inconnues. On 
peut le ramener 4 une équation unique (H. Vii av, Annales de 


V’Ecole Normale supérieure, 1911, p. 284) a une inconnue @(s) : 


® i. 3 
E , 2a? (coss —cossy)sins Ss Dkei = Biss 
CUS eee ra Grae ‘ coss — cost 


Il n’est pas indispensable, pratiquement, de résoudre rigoureu- 
sement cette équation. En effet, si Pon se donne la forme de 
Vobstacle, la fagon dont doit varier @ = ®(s) quand le point e% 
décrit Ja demi-circonférence |Z|= 1, en résulte immédiatement, 
le point < correspondant décrit en effet le profil P,OP, dans un 
sens connu; on peut donc se donner la fonction ®(s) telle que 
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Yon soit assure d’obtenir finalement un profil d’obstacle ayant 
Vallure désirée, et l'on peut ensuite modifier aprés coup plus ou 
moins la fonction ® dont on est parti, pour transformer le profil 
courbe dans le sens qui conviendra; d’ot des solutions qui 
peuvent devenir, aussi approchées qu’on voudra, du probléme 
physique posé. 

Si l’on se dunne, comme on vient de le dire, cette fonction ® (s), 
on peut en déduire la fonction Q(z) de bien des mamiéres; en 
voici une trés rapide (H. Vitiar, Bulletin de la Société mathe- 
matique de France, 1911, p. 443) qu’on peut légitimer plus 
complétement par des raisonnements pour: lesquels je dois ren- 
voyer aux Mémoires détaillés : 


Soit 
0(Z) = 6(X, Y) + iT(X, Y) 
Posons 
Z)= xX —..Y, 
ona 


Q(Z,) = 0(X, Y) — #T(X, Y): 


et l’on voit que 


Q(Z) + 9(Z)) = 26 (=. -—*). 


20 


C’est la une identité par rapport a Z et Zy. Imaginons que nous y 
fassions Z= Zp, il viendra 


Q(Z) = @(Z, 0). 


Or 6(X, Y) est fourni par la formule de Poisson (cf. Prcarp, 
Analyse, t. II, p. 16) 


X. Yy 1 es 1—r? 
a arene | PGT arcu hese 
ot. Pon a posé 
Z=X+¢Y =re's; 


c’est-a-dire qu’on a 


1— X2— y? 


t—2(Xcoss + Ysins) + X?+ Y? ahs 


e(X,¥)= {e (5) 
0 


e 


i] vient donc 


(13) aa=t f- (s) ———_, Uo ions ds. 


2Zcoss +- Z2 
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nor as : : 4 

Mais l’hypothése, que la fonction Q (Z) prend des valeurs conju- 
guées aux points symétriques par rapport a l’axe OX, entraine 
comme conséquence 


(14) P(25n —5)= Ps), 


de sorte qu'il reste finalement 


™ F 
5) a2) == [ A i are Bom a 2 
0 


1—2Zcoss + Z? 


Enfin, la condition Q(0)=o implique, comme on le voit 


de suite, que la fonction ®(s) soit assujettie a la relation néces- 
saire et suffisante 


qn 
(16) ub ®(s) ds =o. 
0 


Au moyen de cette formule, on peut construire lasolution géné- 
rale de notre probléme. Une premiére difficulté évidente reste 
toutefois en suspens : si l’on veut connaitre ce qui se passe sur les 
parois @, et we, il faut calculer les valeurs de T sur ces parois, 
c’est-a-dire pour les points Z= e'*. Or, |’équation précédente, 
valable dans le cercle de rayon 1, ne donne pas les valeurs de T 
aux frontiéres, si l’on ne prend pas certaines précautions de 
calcul : la fonction sous le signe somme devient en effet infime. 


: il’ 5 te 
comme » pour s =s, sil’on a remplacé Z par e®. 
, Sac 
Pour lever rapidement cette difficulté, nous commencerons par 
e 
faire remarquer que la formule (15) peut étre remplacée par la 


suivante : 


a8 Q(7Z _— i anamre 
(Ca Og teres 


en retenant |hypothése 

P(or—s)= PMs). 
C'esi ce qu’on vérifie de suite. On a de plus évidemment le droit 
d@écrire, en supposant le point Z situé au voisinage du 
point e, mais pour Vinstant, toujours a Vintérieur de la circon- 


férence, 
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Or, Z étant intérieur au cercle, on trouve que 
®r4 Leis 
———— ds = 27; 
Ye Les 
0 
1+ Ze-is 


I 27 
(18) Q(Z) = &(e) + — i [#(s) — b(e)] ps. 
2.0 


d’oti 


Cette formule conserve un sens quand Z tend vers le point elt, 
et l’on voit que la partie imaginaure tend vers l’expression 


reat fo [b(s) — 4(e)] —“_, 


tang 


ce que la formule (14) permet de réduire a 


s 
+ col 


Tu 
T(e) = =f [2(s) ~ %2)] (cot 
C) 
c’est-a-dire enfin a 
sine fr" O(s)=#(e) 5. 


™ 0 cOsSs — COSE 


(19) Te) = 


On a maintenant tous Jes éléments nécessaires aux caleuls 
relatifs aux lignes A, \,, @, @2, dans chaque cas particulier. 


Pression exercée sur l obstacle. — ll est essentiel d’ajouter a 
ce calcul celui de la résistance éprouvée par le solide immergé, 
c’est-a-dire de la pression totale qu’éprouve celui-ci de la part 
du fluide. M. T. Levi-Civita a déterminé cette résistance par un 
procédé mathématique d’une grande élégance, que l’on trouvera 
par exemple dans notre volume Scientia, mentionné plus haut. 
Le procédé suivant, un peu plus long, se rattache davantage 
au sens physique de la question, et résulte des recherches de 
M. M. Brillouin. 

Nous partirons de ce théoréme, que la résultante des pressions, 
sur.un contour fermé quelconque situé dans le fluide, est égale a 
la quantité de mouvement que le fluide entraine hors de ce 
contour pendant l’unité de temps. 

En effet, pour un fluide quelconque de densité e, on a d’abord 


vas 
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Péquation de continuité 


ORAL GAN bane 


a C(x 0) 
Ajoutons cette équation, multipliée par u, a Péquation clas- 
sique 


nous obtenons 


_ op _ Apu) Apu?)  A(puy) 
pn ores gee a 


On aura une équation semblable relative & l’axe des y- Done la 
force appliquée a l’élement d’aire du fluide est égale Ala somme 
de Paugmentation locale de la quantité de mouvement et de la 
quantité de mouvement entrainée par le fluide hors de Il’aire 
envisagée. En faisant X = 0, supposant le mouvement perma- 


: fasioy 0 : Poa 
nent, et transformant l’intégrale double de oan appliquée a toute 
Ox 


laire intérieure 4 un contour donné, en une intégrale le long 
du contour, op a de suite le théoréme annoncé. 

Si donc nous appelons a, 8 les cosinus directeurs de la nor- 
male n at. contour, extérieurement a l’aire envisagée, et ds |’clément 
d’arc du contour, compté dans le sens positif qui laisse l’aire a la 
gauche du parcours, on aura les formules 


(20) [pxds = f (au + Be)uds. 


et 


(25) dz=—8ds. dy == % ds 


les intégrales ci-dessus étant étendues a tout le contour. 
Prenons maintenant comme contour fermé celui qu’indique la 
figure 354, OP, Q,QQ.2P,0, dont la partie (2,.QQ, est supposée 


trés éloignée du solide; nous aurons donc 


(22) [ ps ds + (au+ Byjuds 
“ Q,P, OP, Q, O,PLOP, Q: 


= iG pads +(au-+ Bv)uds. 
~ 2:00, 


544 '  EQUILIBRE ET MOUVEMENT DES MILIEUX CONTINUS. 


. . . 5 
Mais, sur le premier chemin, onaau-+e=0, car By Ay+ m2+ Ay 
est une ligne de courant; done la seconde intégrale de gauche 


Fig. 354. 


disparait. D’autre part, la pression est constante (= po) le long 
de , et Ag, et l’on peut sans inconvénient la supposer nulle en 
réduisant l’équation des pressions a 


p= =(—W?), 


car une pression constante Po appliquée sur tout un ¢ontour 
fermé donne une résultante évidemment nulle. Alors le premier 


sf pads. 
P,OP, 


Or c’est justement aussi a quoi se réduit la composante P, de la 
pression totale sur le solide. On a donc 


membre de (22) se réduit a 


(23) Pex f pads +(au—+Be)uds. 
0, Qk; 
On vient de rappeler que 


Se POWER See ee 
P 5 WAS u e2), 


done 


Peas f [%—a(ur+ 07) + 2u(ua +08) ds, 
7 10,00, 


et l'on aura de méme 


Pye f [B — B(ut+ 07) + 20(ua+ 0g) ds. 
0:00, 
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Ces résultats se condensent en la formule unique 


(24) P=Py+iPea— 2 f (dx —idy) 
0: 0Q. 

+ < (u— iv)? (da + idy). 

Mais Q:Q0, 
“u—te= wa erQh, 
d’ou enfin 
(25) pPa—i dx —idy + ~f eM ds. 
% 10,00, 2 Jo,0u 


_ Appliquons ce résultat, en supposant que le contour Q, QQsz, 
extrémement éloigné, soit représenté sur le plan Z par une petite 
demi-circonférence de centre O, et de rayon 6. Posons donc 


Z= del (o<y<2).- 
On trouvera de suite 
62 ett 
Q(L) = Beir 2'(0) += O"(0) +..., 
. a? | Bae es. cpa he 
ds = et df = 2} s+ Ber (0) + = et[i9"(0)—2(0)] +...} 

< [Ber + 5 enn — 20859] x< (Ber — ze) t dy, 

c’est-a-dire 


ta? [ ; 1 Ray ‘ pa ee 
dz = =a ay - Thee +s [— te-"¥ Q'(0) + 2.c085y e~"Y | 


I 4 . ’ 
+ 5 [2?(o) — 10"(0)] + 20 c0585y Q'(0) 
+ des termes contenant 6 en facteur }; 


d’ou, en changeant le signe de t, 


: ta? it ey Ur eae i 
de —idy =~ —— dy = Fe ¥+ 5 [eft O'(0) + 2008s €'¥] 


+ =[2'%(0) + 10"(0)] 


— 26 c08sy 2'(o) + termes en 6 


ee 


Comme ona 
e—2§ QZ) dz = e122) df, 


cette derniére expression s obtiendra au contraire en partant de la 


A. — It. ; 35 
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premiére et en changeant le signe de Q, ce qui donne 


faz e 

eX) dg = pel —_ = e- tty + [ie 'y O'(0) + 2.C08 Sq e~*¥ } 
2 62 8 
+=[9'(0)+i9"(0)] 


— 210859 Q'(0) + termes en at. 
Donc il vient, en portant dans (25), 
(26) (P= [iat dy{— 289841, 28887 70"(0) + 2 c0850] 
0 
+ £M"(0) + 24(0) — 44 c0ss90'(0) +5 «...)}. 


Les termes en cos2y et cosy donnent zéro dans l’intégration, et il 
reste, quand on fait tendre 4 vers zéro, 
4P =itxra? { Q'2(0) +.([2"(0) — 4 cosso a'(o)}}, 
© est-a-dire 
| prs * 22(0), 


(27) 
| Pye rat] 0'(0) coss,— taro)|. 


La méme méthode permet d’évaluer le moment résultant, par 
rapport a lorigine du plan z, des pressions qui s’exercent sur le 
profil solide. En effet, on peut comme ci-dessus réduire py 4 zéro 
sans inconvénient; de plus, on a le théoréme suivant, dont la 
démonstration est analogue a celle dont on s’est déja servi : le 
moment résultant des pressions est égal au moment des quantités 
de mouvement entrainées par le fluide hors du contour fermé pen- 


dant unite de temps. On a done 


Ot 


I 


f — p(ay -—— bBar)ds 
-/P, OP, 


=— play — Bx) ds +-(au+ Be) (uy — ox) ds, 
~ 0.00, 
c’est-a-dire 
ou = — (ay —Bax)ds 
~"Q: 00, 
rocus 
maf 


*7Q..09 


J 
2 


[2iau + Pol(uy- ex)— (ut vt)(ay — Br)] ass 
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ou bien 
J 1 
eon (adx+ydy) 
Q: 00; 


1 
—if [(u?— 0?) y—2uvx]| dy —[(u?— o*)x + aw y] dz, 
Q: QQ, 


ou enfin 
ML = — (28+ ¥*)Q,00) + sa f env ON aids, 
95QQ, 
le symbole & signifiant que l'on doit prendre la partie réelle de 
Pexpression écrite. 

Le moment étant, par sa définition méme, indépendant de la 
ligne Q, QQ, sur laquelle on fait le calcu], nous choisirons la méme 
ligne trés éloignée que ci-dessus. Dans les deux termes de on les 
termes qui deviennent trés grands pour 6 trés petit se compen- 
seront exactement, les termes qui tendent vers zéro avec 6 sont 
négligeables, et il n’y aura a évaluer que les termes. finis non nuls. 
Comme z et e~?!°%dz contiennent tous les deux des termes 


I > ny , 
en => il suffira de pousser le développement de ces deux expres- 


sions jusqu’aux termes en 6? seulement. D’ow une évaluation 
de OW, qu’il sera facile d’obtenir dans chaque cas particulier, 
et qu'il est inutile d’écrire ici dans le cas général. 

Des calculs simples, que je ne reproduis pas, et que le lecteur 
rétablira du reste aisément au moyen des formules générales 
établies ci-dessus, fournissent la solution compléte du cas Lypique 
ou le profil solide est constitué par deux segments rectilignes 


_ OP,, OP,, le point de subdivision du courant coincidant avec 


le sommet de i’angle P,OP,. Si 5a désignent les angles 
de OP, et de OP, avec Oz, il suffit de prendre ®(s) égale respec- 
tivement a ces deux constantes sur les deux ares de Ja circonférence 
du plan Z correspondant a @, et Bp. On trouve ainsi pour Q la 


fonction particuliére 


2aL i(Z — eo) 
(a8) Pe) ee ened 


La détermination choisie pour le logarithme est celle qui se 


; : ord ‘ A ey 
réduit a i(s0— 9) pour Z=o0, et que lon suit par continuité. 
2 
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La condition générale (16) implique entre les constantes la 


relation 


(29) =F (142): 


T Tt’ 2 
=-(s= - robléme traité est alors 
En supposant « - (s 6+ aE le probléme traité 


celui de la lame rectiligne unique P,OP, placée devant le courant 
sous une inclinaison sy. On trouve, par l’application des formules 
générales, que la longueur totale / de cette lame est 


(= a?(4 + TSINSo). 


On trouve d’autre part 
. Oe 
P= a? 7 sin? So, P= iB fo: 


d’ou une formule célébre, due a Lord Rayleigh, qui donne la 
résistance directe rapportée a l’unité de longueur de la lame : 


Pz, - WSiN? So 
39) cE: Danan 


ne t . : 
Dans ce dernier exemple, ot l’on suppose « = az la difficulté 


soulignée an début du paragraphe, relative a la position du point 
de bipartition du courant, se trouve avoir disparu d’elle-méme. 
Le calcul détermine aprés coup les longueurs OP, et OP, des 
deux portions de la lame unique, et la position du point O sur 
cette lame en résulte en fonction de l’inclinaison. Mais, dans le 


: Re tas : 2 , 
cas ol a 5) sia et 6 sont donnés, sy en résulte par la condi- 


tion (29), et les longueurs OP,, OP, étant ensuite déterminées 
a posteriori par les équations antérieurement mises en évidence, 
on voit bien que le probléme ne se trouve résolu, pour I’obstacle 
formé de deux lames OP,, OP,, que dans le cas particulier ot le 
rapport des deux longueurs OP,, OP, posséde justement la valeur 
précise que donne le calcul en question. 

En général, donc, le probléme n’est pas résolu, méme pour l'obs- 
tacle si simple dont on vient de parler. 

Il y a la une grosse et importante difficulté. La premiére idée 
qui se présente, pour lever cette difficulté, consiste a déplacer le 
point mort, ot le courant se subdivise, et a ne plus le supposer en 
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coincidence avec le point commun aux deux segments. Le procédé 
ae he T SL ' is : 

réussit pour 2 >> s c’est-a-dire si l’aréte vive de l’obstacle n’est 
pas directement opposée au courant. Au contraire, le procédé est 
. % . B T 

inapplicable si, a étant < at le bec de V’obstacle est devant le 
courant. Cela tient a la nature de la discontinuité de la fonc- 
tion ®(s) au pointe qui correspond a la séparation des deux 
segments. On peut montrer que, en un tel point de discontinuité 


pour ®(s), le coefficient de 1 dans Q(z) devient nécessairement 
infini, positif ou négatif, selon que la différence 


©(s, +0) — &(s,—0) 
est inférieure ou supérieure a x. Cette différence étant dans le cas 
actuel précisément égale 4 22, on apercoit la raison du fait énoncé 
dans ce qui précéde : pour a> ~, T devient égal 4 —o, 
et W = e* devient nul au point OQ; il n’en résulte rien d’anormal ; 
au contraire, si «< =, W deviendra égal a J28, et la pression p 


& — 0, conclusion inadmissible pour toute application physique. 
Il est donc nécessaire d’admettre dans ce cas (ce que du reste fait 
prévoir lobservation) que la ligne de courant venue du point I de 
hipartition (placé sur OP, par exemple), une fois arrivée en O, se 
détache du profil solide dans la direction IO, pour laisser a sa 
droite une plage de fluide mort accolée a OP . Cette plage, si le 


Fig. 355, 


point | est trés voisin de O, sera peu étendue, et intéressera une 
faible portion OJ de la lame OP,; elle sera séparée du courant 


550 EQUILIBRE ET MOUVEMFNT DES MILIEUX CONTINUS, 


général par une ligne A, le long de laquelle la vitesse sera cons- 
tante, plus petite que 1, et non forcément égale a 1. Si le point 1 
s’éloigne de plus en plus du point O, on congoit que la plage OJ 
sera de plus en plus étendue; 11 pourra méme arriver, pour une 
inclinaison suffisante, que le point J atteigne le point P,, et a partir 
de ce moment la lame OP, ne jouera plus aucun réle, devenant 
complétement noyée dans le sillage de la lame OP2. 

Les configurations qu’on vient de décrire sont possibles a 
réaliser. Mais la présence de la ligne 4 supplémentaire complique 
beaucoup la question; mathématiquement, il s’agit maintenant 
d’un tout autre probléme, dont nous reparlerons un peu plus loin 
(cf. H. V., Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 
1919, p. 379-404). 

Avant de quitter le probléme type dont nous nous sommes 
occupés jusqu’ici, nous devons signaler les divers genres de diffi- 
cultés, souvent impossibles a déceler a prior(, qui peuvent aprés 
coup rendre illusoire la solution exposée plus haut. 

Tout d’abord, comme nous l’avons vu, la vitesse W(= e') ne 
doit nulle part devenir supérieure a 1 dans le fluide; cela exige 
que T soit partout négatif ou nul, et comme il est nul sur le 
diamétre horizontal du domaine demi-circulaire, et comme d’autre 
part c’est une fonction harmonique réguliére dans le demi-cercle, 
il suffira de s’assurer qu’il est négatif ou nul sur toute la demi- 
circonférence frontiére. Or cette derniére condition n’est nullement 
assuréé @ priori, et elle impose a la fonction arbitraire ®(s) cer- 
taines limitations. 

En second lieu, il faut que quand on revient du plan’Z au plan z, 
par lintermédiaire de la formule 


ee pi SZ) = 
dz=€ aT aZ, 


il ne se présente pas d’impossibilités. Or il peut arriver que les 
courbes qui limitent le fluide en mouvement, construites au moyen 
de cette formule, se recoupent, soit elles-mémes, soit les unes les 
autres, ce qui est physiquement inacceptable. C’est la une diffi- 
culté singuliére, qui dans la théorie de la représentation conforme 
n’avait pas encore étudiée, et qu’il était malaisé de prévoir : aucune 
régle n’existait encore dans cette théorie, permettant de prévoir, 
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sur la représentation conforme de la dérivée d’une fonction, les 
recouvrements possibles dans la représentation de la fonction elle- 
méme. M. Brillouin a le premier mis en évidence cette source de 
difficultés. : 

On trouvera dans un Travail spécial (H. V., Journal des Mathe- 
matiques pures et appliquées, 1914, p. 231-290) un certain 
nombre de résultats concernant les restrictions a apporter a la 
fonction ®(s) du fait des ordres de difficultés qu’on vient de 
signaler. Sans pouvoir entrer ici dans les détails, énongons seule- 
ment quelques théorémes : 

En nous bornant 4 des mouvements symétriques par rapport 
a Ox, les difficultés relatives aux vitesses sont évitées si l'on a 


®(s) coss = fonction croissante de s, 


pour 
OLS < zy 
2 
ou bien 
'(s) sins = fonction croissante de s, 
ou bien 
tb"(s) coss = fonction croissante de s 
avec 
®'(+ 0) =0, 
ou bien 
©” (s) sins = fonction croissante de s 
avec 
T 
®'(+0)=0 et a (=o) So, RS: 


Ces théorémes sont compatibles avec des formes d’obstacles 
quelconques. Tous les profils concaves vers le courant se rattachent 
au premier des théorémes ci-dessus. 

Pour les profils convexes, lorsque ces résultats ne se trouvent 


pas applicables, on a encore celui-ci : les vitesses sont certaine- 
®'(s) 
Ss 


ment acceptables si la fonction — reste croissante dans l’inter- 


sin 
valle o, =. 

Quant a la difficulté relative aux recoupements, elle ne se 
présente pas pour les profils concaves vers le courant, dés que la 
fonction ®(s) ne sort pas des limites + 2%, — =; pour d’autres 
formes de profil, on a des résultats tels que le suivant : si ®(s) reste 


G s mu : , . 
inférieur ou égal a @(-+ 0) entre o et ~, et si ®(s) sins est une 
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fonction croissante dans cet intervalle, la difficulté en question est 
encore évitée. 

A Vexamen des difficultés éventuelles que nous venons de 
signaler, se rattache une définition trés importante, que nous 
devons noter. 

En général, le calcul qui fournit a posteriort les lignes Ay et Ao 
donne pour celles-ci, en P, et P,, des rayons de courbure nuls. 
Cela exige pratiquement que l’obstacle P, OP, soit a bords tran- 
chants, de facon que les lignes de discontinuité puissent s’incurver 
effectivement a l’arriére, sans étre génées par la portion du _ profil 
de l’obstacle noyée dans le sillage arriére. Or le cas pratiquement 
le plus intéressant est, au contraire, celui ot l’obstacle a un profil 
donné (par exemple ot ila la forme générale d’une proue de 
navire ) tel que l’indique le dessin ci-dessous ( fig. 356). 


Fig. 356. 


Les points P, et P, sont alors des points du profil, non pas, 
quelconques, puisqu’ils sont déterminés par le calcul, mais sans 
propriétés géométriques particuliéres sur ce profil. En ces points, 
les lignes A, et A, doivent se détacher tangentiellement, avec des 
rayons de courbure égaux (ou au moins égaux) aux rayons de 
courbure de la paroi solide en ces mémes points. M. M. Brillouin 
appelle proues les profils P, OP, tels que les lignes de discontinuité 
s’en détachent avec un rayon de courbure non nul. En supposant 
le profil et le mouvement symétriques par rapport a Ow, j/ai 


fait voir que la condition d’existence d’une prove était la 
suivante : 


Aa 
/ 


; “F p'(s) i 
(31) { ing BPE So) ee. 


e760 


Considérons toujours le probléme général d’un obstacle dans 
un courant indéfini. Nous voulons mettre en évidence encore deux 
points essentiels. 
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Le premier de ces deux points, dont il a été déja question plus 
haut, est que, pour certaines configurations d’obstacles, le pro- 
bléme posé ne s’est pas trouvé encore recevoir de solution : par 
exemple, pour le cas ot l’obstacle est formé par un diédre P, OP, 
tournant sa pointe vers le courant, lorsque le point de bipartition 
ne coincide pas avec !a pointe elle-méme, c’est-a-dire lorsque l’in- 
clinaison du profil n’est pas trés particuliére. Nous avons déja 
indiqué comment il faudrait sans doute envisager la question en 
pareils cas. Si nous faisons la représentation du champ qu’indique 
la figure 355 sur le plan de la variable /, nous voyons qu’on obtient 
la représentation suivante, en supposant encore que l’on ait f =o 
au point O : 

Fig. 357. 


ww, xz jee) aie 


oO We Az 


La relation f = ¢? nous fera passer, de ce plan coupé, au demi- 
plan supérieur dans le domaine de la variable ¢ (= ¢, +-¢) 


Fig. 358. 
te 
A2 , |wo,. A w Art 
SON Se 
(ge fo) 6 c da a 


Puis la transformation 


ty = : 
ml s/o a) (i bbe) (be) 


dans laquelle a, b, c, d désignent les abscisses des points de la 
figure précédente, fera correspondre a ce demi-plan l’aire dun 
rectangle dans le plan Z,. On peut alors poser, en désignant par 
w, et w, les demi-périodes (réelle et imaginaire pure, respective- 
ment) des fonctions elliptiques introduites : 


1 p'(Zifo4 os) — py 


wi, w,) a+b+e+d 
2 p(Zy jo, oz) — p(y] 4, 3) 4 


b) 


y étant une constante réelle convenable; le rectangle du plan Z, a 
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pour sommets les points 


"us Y t 1 t ho 2 Y / 
_ = —=- + Ww —-—- + w&, +w — + Ws. 
a 2 1) 2 1 3» 2 3 


Il s’agira ensuite. dans ce rectangle, de construire une fonction 
analytique Q (Z,), satisfaisant aux conditions suivantes (nous 


Fig. 359. 


conservons les notations mémes utilisées plus haut) : 

La partie réelle de Q doit étre égale 4% — 6 sur w, a—a-—6 
sur B2,a— %2—6-+ 7 Sur Dy. 

Le coefficient de ¢ dans Q doit étre nul sur i, et dy, égal a—a 
sur ); a désigne ici une constante positive, égale a log W,, si W, 
est la vitesse, constante ou inférieure a 1, du fluide sur ). 

On peut obtenir une telle fonction Q(Z,) suit en appliquant 
certains résultats du Mémoire de M. H. Villat des Acta mathema- 
tica(1g16, p. 101-178), soit en transformant le rectangle en une 
demi-couronne circulaire, par la relation 


7 

ig Ww ig v 

Z,= —logZ— ++ 0%, 
in a 


ri 


et en faisant usage d’une formule qu’il a démontrée (Circolo di 
Fig. 360. 
e So 
Wy 


eee: 
x Oo GAA! Xx 
Palermo, 1912, p. 134-175). Voicile résultat : les deux circonfé- 


i 


itw' 
rences limitant la couronne ont pour rayons 1 et q ide iene oye 
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ce dernier plus petit que 1; en posant alors 


P Ww 
/ 3 
w', = tb 4, w= =» 


on parvient a la fonction suivante : 


Wy ws ) 


G4 13 Qh 
= ( = log Z = 50 


(32) Q(ZL) = tlog ; rm 
04 1 
o( zlosZ+ = fo 10 ) 
(a 2) logZ+ x—a—6. 


On prend pour logZ la détermination principale, et, pour le loga- 
rithme du quotient des fonctions ¢, la détermination égale air 
pour Z = 1, suivie ensuite par continuite. 

L’existence méme de cette fonction exige que !’on ait la 
condition 


(33) Re ae eet yg sy to) 

tw, 
La question est alors encore loin d’étre résolue. Car il faut étre 
assuré de pouvoir choisir les paramétres doni dépendent les équa- 
tions, a savoir, ®,, D3, 4, So, y, de fagon que d’abord nulle impos- 
sibilité ne se présente qui rende la solution illusoire, et ensuite de 
facon que cette solution corresponde bien a la configuration de la 
figure 355, c’est-a-dire en particulier de fagon que le point O se 
trouve bien sur le prolongement du segment JP,. D’ou une discus- 
sion a faire, dont on apercoit les éléments. Bornons-nous a dire 
qu'il résulte de cette discussion que la solution ci-dessus est effec- 
tivement acceptable pour des valeurs convenables des paramétres. 
Je me permettrai de renvoyer, pour le détail, soit aux Mémoires — 
cités plus loin, soit au livre de la Collection Scientia consacré a 
Ces questions. | Apercus théoriques sur la résistance des fluides 
(Collection Scientia, Paris, Gauthier-Villars), a paraitre inces- 
samment. | ; 

Par des procédes tels que celui dont on vient de se servir, on 
voit donc qu’en général le probleme du mouvement permanent, en 
présence d’un obstacle donné, comporte une solution répondant 
aux prinecipes ci-dessus, et comportant un sillage en repos a 


larriére. 
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Le second point essentiel sur lequel nous désirons attirer l’atten- 
tion est celui-ci : il y a des cas ot !’on peut trouver, non seulement 
une solution de ce genre, mais au moins deux. Résultat assez 
inattendu, et qui ouvre une nouvelle catégorie de questions : s’il y 
a plusieurs solutions, laquelle correspond le mieux a la réalité 
physique? Sans élucider ce point ici, nous nous contenterons 
d’indiquer rapidement un cas de double solution. 

Il suffit de considérer un diédre P, OP, analogue a celui dont il 
a été question plus haut, mais placé la pointe en arriére. Le pro- 
bléme peut alors étre traité exactement par le procédé expliqué au 
début, en formant au moyen de la formule (15) une fonction Q(z) 
qui prenne sur la frontiére |Z|= 1 les valeurs constantes défimies 
par les inclinaisons des deux lames sur le courant; la ligne qui se 
subdivise en I, sur OP, par exemple, suit exactement le profil de 
Yobstacle, de part et d’autre, ne s’en détachant qu’en P, et Py. 
On s’assure aisément que lon peut disposer de la position du 
point J, et de la valeur des paramétres qui interviennent, pour 
obtenir une solution qui corresponde a un profil P, OP, donné 
en grandeur et en direction. 

Mais on peut obtenir une autre solution en imaginant qu'il se 
soit formé, au voisinage de langle O, une région (fig. 361) de 


Fig. 361. 


fluide mort le long de laquelle le fluide glisse aprés s’étre détaché 
de la paroi OP, (par exemple) pour aller se raccorder plus loin 4 
la paroi OP,. Le long de la ligne qui délimite cette région morte, 
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la vitesse du fluide sera constante et plus petite que 1. On se trou- 
vera en présence d’une configuration trés analogue a celle quia 
été étudiée dans le paragraphe antérieur, et l’on peut l’aborder par 
les mémes procédés. Le probléme sera résolu par l’introduction 
d’une fonction Q (z) de méme provenance que la précédente. Mais 
la condition d’alignement des points OJP, devra étre remplacée 
par une autre, concernant la ligne ): il faudra que celle-ci soit 
tout entiére en avant de l’angle P, OP., de facgon que l’existence de 
la plage morte soit compatible avec celle de l’obstacle lui-méme. 
Cette condition sera certainement remplie, si l’on introduit la 
relation 


(34) aw bi (Sts 


21 4 
0105) SS “Mt spt a =, 


ot %, désigne la fonction elliptique connue. Bien entendu, il 
faudra adjoindre a cette condition toutes celles qui expriment en 
outre que la solution est acceptable et non illusoire. La discussion 
détaillée assure l’existence effective de la solution cherchée II y 
a donc, pour l’obstacle considéré, plusieurs solutions. Le fait est 
général pour tous les obstacles dont le profil posséde un point 
anguleux au voisinage duquel le creux se présente directement au 
courant. M. R. Thiry vient de compléter ce résultat, én mon- 
trant, dans le cas du diédre, que les deux solutions signalées 
précédemment forment les deux chainons extrémes de toute une 
série continue de solutions, toutes également acceptables du point 
de vue physique (Comptes rendus, mars 1920). 

Une foule d’importants problémes d’Hydrodynamique, relatifs 
aux fluides parfaits, et méme aux fluides pesants, ont pu étre étu- 
diés au moyen de principes analogues a ceux qu'on a exposés ci- 
dessus, et ont pu ainsi recevoir des solutions (prebléme des jets 
fluides, mouvement d’un solide dans un canal, etc.). On trouvera 
un exposé détaillé de ceux qui se rattachent plus spécialement a la 
résistance des fluides, dans le Volume de la Collection Scientia 
auquel on a fait allusion plus haut. La bibliographie, deja impo- 
sante, des Travaux auxquels tous ces problémes ont donné lieu, se 
trouve dans l’Encyclopédie des Sciences mathématiques, IV, 
vol. 5, fasc. 2. Un résumé de ces .ravaux a paru dans le Bulletin 
des Sciences mathématiques (février-mars 1918). Nous devons 
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nous borner a y renvoyer le lecteur, ainsi qu’aux Mémoires origi- 
naux, dus principalement 4 MM. U. Cisotti, B. Caldonazzo, 
A. Palatini, V. Valcovici, T. Boggio, Leathem, etc. 

Nous terminerons cette étude par une indication sur lun des 
plus importants problémes de la Théorie, celui ot lon étudie le 
mouvement d’un solide dans un fluide limité, d’un cété, par une 
paroi fixe paralléle ala direction du courant général (de vitesse 1 a 
Vinfini). C’est le cas réalisé approximativement par un aéroplane 
volant horizontalement. On constate que la transformation 


= A [«: —_— p(= sos) | log| en + p (72 logZ — os)| 


(ou A désigne une constante positive, sy un arc entre 0 et x, et 
ot pest la fonction de Weierstrass aux demi-périodes w, et w3) 
permet de ramener Je champ du plan z occupé par le fluide en 
mouvement, a l’aire d’une demi-couronne. La solution générale 


Fig. 362 


~ 
TS eee ee 


estalors obtenue par une fonction Q(z) qui joue un réle analogue 
a celle de Ja théorie antérieure, et qu’on peut calculer par la 
formule 


t L Tw 
(36) Q(Z) = “St p! (Fil08z) (s) ds 
5 ey el Ape O41 
p(FzlowZ) ~ pots 


0 


® (s) satisfaisant a la relation nécessaire 


ee 
(37) hi ®(s)ds =o. 


ae 


Le cas dun profil réduit a un segment rectiligne (fig. 362) 
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incliné sur l’axe Ox d’un angle ¢ correspond a 


o ( Ti logz — = 9) 
nT Tt ns 


(38) Qy(Z) = Flog elogZ +e. 


Wy WW; 
 ( PHlogZ are =) 


Le calcul de la résistance éprouvée par Vobstacle présente des 


difficultés particuliéres. La composante horizontale de cette résis- 
tance est égale a 


ee 2A w}(e, — €3)? (eg— 3)? ™ (s)ds V. 
x a3 RM Ticks 
sss Sea 
A : 
Pour un segment de longueur / normal au courant (« =), on 
trouve 
4 1 
Pz *( ae Ue ) 
hare w ; 
m (tat — 2) + 2(,/e;— e3;— Ve,— ez) 


: : x 3 Bir ge as 
expression qu’on démontre étre exactement égale a : cest la 
4+7 


méme valeur que pour le cas du fluide illimité dans tous les sens : 


mais on démontre aussi que cette analogie ne se conserve pas pour 
une inclinaison quelconque. 
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EXERCICES. 


1. Etudier le mouvement des particules liquides dans un clapotis, mouvement 
ondulatoire résultaat de deux ondes progressives simples identiques, mais de 
vitesses opposées (n° 788). 


Réponse. — Les trajectoires des particules sont des segments de droites dont 
on étudiera l’inclinaison sur ]’horizon (voir Nau, Thése, 1897). 


2. Mouvement de trois tubes de tourbillon infiniment déliés dans un liquide 
indéfini qui se meut parallélement @ un plan fixe. 


On résoudra ce probléme en appliquant les équations générales (21) au cas de 
trois tubes (n° 792). 


Le probléme se raméne a des quadratures, comme on peut le prévoir d’aprés 


a 
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le théoréme du dernier multiplicateur (Chap. XXV). (Voir Grésit, Inaugural 


Dissertation, Gettingen, 1877; Kircunorr, Mechanik, p. 260; PorncarE, Legons 
sur la théorie des iourbillons, p. 84.) 


3. Mouvement d’un seul tube de tourbillon infiniment délié A, dans un liquide 


qui se meut parallélement au plan 2Oy et qui est limité par deux cloisons Ox 
et Oy formant un diédre droit. 


Réponse. — Le mouvement est le méme que Si le liquide recouvrait tout le 
plan xOy et contenait quatre tourbillons placés aux sommets d’un rectangle, le 
tourbillon A, et ses symétriques A,, Aj, A, par rapport aux axes et au point O. 
(Application du principe des images analogue a celle du n° 794.) 


4. Dans la houle du n° 795, vérifier que le niveau de l’eau a l’état d’équilibre 
est au-dessous de la ligne des centres C,C du cercle générateur de la trochoide 


(fig. 345). 


Réponse. — On démontre que, dans l’étendue d’une onde PQ, les aires des 
sections des vagues au-dessus de C,C sont moindres que les aires des sections 
des creux au-dessous. La différence entre ces deux aires est égale a l’aire du cercle 
de rayon CM. Le niveau de |’eau a l’état d’équilibre doit étre tel que les aires 
des sections des vagues au-dessus du niveau soient équivalentes aux aires des 
sections des creux au-dessous. (Guyou, Théorie du navire, 2° édition, p. 270.) 


5. Tourbillon elliptique de Kirchhoff. — Dans le mouvement d’un liquide 
indéfini parallélement a un plan fixe, il peut exister un seul tube de tourbillon, 
homogéne, c’est-a—dire tel que € ait la méme valeur en tous ses points, ce tube 
ayant pour section droite une ellipse de grandeur invariable qui tourne d’un 
mouvement uniforme autour de son centre avec la vitesse angulaire 


ab 


aria, Camere 


a et b désignant les axes de l’ellipse. Les diverses particules décrivent des cercles 
non concentriques avec la vitesse angulaire 2A. (Voir KrRCHHOFF, Mechanik, 
p- 261, 264.) 

Pour a = b, on retrouve les résultats de l’exemple du n° 793. 


6. Appliquer aux équations canoniques définissant le mouvement des tubes de 
tourbillon infiniment déliés (p. 48x), les théorémes généraux sur les équations 
canoniques (Chap. XXV). (Voir une Note de M. Ernesto Laura, Accademia 
Reale del Scienze di Torino, 11 mai 1902.) 


Ay IE 36 
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CHAPITRE XXXVII. 


FLUIDES BAROCLINES. 


799. Objet du Chapitre. — On doit 4 M. Bjerknes des résultats 
trés importants au point de vue mathématique comme au point de 
vue physique et météorologique. L’exposé de ces résultats, que le 
savant géométre de Bergen a bien voulu rédiger pour ce Traité, 
fait objet fondamental de ce Chapitre. Tout le paragraphe [ cons- 
titue la rédaction de M. Byerknes. 

Dans le paragraphe II, nous avons rappelé des généralisations 
diverses de la Théorie des tourhillons, dont la plupart, sous une 
autre forme, rentrent dans les travaux de M. Byerknes. 


I. — DYNAMIQUE DES FLUIDES BAROCLINES. 


800. Fluides barotropes et fluides baroclines. — On peut appeler 
barotropes les fluides ou la densité est déterminée uniquement 
par la pression en vertu d’une équation caractéristique /(p, p)=0, 
dans laquelle entrent exclusivement les variables 9 et p. Dans ces 
fluides, il y a toujours coincidence entre les surfaces d’égale pres- 
sion et celles d’égale densité. Mais, dés que d’autres variables indé- 
pendantes entrent dans cette relation, les surfaces des deux sys- 
témes sont inclinées les pnes vers les autres. Le fluide devient ce 
*qu’on peut appeler barocline. 

En dehors du cas oa léquation caractéristique n’est pas inter- 
venue dans nos déductions, nous nous sommes exclusivement 
occupés, dans les Chapitres précédents, de la théorie des fluides 
barotropes. Mais dans l’équation caractéristique de tout fluidé 
naturel, il entre, outre les deux variables p et 9, au moins une 
troisiéme, la température. D’autres encore peuvent intervenir, par 
exemple la concentration saline des eaux de Océan ou Vhumidité 
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de lair atmosphérique, qui varient en général d’un point a lautre. 

Comme les grands mouvements atmosphériques et océaniques 
ont leur origine exclusive dans les différences de densité dues aux 
variables : température, humidité ou concentration saline, on voit 
qu il est impossible de discuter a fond ces mouvements sans aborder 
la théorie des fluides baroclines. 

Cette généralisation est donc d’une importance capitale pour les 
applications pratiques de PHydrodynamique. Mais son intérét 
théorique n’est pas moindre, car elle nous permet de discuter au 
fond les analogies remarquables qui existent entre le champ de 
mouvement hydrodynamique et le champ de force électrique ou 
magnétique. 


801. Propriétés géométriques du champ barocline. — Dans les 
développements suivants, il est commode d’introduire, au lieu de 
la densité 0, son inverse, le volume spécilique ¢ : 


o 


(1) 


Appelons csostéres les surfaces d’égale volume spécifique, et 
tsobares-isostéres les courbes d’intersection des surfaces isobares 
et des surfaces isostéres. Le long de ces courbes, il y a done cons- 
tance simultanée de la pression et du volume spécifique. Dans les 
fluides barotropes, les surfaces des deux systémes coincident, et 
c’est sur toute leur étendue que cette constance simultanée est 
réalisée. 

Conyenons maintenant de tracer les surfaces isobares pour des 
différences unité de la pression, et les surfaces isostéres pour des 
diflérences unité du volume spécifique. On obtiendra alors une 
division du champ entier en des tubes dont les sections sont des: 
parallélogrammes curvilignes, et qu’on peut appeler des tubes- 
untté ou bien des solénoides isobares-isostéres. En choisissant 
convenablement les unités, on arrive a donner a ces tubes des sec- 
tions aussi petites qu’on veul 

Désignons par n, la normale aux surfaces isostéres, par Nz la 
normale aux surfaces isobares, et considérons les deux vecteurs 


d: 
(23) Bas dn,’ keegan ire 
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qui sont dirigés suivant ces normales. Voici quelle est l’importance 
dynamique du premier vecteur B : il nous montre la direction qui 
va des masses de grande inertie, et par conséquent moins mobiles, 
vers les masses de petite inertie, et par conséquent plus mobiles. 
C’est pourquoi nous pouvons l’appeler le vecteur de mobilité. Le 
second vecteur G détermine la direction et la valeur de la chute la 
plus rapide de la pression. Il est égal a la résultante des pressions 
agissant sur l’unité de volume due a la pression..C’est le vecteur 
qu’on appelle, en Météorologie, le gradient de pression. 


Fig. 363. 


Ces deux vecteurs permettent de définir un troisiéme, A, qui 
est normal au plan déterminé par B et G, dont la valeur numérique 
est égale a l’aire du parallélogramme formée par les deux segments 
de ligne représentant B et G, et dont la direction positive est telle 
que les trots vecteurs A, B, G forment un systéme positif orienté 
comme.celui des axes de coordonnées X, Y, Z (7). Ainsi, la rota- 
tion positive autour de A transfére B en G. A est done ce qu’on 
appelle le product vectoriel des deux vecteurs B et G. 

Il existe une relation simple entre le parallélogramme |BG sin§|, 


(*) Nous aous servons, dans ce Chapitre, du systéme de coordonnées adopté 
généralement en Astronomie et en Physique : par exemple, si l’axe des x est 
orienté vers I’Est et celui des y vers le Nord, celui des s sera dirigé verticalement 
de bas en haut. Dans ce systéme, Ja Terre effectue une rotation positive autour 
de l’axe dirigé du péle Sud vers le pale Nord; de méme le champ magnétique 
tourne dans le sens positif autour du courant électrique. 
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qui représente la valeur numérique du vecteur A, et celui qui 
forme la section normale d’un solénoide isobare-isostére. Identi- 
fions dans les formules (2) la différentielle dn, avec la distance h, 
entre les deux surfaces isostéres ¢ =e) et ¢ — eoti,et la diffé- 
rentielle dn, avec la distance h, entre les deux surfaces isobares 
P = Po et p = po-+. Les variations correspondantes de ¢ et de p 


étant alors égales a lunité, on a |B| = + eb, | Giles et ainsi 
his 1 2 
; . sind : : 
| BG sin8| = a Mais, comme on voit d’aprés la figure, 
hy he 


, v8 : 2) : 
nee représente l’aire du parallélogramme que forme la section du 


solénoide. Ainsi les deux parallélogrammes sont réciproques l’un 
de l’autre. Donc, d’aprés la définition méme du vecteur A, le pro- 
duit de Ja valeur absolue de ce dernier par la section d’un solénoide 
est égal a l’unité. 

C’est-a-dire : les solénoides sont des tubes de flux unité du 
vecteur A. 

Evidemment, les courbes et les sulénoides isobares-isostéres sont 
fermés sur eux-mémes. ou finissent aux surfaces limites du champ. 
Une courbe fermée quelconque L, tracée dans le fluide, enlace 
donc un nombre N complétement déterminé de ces solénoides 
qu’on peut compter algébriquement. Pour le faire, on peut mener 
une surface quelconque par la courbe fermée et compter le nombre 
de petits parallélogrammes intersections de la surface avec les solé- 
noides. Un parallélogramme compte pour +1 ou — 1, suivant que 
le solenoide, dont la direction positive est définie par le vecteur A, 
traverse la surface dans le sens positif ou négatif. 

Cette énumération algébrique est identique a la détermination 
du flux du vecteur A a travers la surface limitée par la courbe L, 
et peut s’effectuer par l’intégration de surface correspondante. 
A cette intégration de surface, on peut aussi substituer linté- 
gration suivante, prise le long de la courbe fermée L: 


(3) N= [pae=— fedp. 


On le voit directement dans le cas ot p représente les abscisses 
et c les ordonnées dans un systéme de coordonnées rectangulaires. 
Alors une quelconque des intégrales (3) représente l’aire limitée 
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par la courbe L, ou bien le nombre de carrés unités contenus dans 
cette courbe. Dans le cas général, of p et ¢ représentent des 
courbes de coordonnées curvilignes sur une surface quelconque, 
les intégrales (3) ne sont plus égales a laire limitée par la courbe. 
Mais elles représentent toujours le nombre de petits éléments 
dans lesquels est divisée cette aire par les courbes ¢ =1, 2, 3, ... 
Cle oats na eaee ne 

On arrive au méme résultat par voie analytique en remarquant 
qu’on peut écrire l’une des intégrales (3), par exemple la 
deuxiéme : 


ou par la formule de Stokes : 


cae : ds Op oe Op\ dc Op ¢ Op 
Ne fl [ekss os a P)+e(Se-x ) 


Si ici on munit du signe — les facteurs qui multiplient les cosinus 
directeurs a, 8, y, ces facteurs ne seront autre chose que les com- 
posantes du vecteur A. 


802. Equations du mouvement. — Introduisons comme seule 
hypothése restrictive que les forces extérieures dérivent d’une 
fonction de force uniforme U. Les équations de mouvement 
s’écrivent alors, dans les variables de Lagrange, 


(4) gia ds. OP dy _0U OP ed? dU: 5) SOp 
dt? ox Ox” dt= oy oy’ aii: sees ds 


Comparons-les aux équations correspondantes des fluides baro- 


tropes [n° 753, (2)] 


Bx  0Q. dty iQ az 0Q 


dt? da’ di? oy’ at os 


On voit que, dans les fluides barotropes, l’'accélération se présente 
comme un vecteur simplement scalaire, dérivant d’un potentiel Q. 
Dans les fluides baroclines, par contre, Vaccélération est un vec- 
leur général triplement scalaire, dépendant des trois quantités 
scalaires indépendantes U, <, p (n° 535). 
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803. Origine de la circulation. — Procédons: précisément 
comme au n° 755, avec la seule différence qu’au lieu de 
Pee ou op ou dp ou op 

nous ecrirons PW EL ALB YLE Vesna tay ap AL RR Sah pS ee a ( 
P ; Ox © ox’ oy 2 oy’ 03 0. None 


arriverons immédiatement A léquation 


deci ay f° fay dx dU dy o0U dz ou dv ) a 


gee, \or OR Oy Oh OZOK OR OR OK 


Big 
Kr Op or | Op oy | op oz. 
fe tear eae he me 


dc pee lata use ue 8 Op 

“= (0+ “. jaf yn. 

La premiére des deux intégrales disparait quand elle est prise le 
long d’un contour fermé, et ]’équation se réduit a 


(5) ean fede, 


dp représentant la variation de la pression le long d’un élément ds 
de la courbe L. On a alors, en vertu de (3), 


ne 
(5 bis) aa =N 


Lavvariation de la circulation le long d’une ligne fluide 


Ps 


OoOnronwrwnr = 


r 


fermee entrainée par le mouvement général est, par unité de 
temps, égale au nombre de solénoides isobares-isostéres enlacés 
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par cette ligne. Cette variation est positive dans le sens positif 
de rotation autour des solénoides, qui va du vecteur de mobi- 
lité B vers le gradient de pression G. 

Si le fluide est barotrope, on aura coincidence entre les surfaces 
isostéres et isobares. Le nombre N de solénoides compris dans la 
courbe devient identiquement nul. La dérivée de ci par rapport 
au temps disparait alors, et ci devient constante : le théoréme 
général de la formation des circulations se réduil alors au théo- 
réme plus spécial du n° 755 : la circulation reste constante. 


804. Formation des tourbillons. — En transformant maintenant 
‘Texpression de la circulation comme au n° 756 onarrive a la géné- 
ralisation suivante du théoréme de ce paragraphe : 


\ 


BY 


La variation du flux de tourbillon a@ travers une surface 
fluide est par unité de temps égale au nombre de solénoides 
tsobares-isostéres gut coupent la surface dans le sens positif. 


Il s’ensuit immédiatement que, pour toutes les sections d’un 
méme. tube isobare-isostére, le flux de tourbillon subit la méme 
variation pendant le méme temps. 

On voit donc comment se forment des tourbillons. Considérons 
le fluide originairement au repos, et supposons qu’a ce moment 
les surfaces isobares et isostéres se coupent mutuellement. Aprés 
un temps dt, les éléments de surface fluide qui forment la section 
d’un méme tube isobare-isostére seront traversés par le méme flux 
de tourbillons. Il en résulte qu’au début du mouvement, les tubes 
de tourbillon coincident avec les tubes isobares-isostéres. Mais 
cette coincidence est bientét détruite par le mouvement lui-méme, 
qui entreméle peu a peu la matiére des différents tubes isobares- 
isostéres. 

I] faut considérer toujours dans le fluide deux systémes de tubes : 
les tubes isobares-isostéres et les tubes de tourbillons. Hs ont en 
général des mouvements tout a fait indépendants et sont formés 
sans cesse de nouvelles masses fluides. Il n’y a donc plus conser- 
vation du tourbillon, au sens de Helmholtz. 

Mais si 4 un moment donné viennent coincider les surfaces 
isobares et les surfaces isostéres, et si elles continuent ensuite a 
coincider, le fluide devient barotrope. Les tubes de tourbillon qui 
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existent 4 ce moment se conservent dorénavant conformément au 
théoréme de Helmholtz. 


805. Exemples de formation de circulations ou tourbillons. — 
Les mouvements de circulation ou tourbillonnaires qui se forment 
suivant les lois que nous venons de développer auront des carac- 
téres bien différents suivant les causes auxquelles est due la nature 
barocline du fluide. D’abord celle-ci peut étre due a la constitu- 
tion méme du fluide. C’est le cas d’une solution non homogéne de 
sel dans l’eau. On peut alors parler d’un liquide hétérogéne et 
incompressible. Si l’on considére la diffusion du sel comme infi- 
niment lente relativement au mouvement du fluide, les surfaces 
isostéres seront toujours constituées des mémes molécules : alors 
leur mouvement sera donné par celui du fluide. 

D’autre part, le caractére barocline d’un fluide compressible peut 
étre da a des différences de température. On peut imaginer un 
systéme d’échauffement et de refroidissement tel que les sur- 
faces isostéres restent stationnaires dans ]’espace pendant le mou- 
vement du fluide, ou, d’une facon générale, qu’elles prennent a 
travers le fluide un mouvement quelconque. 

Pour donner un exemple du premier cas, supposons qu’une 
solution hétérogéne de sel dans |’eau soit contenue dans un vase 
fermé. S’il y a équilibre, le liquide sera stratifié en couches hori- 
zontales, superposées par ordre de concentrations croissantes du 
haut vers le bas. 

Mais. imaginons maintenant que cet équilibre soit troublé de 
la facon que les surfaces isostéres soient des plans inclinés qui 
coupent les surfaces isobares sensiblement horizontales. La circu- 
lation s’établira dans le sens qui va du vecteur de mobilité vers le 
gradient de pression (fig. 365). Il nait un mouvement qui tend a 
ramener les surfaces isostéres vers une orientation horizontale : le 
nombre de solénoides diminue donc pendant que l’intensité de cir- 
culation augmente. Quand les surfaces isostéres ont atteint la posi- 
tion horizontale, la circulation est maximum. Dans la suite du 
mouvement, les surfaces isostéres prennent l’inclinaison opposée, 
et il se forme des solénoides de signe contraire qui diminuent 
peu a peu la circulation : on obtient un mouvement pendulaire. 

Autre exemple : considérons le cas ou, dans Vatmosphére, il se 
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trouve une masse limitée d’hydrogéne. Dans la couche de passage, 
= . fe s ] 
on a des surfaces isostéres fermées entourant la masse d’hydro- 


Fig. 365. 


géne (fig. 366). Le sens de circulation croissante va du vecteur de 
mobilité B, qui est dirigé vers lintérieur de la masse d’hydrogéne, 


Fig. 366. 


vers le gradient G qui est dirigé sensiblement suivant la verticale et 
vers le haut. Il en résulte qu’il se forme une couche superficielle de 
tourbillons qui fait glisser la masse d’hydrogéne 4 travers Vair 
atmosphérique vers le haut, conformément au principe d’Archi- 
méde. Le fait est général. Toute mise en mouvement d’une masse 
fluide 4 travers une autre est liée a la formation d’une couche de 
tourbillons. Dans le cas limite ow cette couche devient infiniment 
mince, le mouvement tourbillonnaire se réduit 4 un simple glisse- 


CHAPITRE XXXVIIl. — FLUIDES BAROCLINES. 571 


ment. C’est un principe dont nous ferons des applications impor- 
tantes plus tard (n° 809). 

Soit enfin dans le cas de la figure 365 un gaz, qui est chauffé du 
coté gauche et refroidi du cété droit. Par suite de la dilatation 
thermique, a des valeurs égales du volume spécifique corres- 
pondent des niveaux plus hauts a droite qu’a gauche. Les surfaces 
isostéres sont donc inclinées de droite A gauche. Par une distribu- 
tion convenable de flux de chaleur, on peut maintenir leur incli- 
naison invariable. La circulation s’établira dans le sens qui va du 


vecteur B vers le vecteur G. Elle augmentera toujours par suite 


? : : P : elvan i 
d’une transformation continue de chaleur en énergie cinétique. 


806. Applications aux mouvements atmosphériques. — Si |’at- 
mosphere était en équilibre complete relativement a la Terre, on 
aurait coincidence compléte des surfaces isobares et des surfaces 
isostéres avec les surfaces de niveau. Mais cet équilibre est 
troublé par Vinsolation. L’échauffement qui varie d’un point a 
lautre produit une expansion de lair. Celle-ci aura donc un méme 
volume spécifique 4 des niveaux qui seront plus élevés dans les 
régions froides que dans les régions chaudes. 

Ainsi Veffet direct d’un échauffement local est un abaissement 
des surfaces isostéres dans la région chauffée. Au contraire, 
léchauffement n’a aucun effet primaire sur la pression, mats seu- 


lement des effets secondaires dépendant des dislocations des . 


masses qui suivent l’expansion. Rien nous empéche d’en tenir 
compte; mais comme les résultats qualitatifs n’en sont pas changés, 
nous pourrons les négliger en premiére approximation; et nous con- 
sidérerons les surfaces isobares comme sensiblement horizontales. 

Les surfaces isobares sont donc coupées par les surfaces 1s0s- 
téres par suite des dépressions qui se forment dans les régions 
échauffées. I] se forme un systéme de solénoides qui entourent ces 
régions. Comme le vecteur de mobilité B est penché vers le centre 
de Véchauffement, tandis que le gradient de pression reste ver- 
tical, ces solénoides produiront une circulation qui tend:a faire 
tourner la masse d’air comme un tore d’axe vertical, comme on le 
voit sur la figure 367, Pair chaud montant au centre. 

Leffet d’un refroidissement local est exactement tout l’inversé : 
les surfaces isostéres se soulévent dans la région refroidie, celle-ci 
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est entourée de solénoides de signe opposé a ceux de exemple 
précédent. La circulation s’établit par le méme mécanisme, mais 
inverse, |’air froid descendant au centre. 


Fig. 367. 


Pour en tirer des conséquences spéciales, rappelons qu’on a 
constamment des températures basses dans les régions polaires et 
hautes dans les régions équatoriales. Par suite, les surfaces iso- 
stéres se penchent des poles vers l’équateur ; elles coupent les sur- 
faces isobares et forment un systéme de solénoides entourant la 
Terre entiére comme des paralléles. Ces solénoides tendent donc de 
produire une circulation qui est dirigée des pdles vers )’équateur 
dans les couches inférieures, vers le haut dans les régions équato- 
riales, vers les poles dans les couches supérieures, et vers le. bas 
dans les régions polaires : c’est la cause primaire de la formation 
du systéme des alizés dans les couches inférieures et des contre- 
alizés dans les couches supérieures (fig. 368). 


Outre ces différences de température qui existent constamment 
il y en ad’autres qui ont une période journaliére ou annuelle. Dans 
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la journée, Pair s’échauffe davantage au-dessus de la Terre qu’au- 
dessus de la mer. Par conséquent, les surfaces isostéres s'abaissent 
au-dessus de la terre ferme. Il se forme des solénoides qui suivent 
les cétes, et qwi produisent au niveau du sol la brise de mer 
(fig. 369). Dans la nuit, la situation se renverse : les surfaces 


Fig. 369. 


—— 


isostéres s’élévent au-dessus de la Terre, il se forme le long des 
cétes des solénoides de signes opposés aux précédents, et qui pro- 
duisent le vent de terre dominant pendant la nuit. 

Le méme phénomeéne se répéte sur une échelle plus grande avec 
une période annueile. La température des continents est plus 
élevée en été, plus basse en hiver, que celle des océans. Il se forme 
donc des faisceaux de solénoides qui suivent les cétes, et qui pro- 
duisent dans les couches inférieures des vents dirigés des océans 
vers les continents pendant |’ été, et en sens inverse pendant l’hiver : 
ce sont les moussons. 

Enfin, on peut rencontrer le cas d’échauffement local da a 
une insolation intense sur de grandes plaines, ou encore aux 
courants chauds des océans comme le gulf-stream dans nos régions. 
Ces échauffements locaux donnent naissance a des solénoides 
fermés entourant les masses d’air chauffé, et produisant la circula- 
tion représentée déja sur la figure 367 : c’est le commencement de. 


la formation d’un cyclone. 


807. Circulation relative. — Les considérations. précédentes 
expliquent l’origine des grands mouvements atmosphériques; mais 
pour en poursuivre le développement ultérieur, il faut avoir égard 
ala rotation de la Terre. On y arrive trés facilement. 

Comme la circulation ne dépend que des vitesses, la circulation 
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absolue le long d’une courbe fermée L est la somme de sa circula- 
tion relative et sa circulation d’entrainement. Mais la derniére 
s’exprime par le champ de tourbillon du systéme rigide tournant : 
elle est égale au flux de tourbillon dans Je tube cylindrique ayant 
la courbe L pour directrice et pour génératrices les lignes de tour- 
billons qui sont des droites paralléles a Vaxe de rotation. 
Mais ce flux est simplement égal a la double vitesse angulaire 20 
du systéme tournant multiplié parla section = du tube. On a ainsi, 
Cla représentant la circulation absolve et cz, la circulation relative, 


(6) Clg = Clr+ 2wed. 


Introduisons cette expression au lieu de cé dans la formule (5 bis), 
résolvons par rapport a ci,, et supprimons enfin l’indice 7 superflu, 
nous obtenons 


d | dci a> 
(7) Ges te ae 


On arrive 4 la méme équation en introduisant la force de Coriolis 
dans les équations'de l Hydrodynamique avant de développer le 
théoréme relatif 4 la circulation. . 

Quand on applique Ja formule (7) aux mouvements relatifs a la 


surface de la Terre, ci est la circulation relative, w la vitesse angu- 


$ 
Jaire de la Terre et © laire embrassée par la projection de la courbe 
sur le plan de l’équateur. 

Dans ce mouvement relatif on observe donc, outre Ja formation 
de la circulation par les solénoides, aussi une formation de circu- 
lation proportionnelle a la vitesse de contraction de laire &' 
embrassée par la projection de la courbe sur le plan del équa- 
teur. 

Quand le mouvement part du repos, cette vitesse de contraction 
est nulle. Nous retombons done sur l’équation correspondant au 
mouvement absolu. Par conséquent, nous n’avons rien a ajouter & 
ce que nous avons développé ci-dessus sur la premiére origine des 
mouvements atmosphériques; mais dés instant o& un mouvement 
s'est produit, le nouveau terme commence ase faire sentir. Consi- 
dérons par exemple une courbe située dans les couches inférieures 
et entourant la Terre comme une paralléle. Le long de cette courbe, 
qui ne renferme pas de solénoides, ceux-ci ne produisent pas direc- 
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tement de circulation; mais comme tous ses poimts sont entrainés 
vers léquateur, comme nous l’avons vu au n° 806, elle se dilate 
nécessairement et prend peu a peu, en vertu de l’équation (7), 
une circulation rétrograde : c’est la composante Est deg alizés. 
Inversement, une courbe analogue, située dans les couches supé- 
rieures de Patmosphére, s’écarte de l’équateur, se dilate et prend 
une circulation positive qui donne la composante Ouest des contre- 
alizés. 

De méme, une courbe horizontale ferinée, qui entoure dans les 
couches inférieures une région chauffée, s'y contracte par suite du 
mouvement centripéte engendré par les solénoides comme nous 
Pavons vu sur la figure 367. Elle prendra par conséquent une cir- 
culation positive ou cyclonique. En méme temps les courbes qui 
se dilatent dans les couches supérieures prennent une circulation 
anticyclonique ; mais comme elles s’écartent de la région centrale 
qui est la plus importante, nous ne considérerons que les courbes 
venant d’en bas et qui rempliront peu a peu la région centrale de 
masses animées d’une circulation cyclonique de plus en plus forte. 
Quand cette circulation a ainsi atteint une intensité suffisante, on 
arrive au cas oti les intensités tourbillonnaires sont grandes relati- 
vement aux forces qui les produisent ou les modifient. Le tour- 
billon devient donc un individu dynamique de la nature des tour- 
billons de Helmholtz, qui, dans une certaine mesure, peuvent 
se. mouvoir en conservant leur individualité sans étre détruits. 


808. Origine de la circulation et des tourbillons de moment 
spécifique. — Dans la dynamique des systémes il est avantageux, 
dans certains cas, d’introduire les moments ou quantités de mou- 
vement a la place des vitesses. En Hydrodynamique, de méme, 11 
y a souvent intérét, pour décrire le champ de mouvement dans un 
milieu continu, a introduire les produits des vitesses par les den- 
silés, c’est-a-dire les quantités de mouvement par unité de volume, 
que nous appellerons les moments spécifiques. Mais ce change- 
ment de variables n’est utile que dans le cas des fluides baroclines. 
Dans les liquides homogénes et les fluides barotropes en effet, les 
vitesses et les moments spécifiques ont les mémes propriétés 


essentielles. ' 
Désignons par u, v, 0 les vitesses el par u, v, 1» les moments 
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spécifiques correspondants; nous avons les relations réciproques 


(8) u=pu, 9 = 08, w= 0; 
w 


(9) Wits ee y= ep, 


Ecrivons maintenant |’équation de mouvement pour Vaxe des x 
sous la forme 


ou, d’aprés.(Q), 


a5 ; EA. I 4 - 5 
Si l’on remplace la densité 0 par sa valeur =f Véquation de conti- 
nuité devient 
ea ou ov Ow 


de 
dt dv oy ds 


1 
& 
En écrivant, pour abréger, 


Ou a 0g = ow 
ox oy oF 027 


(10) = 


les trois équations du mouvement prennent la forme 


du ou — op 

iin ae Dees eis A 

dt we Oa: ta) 

do oU. = op 
a) dO 


Considérons maintenant la circulation ci du vecteur u, ¢, w, le 
long dune courbe fermée L, entrainée par le fluide dans son 
mouvement : 


ci= [ude +9 dy + wdz- 
L 


Pour en former en toute rigueur la dérivée par rapport au 
temps, on peut procéder comme au n° 755 en introduisant le 
-paramétre X Mais on peut aussi simplifier un peu les calculs. 
Remarquons que l’intégration le long de la courbe est une opéra- 
tion géométrique, indépendante du temps, et qu’on peut par con- 


\ 


i} 


ate 
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sequent intervertir l’ordre dans lequel on effectue cette intégration 
et la différentiation par rapport au temps. Différentions done sous 
le signe d’intégration. 

La variation, par unité de temps, de la projection dx d'un élé- 
ment ds de la courbe est due simplement a la diflérence des 
vitesses u de ses deux extrémités. On a donc 

du 


nae Usa. Us eas = dus 


On trouve ainsi 
¢ 


dei _ (du, a dw as es em 
Ane dt oT ay + Fede fiedu+ ode + wo dw, 
; L 


ot du, dv, dw sont les variations de la vitesse le long d’un élé- 
ment ds de la courbe. En intégrant par parties le long de la courbe 
entiére, on peut donner a la seconde intégrale la forme 


— fudis +o di + ode, 
L 


ou, en remplagant u, v, w par les expressions identiques €u, €¢, €w, 


ut+ot+ wt 'i— =o 
fa & +f $n 4 ot) de 
* 2 “a 


ou ds désigne la variation du volume spécifique le long d’un élé- 
ment ds de la courbe. Mais la premiére de ces deux intégrales 
disparait le long de la courbe fermée, donc 


dci du dv ,. dw Be Sse se tere 
—_ al eee zai aa 2. Bet 2 8 
at [GE GOr Gt fie aie Oe Le 


3 : ; : du 
Substituons maintenant dans cette équation les valeurs de FT 


données par les équations du mouvement. Le terme contenant p 
prend la forme d’une différentielle exacte, qui disparait par |’inté- 
gration le long de la courbe fermée. On obtient finalement 


(12) Ga fede — fe (ide + ody + ds) + [2 CV 0) de, 


L 
(Peers ie 37 
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qui donne la loi de la formation de la circulation du moment 
spécifique. 

Le premier terme du second membre a la méme forme que le 
second membre de l’équation (5) : on a seulement a substituer 
¢ ac et U a — p; on peut donc en donner une interprétation figu- 
rée analogue a celle du n° 803 : ce premier terme décrit une for- 
mation primaire de circulation due a des solénoides produits 
par lintersection des surfaces d’égale densité avec les surfaces 
U = const., c’est-a-dire des surfaces de niveau quand il s’agit de la 
pesanteur. La circulation s’établit dans le sens qui va du vecteur D 
vers le vecteur g ( fig. 370). Le premier surt la direction d’accrois- 


SCOMBNGaNRWA = 


ED sr EOL 


sement le plus rapide de la densité; le second est la force qui agit 
par unité de masse. Dans le cas de la pesanteur, c’est l’accéléra- 
tion de gravité. | 

On peut donc faire de Péquation (12) les mémes applications 
météorologiques que de léquation (5) quand il s‘agit de la produc- 
lion primaire des mouvements. En effet. quand on sort d’un état de 
repos, les deux derniéres intégrales de l’équation (12) sont nulles 
initialement; mais, dés que le mouvement atteint une intensilé suf- 
lisante, ces termes commencent a se faire sentir et a modifier le 
mouvement, en produisant des circulations dépendant d'une part 
des vitesses d’expansion données pare, ect de l'autre des hétéro- 
généiles caractérisées par la différentielle d<, 

Dans les conditions qui régissent les mouvements almosphé- 
riques, il n’en résulte, cependant, que des modifications de peu 
d’importance; mais, dans d'autres circonstances, les deux derniers 
termes de l’équation (12) peuvent devenir dominants, et déter- 
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miner les propriétés essentielles du mouvement. C'est ce que nous 
allons démontrer dans un cas spécial 


809. Phénomeénes analogues 4 ceux des phénoménes électriques 
et magnétiques. — Placons-nous dans des conditions ou les pro- 
priétés baroclines de notre systéme fluide sont bien localisées. Le 
systéme peut consister en un nombre quele onque de corps fluides 
plongés dans un fluide illimité extérieur, que nous supposerons 
homogéne et incompressible. Parmi les corps qui y sont plongés, — 
quelques-uns peuvent également étre homogénes et incompres- 
sibles, mais avec une autre densité que le fluide extérieur. D’autres 
peuvent étre compressibles. Pour simplifier, nous les supposerons 
barotropes, obéissant, par conséquent, a une équation caractéris- 
tique de la forme = = f(p). Ona donc barotropie du fluide exté- 
rieur et de chacun des corps; les propriétés baroclines sont loca- 
lisées dans les couches de passage entre les corps et le fluide 
extérieur. Nous admettrons que la transition des uns a l'autre est 
rapide, mais sans discontunuité. Seules, ces couches de passage 
peuvent donc étre le siége de la formation de tourbillons. 

Pour fixer les idées, imaginons que le mouvement primaire soit 
produit de la maniére suivante : quelques-uns des corps élastiques 
ont été comprimés, d’autres dilatés, et puis tous lachés simulta- 
nément. lls effectueront alors des pulsations qui mettront en mou- 
vement le fluide environnant. Supposons aussi que les propriétés 
élastiques des corps soient telles quis effectuent toutes leurs 
pulsations avec la méme période, mais avec des phases diverses, 
Les diflérences entre ces phases restent constantes au cours du 
temps. Pour restreindre encore les conditions, nous supposerons 


que ces différences ne peuvent étre égales qu’a zéro ou oy c est-a- 


dire que les phases des divers corps pulsants sont en coincidence 
ou en opposition. 

Examinons maintenant les propriétés tourbillonnaires He mou- 
vement ainsi’ produit. Conformément au théoréme de Helmholtz, 
te champ de vitesse restera irrotationnel dans le fluide extérieur et 
dans chacun des corps. Nous supposerons qu'il en est de méme 
du champ des moments. Si l’on ne faisait pas cette hypothése, on 
aboutirait a des conclusions un peu plus générales, mais qui ne 
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différent pas essentiellement de celles que nous allons développer. 

Des tourbillons ne peuvent se former que dans les couches de 
passage. Mais, comme on l’a vu au n° 756, Vexistence de ces 
tourbillons entraine la conséquence suivante : toute courbe fer- 
mée qui est située en partie dans un des corps et en partie dans le 
fluide extérieur ct qui, par suite, embrasse un certain flux de 
tourbillon, posséde un mouvement de circulation. D’aprés |’équa- 
tion (12), cette circulation sera engendrée suivant la loj 
(13) eae — feu da +Pdy+wde)+ [x(a + w*) de. 

dt F; he 

Remarquons d’abord que les intégrales du second membre sont 
nulles au commencement du mouvement, et qu’elles restent tou- 
jours finies. Les tourbillons de u, ¢, # sont donc trés voisins de 
zéro pendant les premiers instants. 

b’ état initial est donc extrémement simple : les moments uy e, w 
sont irrotationnels dans le champ tout entier. Il en résulte, comme 
on le verra aisément, que ce vecteur a des composantes tangen- 
tielles égales des deux cétés d’une couche de passage ; mais, comme 
les densités n’ont pas la méme valeur de part et d’autre de la couche, 
les composantes tangentielles des moments ne peuvent étre égales 
que si celles des vitesses ne le sont pas. Il se produit done une 
variation brusque — 4 la limite, une discontinuité — des compo- 
santes tangentielles des vitesses. C’est ce qu’on appelle un tour- 
billon de surface. 

Considérons une telle surface de discontinuité ot change subi- 
tement le volume spécifique, ou, comme nous pouvons dire aussi, 
le coefficient de mobilité du fluide, de la valeur ¢ a la valeur e’. A 
travers cette surface, la composante normale de la vitesse et la 
composante tangentielle du moment spécifique sont continues. 
Mais il existe la discontinuité correspondante de la composante 
normale du moment spécifique, et de la composante tangentielle 
de la vitesse, la premiére variant en raison inverse et la seconde en 
raison directe des coefficients de mobilité < et e’. On en conclut 
que les lignes de courant subissent une réfraction en traversant la 
surface, les angles d’incidence ¢ et de réfraction ¢’ étant dans la 
relation 

tangi 


tang’ eg’ 
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Ainsi, les lignes de courant s’écartent de la normale quand ils 
passent d’une région de grande mobilité a une région de petite 
mobilité du fluide. 

Dans le champ magnétique, les lignes de force se réfractent sui- 
vant la méme loi; dans la formule ci-dessus il suffit d’interpréter 
les coefficients ¢ et ¢ comme ceux de’ perméabilité magnétique 
au lieu de mobdilité hydrodynamique. L’analogie électrodyna- 
mique énoncée au n° 768 prend donc une forme plus précise, en 
conduisant a la correspondance suivante entre les grandeurs fon- 
damentaleés : 


Perméabilité magnétique....... volume spécifique ou mobilité 
(44) Induction magnétique. seranaieters -. vitesse 
Force ou intensité de champ ma- 
PNEUGQUE ch on. ees Be ote moment spécifique 


On en tire de suite les conséquences relativement aux différentes 
quantités qu’on dérive des grandeurs fondamentales. Ainsi, les 
tourbillons de surface mentionnés ci-dessus correspondent aux 
courants électriques fictifs par lesquels on peut, dans les idées 
d’Ampére, représenter l’influence qu’exercent sur la configuration 
du champ les corps qui ont une perméabilité magnétique diffé- 
rente de celle du milieu environnant; et les vitesses d’expansion 
ou de contraction des corps élastiques, qui produisent le mouve- 
mént, correspondent aux masses magnéliques pdsitives ou néga- 
tives dés aimants permanents qui produisent le champ magnétique. 

Notre champ hydrodynamique a ainsi exactement la méme 
structure géométrique qu'un champ magnétique: les lignes de 
courant émanent des corps gui se dilatent, comme les lignes de 
force des masses magnétiques positives; elles convergent vers les 
corps qui se contractent, comme les lignes de force vers les masses 
négatives. De plus, ces lignes se concentrent et passent de préfé- 
rence dans les corps de grande mobilité, précisément comme font 
les lignes de force dans les corps de grande perméabilité magné- 
tique, le fer doux par exemple. Elles font des détours autour des 
‘orps peu mobiles, comme les lignes magnétiques autour des corps 
fortement diamagnétiques. 

Si l’on a affaire a des corps effectuant des pulsations pério- 
diques, les vitesses moyennes et les moments moyens sont nuls. 


582 EQUILIBRE ET MOUVEMENT DES MILIEUX CONTINUS. 


Mais l’état de mouvement moyen se définit par la racine carrée 
des moyennes des carrés des grandeurs périodiques, munie d’un 
signe dépendant de Ja phase. L’analogie se conserve alors en 
entier : des corps pulsants en concordance de phase correspondant 
a des poles magnétiques de méme nom et des corps dont les 
phases sont opposées a des masses magnétiques de nom oppose. 

La discussion de ]’équation (13) nous a permis ainsi d’appro- 
fondir l’analogie électrodynamique du n° 768, mais a la condition 
de négliger provisoirement influence des deux. intégrales du 
second membre. Mais peu a peu ces termes donnent natssance a la 
formation de tourbillons. Examinons-en les conséquences pour 
Panalogie en question. 

La premiére intégrale de l’équation (13) nous montre que les 
particules fluides situées sur une ligne qui traverse un corps 
pulsant et se ferme par le fluide extérieur prennent au total une 
certaine circulation. Comme c’est seulement la partie de le 
courbe située dans le corps, ot ¢ est différent de zéro, qui donne 
une contribution a lintégrale, on voit de suite la direction de cir- 
culation produite : elle est donnée par — u, — »°, —w& quand e est 
positif, par u,v, quand e est négatif. Done les tourbillons qui 
naissent dans la couche de passage font glisser les corps en sens 
inverse du courant général s‘ils se dilatent, dans le méme sens s’ils 
se contractent (fig. 371). Considérons par exemple deux corps 


Fig. 371 


pulsants. Chacun d’eux Se trouve dans le courant radial produit par 
Vautre. En cas de pulsations concordantes, ils glissent donc toujours 
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Yun vers Pautre. En cas de pulsations de phases opposées, us 
s'éloignent l’un de l’autre. 

C’est 1a un résultat extremement intéressant : en négligeant 
préalablement les deux intégrales de l’équation (13). nous avons 
va se présenter une analogie qui se rapporte a la structure géo- 
métrique des champs hydrodynamiques et magnétiques. En pro- 
cédant ensuite 4 prendre en considération la premiére de ces 
intégrales, nous voyons comment l’analogie commence a s’étendre 
aussi aux propriétés dynamiques des deux champs. 

La seconde intégrale de (13) peut s’exprimer par des solé- 
noides : on trace d’une part les surfaces d’égal volume spécifique 
¢—=1,2,3, ... qui sont toutes continues dans la couche de passage 
entre le corps et le fluide, ou sont localisées les hétérogénéités ; 


on trace, de lautre, les surfaces ~(u? + 0? + w?) ey aves waar 
qui, dans le fluide homogéne, représentent des surfaces d’égales 
valeurs de l’énergie cinétique. On peut mener perpendiculaire- 
ment a ces deux familles de surfaces le vecteur de mobilité B, 
qui montre la direction de mobilité croissante, et le vecteur— 
d’énergie K, orienté vers la direction ot lénergie cinétique du 

fluide croit le plus vite (fig. 372). Ainsi, les solénoides dus a 


Fig. 372. 


Vintersection des deux familles de surfaces produiront dans la 
couche de passage des tourbillons a rotation dirigée du vecteur 
d’énergie K vers le vecteur de mobilité B. Cette couche tourbil- 
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lonnaire fait glisser un corps plus mobile que le fluide environ- 
nant dans la direction d’énergie cinétiqne décroissante, un corps 
moins mobile en sens inverse. 

Comme I’énergie du fluide est toujours maximum au voisinage 
de la surface des corps pulsants qui produisent le mouvement, un 
corps plus léger que le fluide est repoussé, un corps plus lourd 
attiré par les corps pulsants. Par ce résultat, l’analogie entre les 
propriétés dynamiques des deux systémes est réalisée. Voici le 
résultat général : 

Les tourbillons qui se forment, comme le fait prévoir l’équa- 
tion (13), ont pour effet de donner aux corps qui se trouvent 
dans le champ hydrodynamique des mouvements analogues 4 
ceux qu’on obtient dans le champ magnétique correspondant, 
mais avec une différence singuliére : pour une méme structure 
géométrique du champ, les forces hydrodynamiques sont égales 
et opposées aux forces magnétiques correspondantes. Ainsi, deux 
corps pulsants s’attirent quand ils ont des pulsations du méme 
nom, c’est-a-dire quand les deux flux qu’ils produisent autour 
. deux convergent ou divergent en méme temps; ils se repoussent 
quand ils ont des pulsations de noms opposés, c’est-a-dire quand 
Vun des flux est convergent et l'autre divergent. Cette régle est 
Vinverse de celle des attractions et des répulsions magnétiques. 
De méme les corps de grande mobilité sont repoussés, ceux de 
faible mobilité attirés vers les champs les plus intenses, ce qui est 
encore exactement l’inverse des lois de Faraday sur les attrac- 
tions des corps para et diamagnétiques. 


810. Démonstration directe de l’analogie. — Nous avons trouvé 
ces résultats en étudiant les propriétés tourbillonnaires du vecteur 
u, 6, w dans un fluide barocline. Cherchons maintenant a appro- 
fondir cette*théorie, en déterminant directement les forces appa-~ 


rentes en question, au lieu d’étudier seulement leurs effets tour- 
billonnaires. 


Retournons donc aux équations (11) ot le vecteur fondamental 
était le moment spécifique u, v, . Mais généralisons en suppo- 
sant des forces extérieures tout a fait quelconques dont nous nous 
réservons de disposer plus tard. Soient X’, Y', Z' les composantes 
de ces forces par unité de volume du fluide. La premiére équa- 
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Disposons maintenant de la force X‘Y'Z' de maniére que 


ze; v5 w reste toujours un vecteur irrotationnel (') et que, par 
suite, son champ reste analogue au champ magnétique. Si cette 
condition est remplie, on a 


do du dw du 
CEC aay. ae De 
En tenant compte de ces relations et en substituant en méme 


temps eu, ev, Ew aux grandeurs identiques u, ¢, #, nous obtenons 


Bimne tect eee ee Re Rep 
Seth's = (ut+ 02+ wr) = X'—eu— 57 
ou encore 
ee ae z ol p+ Le ut ote wt) . 
ot 2 Ox 2. 


On voit maintenant que, pour assurer la nature irrotation- 


--—. - re J 
nelle du vecteur u, v, , il suffit de donner a la force extérieure X 
Ja valeur 


t 


FPG rier eh 
(15) X= eu — 5 (ut vt— wt) = 


car alors on aura 


ou F) AE a aa ae 
feta eta], 
do Cl) fie eee nce 5 
Si ec ay P+ >e(at+ 02+ w) |, 
ow 0 iva mt pa 
Gee sE ae es 


() Si cette condition n’est pas réalisée, l’analogie se poursuit néanmoins, mais 
il faut faire intervenir une aimantation intrinséque ou permanente. 
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ce qui donne 


a (ie) Ok eee 
ot\oy os] ot\oz day ot\ox dy 


/ 


Ces équations expriment que, si l’on a donné 4 la force extérieure 


la valeur (15), les tourbillons du vecteur u,¥, # restent inva- 
riables en chaque point de espace. Si l'on suppose qu’ils sont 
initialement partout égaux a zéro, ils resteront toujours nuls. 
Si donc, au choix (15) de la force extérieure, on joint cette autre 
condition que le tourbillon des u, ¥, » soit nul initialement, on 
-obtient un champ hydrodynamique qui, du point de vue géomé- 
trique, est décrit par le systéme d’équations 


u =u, v= EP, wo=ew. 
ow dv ou dw de du 
(16) Oy 0s 0s Ox o@ oy” 


du ‘. ov Es ow 
Oz) SOY 0% 


Mais ces équations ont exactement la méme forme que celles du 
champ magnétique si l’on appelle u,v, w lintensité du champ, 
u, ¥, w Vinduction, ¢ la perméabilité et e la densité magnétique, 
et si l’on convient d’exprimer toutes ces grandeurs dans les unités 
rationnelles de Heaviside ('). 

Le champ hydrodynamique est donné par ces équations, a la 


’ 


(') L’expérience donne la loi de Coulomb sous la forme Se Au temps ou 


lon n’avail pas encore une vue assez large de l’ensemble des phénoménes €électro- 
magnéliques, on a cru obtenir une simplification en choisissant kK =1. Mais ce 
choix d’unités conduit & la conséquence bizarre qu’il apparait un facteur 47 
dans toute une série de formules qui ne se rapportent en rien ni a des cercles ni 


a des sphéres. En choisissant avec Heaviside k = ihe on écrit ta loi de Coulomb 
Tv 
| F EE’ ; é : 
sous la méme fornte que celle des corps pulsants es Le dénominateur repré- 
ar 


sente la surface sphérique sur laquelle l’action émanant de I’un des corps s’est 
répandue a la distance r. Si lon fait ce choix d'unités, le facteur 4x apparait 
exclusivement pour multiplier la distance r dans des formules qui se rapportent 
a des actions a distance qui émanent d'un centre. Toutes les autres formules en sont 
débarrassées [ Voir O. HEAVISIDE, Electromagnetic Theory, vol.1 (London, 1893) : 
Lorentz, Encyclopédie des Sciences mathématiques, t. V, p. 13. ] 
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condition que les particules fluides soient soumises a l’action d’une 
force extérieure, dont (1 5) donne la premiére composante. En 
vertu du principe de l’égalité de l’action et de la réaction, ces pas- 
ticules exercent donc vers l’extérieur les forces apparentes 


( = Vp = SOE 
X=—eu + 5 (ut+ e+ wt) = 
: = Ties = od 5 O6 
(17) /Y=—ee + -(u2+ 02+ w?)—, 
_ oy 
Lew + baie hiai a ania. 
: 2 0z 


Ces forces sont égales et de signe contraire aux forces exercées 
par le champ magnétique correspondant. Le terme contenant e 
donne la force qui agit sur les éléments pulsants, et qui cor- 
respond a l’action du champ sur les masses magnétiques. Le second 
terme qui contient ¢ donne les forces agissant sur les corps de 
mobilité plus grande ou plus petite que le fluide environnant, et 
qui correspond a action d’un aimant sur du fer doux ou du 
bismuth (‘). 

Les équations (16) et (17) mettent donc en lumiére l’analogie 
entre les phénoménes hydrodynamiques et magnétiques. Elle est 
d’ordre direct en tout ce qui concerne la configuration geomé- 
trique du champ, mais d’ordre inverse en tout ce qui concerne les 
forces produites par le champ. 


811. Vérification expérimentale. — L’analyse a été vérifiée en 
toute son étendue par l’expérience. Pour des nécessités pratiques, 
on a du substituer des corps solides aux corps fluides considérés 
dans les développements précédents. Mais il n’en résulte pas de 
différence essentielle : les forces dépendent entiérement du mouve- 
ment du fluide extérieur, qui, s’il reste identique, exerce toujours’ 
la méme pression sur la surface limite d’un corps, indépendamment 
de la nature de la matiére qui se trouve au dedans de cette surface. 


(*) Pour la question des forces élémentaires agissant dans le champ magné- 
tique, voir le Mémoire de Helmholtz, Wissentsch, Abh., 1,1, p- 799, et le 
Mémoire de Heaviside, On the forces, stresses und fluxes of energy in the elec- 
tromagnetic field (Transactions of the Royal Society, London, 1892;, Elec-. 
trical Papers, vol. Ml, p. 52). 
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812. Deuxiéme analogie entre le champ hydrodynamique et le 
champ magnétique. — Un champ de mouvement peut prendre 
Vapparence d’un champ statique de deux maniéres différentes : ou 
bien si le mouvement est vibratoire avec de petites amplitudes, 
comme celui qui est produit par les corps pulsants, ou bien s’il 
est de caractére permanent. Peut-on arriver 4 une analogie des 
phénoménes magnétiques en considérant des champs hydrodyna- 
miques permanents ? Oui, mais a la condition d’effectuer un chan- 
gement trés remarquable dans la correspondance entre les quan- 
lités magnétiques et les quantités hydrodynamiques. 

Remarquons qu’au cas d’un mouvement permanent, un corps 
qui semble immobile ne peut pas étre constitué toujours par les 
mémes masses fluides. Les corps seront représentés par des espaces 
limités dans lesquels le fluide qui les traverse en s’écoulant prend 
d’autres propriétés intrinséques ou des mouvements d’un autre 
caractére que dans espace extérieur. 

Pour fixer les idées, convenons de définir ces espaces par des 
réseaux atomiques assez fins pour ne pas faire obstacle au mouve- 
ment du fluide, mais agissant sur celui-ci de maniére 4 modifier 
ses propriétés et son mouvement. Ces modifications se font au 
moment ou le fluide traverse la couche de passage. 

Daus espace extérieur, il doit avoir les propriétés d’un liquide 
homogéne et incompressible et y étre partout animé d’un mouye- 
ment irrotationnel. Mais, dans les corps, nous supposons possible 
existence de tourbillons. I] faut done qu’en traversant les couches 
de passage, de l’extérieur vers Vintérieur, les masses fluides 
prennent des mouvements rotatoires qu’elles perdent lorsqu’elles 
traversent ces couches en sens inverse. Ces tourbillons ne peuvent 
apparaitre et disparaitre que sous ]’action de forces que nous allons 
déterminer. 

Dans les espaces définis par les réseaux atomiques, nous suppo- 
sons enfin que le fluide peut avoir une autre densité que dans 
Pespace extérieur. Ceci correspond a une hypothése bien connue 
qu’a faite Fresnel sur l’éther lumineux. I] faut donc que le fluide, 
en traversant la couche de passage, subisse un changement ana- 
logue'a une condensation ou une évaporation, qui se produit en 
vertu d’une équation caractéristique assez générale. 

Les condensations et dilatations, qui se montrent ainsi inévi- 
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tables dans le cas du régime permanent, ont une conséquence 
importante relative au caractére de lanalogie. On peut la prévoir 
de suite par des considérations élémentaires. La conservation des 
masses demande que la composante normale du moment iota 
reste la méme de part et d’autre de la couche de passage. Il s’en- 
suit que la composante normale de la vitesse doit varier en raison 
inverse de la densité. D’autre part, une particule fluide qui tra- 
verse la couche de passage n’a aucune raison de changer la com- 
posante tangentielle de sa vitesse. Mais alors il suit que la compo- 
sante tangentielle du moment spécifique varie directement comme 
la densité de part et d’autre de la couche. Dans le cas limite, ow la 
couche ‘de passage se réduit a une surface de discontinuité, on 
trouve donc qu’une ligne de courant qui traverse cette surface 
subit une réfraction suivant la loi 


tange ie 


tangi’ 9’ 
C’est la réciproque de laloi que nous avons développée au n° 809; 
maintenant les lignes de courant s’écartent de la normale quand 
elles passent d’une région de petite 4 une région de grande den- 
sité. La correspondance entre les grandeurs fondamentales hydro- 
dynamiques et magnétiques se présentera alors comme il suit : 


Perméabilité magnétique.............. densité 
(18) Induction magnétique...............-. moment spécifique 
Force ou intensité de champ magnétique. vitesse 


C’est inverse de la correspondance donnée par le Tableau (14) 
ci-dessus. I] s’ensuit que maintenant les lignes de courant du 
fluide extérieur convergent vers les corps a fluide condensé, pour 
les traverser en grand nombre, tandis qu’elles feront des détours 
autour des corps 4 fluide dilaté. Examinons maintenant les détails 
de cette analogie, dont on prévoit ainsi déja les traits généraux. 
Si Pon veut donner aux champs permanents toute la généra- 
lité que possédent les champs 4 mouvement périodique, il faut 
remplacer les corps pulsants par d’autres d’ou émane ou vers les- 
quels convergent des courants radiaux continus. C’est la un 
point faible. Il faut le mettre en pleiae lumiére : un courant qui 
diverge a partir d’une source ne peut étre entretenu que pour un 
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temps limité aux frais d’une réserve de fluide plus ou moins 
condensé. Hi faut donc se borner a ne considérer que des temps 
limités, et, de plus, renoncer a l’hypothése d’un régime absolu- 
ment permanent. En effet, si le régime des vitesses est permanent 
dans les corps, ou le fluide subit ainsi une dilatation ou condensa- 
tion progressive, celui des moments ne peut pas Vétre, car la den- 
sité varie avec le temps. Mais, comme on le verra tout a l’heure, ce 
dernier fait n’a pas d’inconvénients si nous admettons qu'il n existe 
pas de tourbillon, ni de moment specifique, ni de vitesse, dans les 
corps d’ou divergent ou vers lesquels convergent les courants 
radiaux. | 

On peut remarquer qu'on peut se débarrasser de ces restric- 
tions en introduisant des hypothéses comme celle de la création 
et la destruction des masses fluides, ou celle dun retour de 
ceux-ci par une quatriéme dimension de l’espace; mais, en 
le faisant, nous quitterions la base solide des axiomes de la Méca- 
nique, qui s’appliquent a des masses qui se conservent individuel- 
lement dans un espace a trois dimensions. Nous préférons donc 
rester dans le domaine ou |’on peut employer sans aucune réserve 
les équations hydrodynamiques, |’équation de continuité et une 
équation caractéristique des fluides ne contredisant aucun prin- 
cipe physique, mais assez générale pour décrire les dilatations et 
condensations demandées. | 

Examinons done ce que nous apprennent les équations hydro- 
dynamiques du mouvement de ce fluide. Partons de l’équation 


du op 


eae ge 


ou, sous une forme plus développée, 


OU Bi tata Ou pe ee ee op 
° OL POI ee oy Os Ox 


0 4 
—, on obtient 


En portant dans le premier terme ¢ sous le signe - 


ou do 


Ou op 
ot oor 


u Ou 1 
jake Pas Ucar Pepmadeternccr Lop 


D'aGtre part, Péquation de continuité [n° 699, équation (11) 
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peut s’écrire 


(19) e= 


ajoutcns et retranchons en méme temps les termes 


. ov a ib Ow 
p Ox p Ox 
L’équation peut s’écrire alors 


C) 
+ eu ~p—(ur-+ o8-+ wt ) 


du dw dv ou aye Gy 
a (5 ~ 5 )ew— (SF) ev=x = 


ai 
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; 0 : ree 
En portant enfin p sous le signe — dans le troisiéme terme, et en 


Ox 
écrivant sv et v au lieu de os et ov, on trouve 


du | a n) 
Ot Oa 


|p~5 “9 (u?+ pe wt)| EN Steet 


,, 90 du Ow) — ov Ou\ = 
— < (ut ot wt) E + (5 — aa) w-r (~-— ~ |e so. 


> 


Jusqu’ici, nous n’avons pas introduit de conditions restriclives, ni’ 
sur les forces extérieures, ni sur la nature du mouvement. Suppo- 


sons maintenant que la force extérieure ait la valeur 
= if Je) Ou Ow 

DO Net atl yay (Et OR te) eg ate eae AY. 

(20) rt! ee 


A . \ “ 
Les équations de mouvement deviennent alors 


ou re) . 

ry icevan [p+5 plate ore wt), 
ov 0 Pate ate ct rs 
—_— = — > - p(ut+ v2+ w*)], 
oe yet gece } 
ow 


oe ae - [» = p( ut t+ wt) |. 
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Ce sont les mémes équations que nous avons trouvé au n° 840, en 
traitant un mouvement de nature différente s’effectuant sous 
Vaction d’autres forces extérieures. Nous avons tiré alors de ces 
équations les conséquences qu’il n’y a pas de création de tourbil- 
lons du moment spécifique. Par conséquent, s’il en existe, ils 
restent invariables et stationnaires dans l’espace. Nous avons di 
les supprimer alors parce qu’ils ne pouvaient pas prendre une 
intensité périodique. Mais, en traitant maintenant un mouvement 
de nature permanente, rien ne nous empéche de les conserver. 
Introduisons la condition du régime permanent des moments 
spécifiques 

Ou ov ow 

O° Gane 
Les équations précédentes s’intégrent alors immédiatement et 
déterminent la pression par la relation 


P= Po— ~ p(ut+ v2 + 2), 


Inversement, si l’on donne cette valeur a la pression, il en résulte 
que les moments spécifiques gardent un régime permanent. 

La permanence des tourbillons de moments spécifiques a pour 
conséquence immédiate la permanence des tourbillons de vitesse. 
Il y aurait exception seulement dans les corps qui produisent les 
courants radiaux; mais nous avons fait l’hypothése que, dans ces 
corps, le mouvement est irrotationnel. Ces réserves faites, les équa- 
tions du mouvement s’écrivent 


u= pu, 0 = py, w=pew, 
8 du ow ov ou k 
(21) oy oe obs Og, ee eae 
du. dv ow 
ats ey 


ou i. 7,k sont des fonctions qui dépendent des coordonnées 
ZL, ¥, 3, mais non pas du temps ¢. 

Ces équations sont exactement de méme forme que celles du 
champ magnétique produit par une distribution de masses magné- 
tiques et de courants électriques constants : u,v, w est alors la 


force; u, °, w Yinduction; p la perméabilité ; e la densité magné- 
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tique; t, 7, k représentent les densités du courant électrique (' ). 
On suppose toutes les quantités mesurées dans les unités ration 
nelles de Heaviside. Les équations déterminent le champ unifor- 
mément dans un espace illimité quand on se donne partout dans le 
champ les quantités el, Tihs 8: 

Nous avons supposé, pour aboutir aux équations (21), que les 
particules du fluide sont soumises a des forces extérieures dont (20) 


So s . s 
est la premiere composante. Ces particules elles-mémes exercent 
donc vers l’extérieur des forces égales et opposées 


= 1 0 —_ x 

: Xx =— = (w2— 2 fr ee tO ASR SY 
Ales tel + PS) ae (fw). 

: = lees Op reves MEE 
(22) Y =—ev + -(w2+ 92+ w?)— —(ku —iw), 
2 dy : 

L=—ews+ We has ye FE — (iv aisles, 
2 0z a 


qui se manifestent exclusivement dans les espaces que nous avons 
définis comme des corps, et qui sont identiques a celles gui 
agissent sur les corps du systeme magnétique correspondant, mais 


avec inversion du signe : le terme dépendant de € correspond 
a action du champ:sur les masses magnétiques; celui qui dépend 
de o correspond aux forces qui s’exercent sur le fer doux ou le 
bismuth; enfin, le dernier, qui dépend de 1, 7, &, correspond aux 
forces électromagnétiques : actions d’un champ magnétique sur les 
courants électriques. 

Si l’on pose e@ = 0, on €vite les difficultés qui ont été signalées 
ci-dessus et qui sont relatives a la production des courants radiaux 
permanents dans le fluide. Cette hypothése correspond a la théorie 
du magnétisme d’Ampére, dans laquelle les aimants sont dus, 
comme on le sait, a une distribution moléculaire de courants élec- 
triques permanents. 

L’analogie est alors parfaite entre le champ hydrodynamique et 
le champ magnétique. Mais, en raison du parallélisme bien connu 


(1) Voir les Mémoires de H. HERTZ ou Encore MAXWELL, Traité @ Electricité, 
t. [1, 4° Partie, Chapitre 1X. Mais, par exemple, dans les ¢quations (E), p. 286, 
il faut supprimer les facteurs 47 si, au lieu des unités habituelles, on se sert de 
celles de Heaviside. Ces équations prennent alors exactement la forme (20). 


A, — Ill. 38 
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entre les phénoménes électriques et magnétiques, om peut aussi 
bien comparer les champs hydrodynamiques que nous avons 
étudié ici au champ électrostatique, et, dans ce cas, i] est impos- 
sible de se passer des courants radiaux. 

Pour des raisons évidentes, cette seconde analogie ne se préte 
pas a des vérificauions expérimentales aussi. completes que la. pre- 
miére. On peut étudier seulement des cas trés spéeiaux. Nous 
renvoyons pour ces expériences aux Ouvrages cités. ci-dessous. 
Néanmoins, cette seconde analogie présente des avantages impor- 
tants. Si Yon donne au-fluide les propriétés gyrostatiques qu’a 
attribuées le premier Mac Cullagh, dans ses travaux optiques, 

a l’éther lumineux, on arrive a étendre I’analogie 4 ensemble des 
phénoménes électromagnétiques, tels qu’on ies décrit maintenant 
a aide des équations de Maxwell, en particulier des effets. d’in- 
duction et de la propagation des ondes. Une extension correspon- 
dante de la premiére analogie parait présenter de grandes diffi- 
cultés. . 

Une derniére remarque. Dans la seconde analogie, nous avons 
fait intervenir. un réseau atomique, qui a joué seulement le réle 
formel de définir les corps. Mais si.?on veut tenter. d’édifier une 
théorie mécanique cohérente des phénoménes électromagnétiques, 
il est absolument nécessaire de définir ce réseau d’une facon plus 
précise. Mais alors se présentera la question des liaisons entre ce 
régeau et le fluide. On peut imaginer des liaisons telles que les 
forces que nous avons trouvées, et qui agissent sur les particules 
fiuides, soient transmises directement aux réseaux atomiques. 
Mais il ne parait pas impossible de donner aces liaisons une forme 
telle qu’elles agissent comme des engrenages dans les mécanismes 
élémentaires : 1] s’exercerait alors sur les atomes qui constituent la 
matiére des forces égales et opposées a celles auxquelles est soumis 
le fluide. Ces forces seraient done directement analogues a celles 
de Vélectromagnétisme. 

Cependant, méme si l’on pouvait, a la rigueur, surmonter ainsi 
des difficultés, spéciales, comme Vinversion du signe des forces 
pondéromotrices et l’entretien des courants radiaux permanents, 
ow rencontrerait encore des difficpltés formidables si l'on voulait 
passer d’une simple analogie formelle & une théorie mécanique 
satisfaisante des phénoménes électromagnétiques. 
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813. Notice historique et bibliographique. — Vidée de la 
seconde analogie entre le magnétisme et Uhydrodynamique 
remonte jusqu’au fondateur méme de cette derniére science. Dans 
ses Lettres a une princesse d’ Allemagne (3° Partie), Euler I’a 
développée et en a fait une théorie du magnétisme, mais sans 
pouvoir l’appuyer sur des développemenis rigoureux a partir de 
ses équations hydrodynamiques, et sans soupconner la nature 
inverse de la force. Lord Kelvin, le premier, a approfondi ces 
idées. Il énonga, en 1870, qu’a l’analogie géométtique, connue 
déja depuis les travaux de Helmholtz, s’associe une analogie 
dynamique, mais avec inversion du signe. En 1873, il publia 
lanalyse ingénieuse qui l’avait conduit a ce résultat, analyse basée 
sur application des équations de Lagrange. 

La premiére analogie, celle qui est caractérisée par l’action 
entre les corps pulsants, est due a C.-A. Bjerknes. Ses travaux 
pubhiés sur ce sujet sont peu nombreux; les plus importants datent 
des années 1863 a 1879; les attractions et répulsions entre sphéres 
pulsantes furent découvertes en 1875. Son fils, V. Bjerknes, a 
donné un exposé complet de ces travaux, tant théoriques qu’expé- 
rimentaux, dans l’Ouvrage Vorlesungen ber hydrodynamische 
Wernkraéfte nach C.-A. Bjerknes Theorie. Leipzig, 1goo- 
1902. 

‘La méthode de C.-A_ Bjerknes consistait dans fa résolution 
explicite du probléme sur le mouvement de corps sphériques a 
volume variable dans un fluide homogéne et incompressible. Dans 
les années 1893-1903, ot il s'est occupé de la rédaction des tra 
vaux de son pére, M. V. Byerknes a commencé a substituer aux 
sphéres rigides ou élastiques des corps fluides de forme quel- 
conque, et a été conduit ainsi a s'occuper de la théorie des fluides 
- baroclines les plus généraux. 

Les deux théorémes de circulation [ équations (5) et (12)| ont 
été publiés dans le Mémoire : Veber der Bildung von Cirkula- 
tionsbewegungen und Wirbein in reibungslosen Flissigketien 
(Videnskabssetskabets Skrifter, Christiania, 1898). 

Plus tard, dans le Livre Die Kraftfelder (Braunschweig, tgog), 
il a donné Pexposé complet des deux analogies et des expériences 
qui les vériftent. 
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Pour l’application du théoréme de circulation aux mouvements 
atmosphériques et océaniques, on peut consulter les Mémoires 
suivants du méme auteur : 


Ueber einen hydrodynamischen Fundamentalsatz und 
seine Anwendung auf die Dynamik der Atmosphdre und 
der Weltmeeres (K. Vetenskapsakademiens Handlingar, 
Stockholm, 1899). 


Das dynamische Princip der Cirkulationsbewegungenin der 
Atmosphare (Meteorologische Zeitschrift, 1900). 


Cirkulation relatiy zu der Erde (Jbid., tgo2). 


Relativement a la généralisation du théoréme de Helmholtz, 
il faut renvoyer aussi a la Note de Schiiltz (Ann. Phys und 
Chimie, t. 36, 1895, p. 144-145) et a article de Silberstein 
(Bulletin international de l’ Académie des Sciences de Cra- 
covte, 1896-97, p. 280-290). 


Il. — GENERALISATLIONS DIVERSES DE LA THEORIE DES TOURBILLONS 
ET DES EQUATIONS DE L’ HyDRODYNAMIQUE. 


814. Extension de la théorie des tourbillons ('). — Comme 
nous l’avons vu, la théorie des: tourbillons dans un fluide sans 
viscosité est basée sur Phypothése que les accélérations des divers 
points du fluide dérivent d’un potentiel. Les recherches de 
M. Bjerknes, que nous avons données dans le paragraphe précé- 
dent, étendent cette théorie a des cas trés généraux. M. Bjerknes 
se place surtout au point de vue physique et météorologique. En se 
plagant au point de vue de Cauchy, on peut également étendre les 
résultats du n° 730 de la maniére suivante. 


(') Voir ArpELL, Comptes rendus, t. 164, 1917, p. 71. 
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Reprenons les équations du mouvement dun fluide parfait 


RO See aii 


et employons les variables de Lagrange a, b, ec, ¢ (726), a, b, € 
étant les coordonnées d’une particule a Pacman t =o. Nous sup- 
oe we My 5, Uy, 0, W, p et p exprimés eno a; b,c. et ¢ > alors 
u', &', w sont les dérivées de wu, 9, « par rapport a ¢. En posant 


ark We oak 
ee Day a Ad 
0x oy 03 d 
Tea eta by poe 
oY 0s 
Peehctncid eusde ec} 


nous supposerons également A, B, C exprimés en a, b, ¢, ¢. 


Sh gcc i 5 : OD OY) Os - 
En multipliant les équations (1) par aa’ Oa? dg Ct ajoutant, 
ona 
, Ox eee i cee 1 dp 
2) Lope ii, wats Hae 5 0a’ 
de méme 
Om oy 02 1 Op 
cay Mage oh gto es a6. 


Prenons les dérivées partielles, des deux membres de la pre- 
miére par rapport a b, des deux membres de la deuxiéme par rap- 
port a a et retranchons; nous avons 


ou’ dx du’ ow dv’ dy Ov’ Oy dw’ 02 Ow" Oz 
ce) da 0b 06 da da.0b 0b 0a da 0b 0b da 


OT 5 OM 0/1 Op 5 (+5). 
= 55-55 aaa + 06 0 da, 


On voit, comme nous l’avons montré au n° 730, que le premier 
membre est la dérivée exacte dela fonction 


da 0b 0b AHR ede 
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par rapport a ¢. Posons alors 


ty 


2 (2 Ey fees 
ea ler le 2 hy ( 3 oc ; 
pa i(S rot fle (ee ee le 
marl emer are el arr aoe 
Po GieNe ety cat (eS 
ages Grierson) 


1 /dAz — 0C) , | (0B, OAs 
Aer (42-32) Bh 


on a, en intégrant de o a ¢ les deux membres de la relation (3) 


(4) Peds POR aa das 


_ ov oy Ow Oz OT ce eee ane 
d6.0a da db 0b da 7 


ou 2, est la valeur du premier membre pour f=0 : 


avec 


de ob * ab dc dc Gb HIT Ak, 
da dc * a¢ da da de 200+ 2M 3M, 


équations analogues aux équations (18), du n° 730, sauf le rempla- 
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cement de £5, no, Cy par 

Sot bit Sa, not nit ne, Cot Cr+ 2%. 
En transformant les premiers membres comme nous !’avons fait 


pour obtenir les équations (20), puis les équations (21) et (21') 
du n° 730, on obtient finalement les relations 


E fot bese bs Oe net tte Ow | Cot et be On 
p Po 0a 26 0b 59 0c” 
(5) (Ba Sot be be Oy motte Oy | Go He Oy 
Pp fo da Po 0b Oo oc z 
Bu bot bi + be Oz Hot Ar Ae 0s Sor i+ Oz 
p Po 0a O¢ 0b eo ae 


Telles sont les relations qui généralisent celles de Cauchy. On 
verra alors, en les traitant comme celles de Cauchy, quelles con- 
séquences on peut en déduire pour la généralisation de la théorie 
du tourbillon (n° 761). 

Pour ¢= 0, §;, 1, %,, §, m2, Se sont nuls, §, n, f, 0 se réduisent 
& bo, No, So, oo. A um instant é quelconque, les équations (5) 
donnent le tourbillon €, 4, ¢. Les lignes de tourbillon a l’instant ¢ 
(6) i ee 


> 
$ my 


oat pour images, dans le milieu initial, les lignes 


dee a be ave de 
Ete th, onotmtn Stott 


(7) 


qui changent, en général, avec t. Les lignes de tourbillon ne 
sont donc pas, en général, des lignes fluides. 


Tutorime pe Sir W. Tuomson. — Pour. que les lignes de 
tourbillon soient des lignes fluides, c’est-d-dire se conservent 
dans le temps, il faut et il suffit que le tourbillon de Vaceélé- 
ration 


a. 1 few’ oe’ 
fee me 
ag ou oe 
ie ee ak 


av’ ou! ) 
0a oy 
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soit paralléle au tourbillon €, n, de la vitesse 


e 
é 


3|5,| 


a 
a 


En effet, pour que les lignes de tourbillon soient des lignes 
fluides et se conservent quand ¢ varie, il faut et il suffit que les 
lignes (6) soient fixes dans le milieu initial, c’est-a-dire qu’elles 
coincident avec ce qu’elles sont a l’instant t= 0 : 

da _db_ de 


(7) Silo one 


Mais alors, pour que les lignes (6) et (7) coincident, il faut et 
il suffit que les dénominateurs de da, db, dc dans les équations 
(6) et (7) so1ent proportionnels : 
Git fe _ m1 ne Ci+ Oe 


(8 aoe 
) bo No Co 


Ces équations peuvent étre remplacées par les équations équi- 

valentes obtenues en dérivant par rapport a ¢ 
bie Sas, aes 

) ao 
(9 0 No Goh 4? 
en effet, si les rapports (8) sont égaux, leurs dérivées par rapport 
at le sont; réciproquement, si les équations (g) ont lieu, les trois 
rapports (8) ne different que par des constantes par rapport 4 ¢, 
et ces constantes sont nudles, parce que les quantités §,+ &, 
Ne+ No, Si +S. s’annulent-avec f. 

Mais dans les équations telles que (3), les seconds membres 
sont précisément 2€, + 2%, 26+ 28, 27, + on). Ces équations 
devront donc s’écrire 


OU 06. Ou 07 cee oy dv’ dy dw" 0s _~—oOw! Oz 
da 06. 0b da da 0b 0b 0a da 06 Ob da 201+ hs 


Set ¥5\8) 9) SAG) ia (0, Bye) S| BuO 16 Verse: 6 (0 10 1e' (im) eiesiSTiel RY wy.ellw.se! ahwlleue) eo Wer et eilelws alia ites 
ei ele HG 6) oe, ef ehele thas) wi 


Transformons alors les premiers membres en posant 


du’ ‘Paul ox at ou’ dy Ou’ Oz 
(10) da dx da dy da Os 0a’ 
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avec les équations analogues, nous aurons les trois équations sui- 
vantes, analogues aux équations'(20) du n° 740 : 


aie Ov 02 0x 02 
(11) 1\ 06 oon 
[Ay OR. OY MORN Ls, 
+ (3 Sa oe an) wot te 


ce ey 


avec deux équations analogues. 
Mais on a. d’autre part, les équations (4) et (4 ) analogues aux 
équations (18) du n° 730:qui donnent, en remplacant = par 
du dz du dy | du oz 
da da oy 0a ' 02 da’ 


comme au n° 730, 


Cee a 


/oy Oo OY. Ox 
De Ga Gh ose oR) aon han 


avec deux équations analogues. 

Alors si-Jes lignes de tourbillon se conservent, les conditions (8) 
et (g) sont satisfaites, les seconds membres des équations (11) 
sont proportionnels aux seconds membres des équations (12): op 
a donc 


v 
; 


Inversement, si ces relations ont lieu, les premiers membres 
des équations (11).et (12) sont proportionnels, les seconds membres 
sont proportionnels aussi et l’on a 


\ Siig a Werne 2 i hie 
fost bit 2 Not 41+ Ne Cot Sit & 


Les numérateurs étant les dérivées des dénominateurs par rap- 
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porta ¢, ona 
by Eye by ae a4 E tes m 
Not Air Ne a So C1 + Se : 


et p désignant des constantes par rapport a ¢, c’est-a dire des 
fonctions dea, b,c. En faisant ¢ = 0, on sait que &, 11, G1, S25 Na Se 
s’annulent et lon a 


donc 
Soak Sat bee Mo nate Net Cont Git Ge 
Egat No ‘ bo 


les équations (8) ont lieu et les lignes de tourbillon se conservent. 
Le théoréme de Thomson est ainsi démontré. 


815. Interprétation des équations généralisées : extension des 
équations de Weber. — Si l’on considére, al instant ¢ (¢ constant), 
Vexpression différentielle 
(13) udr+vdy + w dz—(uy+ A, + Ag) da 


‘ — ( Po + B, + B,) dé 
— (+ Cy + Cg) de, 


dans laquelle dx, dy, dz sont remplacés par 


les équations (4) et (4') expriment qu’elle est une différentielle 
totale dF d’une fonction F (a, b, c, t). On a done 


ee MeO taae eS = A A oF 

Oa 0a 0a Ga MR ial aa da’ 

Ox oy 0z oF 
(14) ees Paha OMe pre =a Vo+ B,+ B, + Byes 
te ge 5 Can AO ae NG Cc oF 

F POMS pO ariiab akg Die Senna 


Dérivons ces équations par rapport a ¢ et tenons compte des 
équations du mouvement (2), nous pouvons écrire 
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dou 
Oniit oF 
— | —( u2-+ 2 wr) a = 0. 
0a |; ( ee) | 


On voit de méme que les dérivées partielles de la quantité entre 
crochets par rapport a b et c sont nulles. Cette quantité est donc 
indépendante de a, b,c et se réduit a une fonction de ¢ seul. 
Mais, comme la fonction F est définie 4 une fonction de ¢ prés, on 
peut dire que la quantité entre crochets est constante et méme 
nulle a condition de choisir conyenablement la fonction F. Ce 
raisonnement est analogue a celui du n°.731. On a donc 


a 21 2 2 5, OR ee 
(15) 5 (4 - 92-4 w2) ea 
dx dy dz 


En remplacant u, 9, w par —, We’ qe? OB 2 ainsi quatre équa- 


tions différentielles simultanées du premier ordre, (14) et (15), 


qui sont vériliées: par les quatre fonctions x, y, 5, F des quatre 
variables indépendantes a, 6, c, t. 


Cas particuliers. — 1° Sila densité 0 est fonction de la pres- 
sion p, on posera 
Pa 
P ap oF. 
p 


Po 


Po étant une constante numérique ; 


t f 
R=—f Pde. 
0 


On peut alors écrire 


oR OR oR 
Ag= > ST Rar ae Cr 5? 
et si l’on fait 
Rif=®, 


les équations (14) ont pour seconds membres 


oP oP 
bot Art o> vo+ Bit o> 
et l’équation (15) s’écrit 


ob 
we ren. er Weare era: 2 eedinae 
2. of 
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9° Si, au contraire, la force dériye d’une fonction de forces U, 
b1, 1, C, sont nuls, car U étant exprimé en a, b,c, ¢, en posant 


Vi= U dt, 
0 

ona 

OV Ov dV 

Ay = 0a’ B, — ‘bbc 1 e 
. | 

On voit alors que 
les équations (14) ont pour seconds membres 

ow ow ow. 

Uy + Ag+ ee Vo + Bo+ 2b’ Wot Cot ae 


et l’équation (15) s’écrit 


1 ow 
=-(u? 2 yee 
Uh GA wt eA) x7 


3° Si les deux circonstances se présentent en méme temps, on 
revient aux équations de Weber car A, + A,, B,+ By, C, +C, 
sont les dérivées partielles par rapport a a, 6, c d’une fonction 
qu'on peut ajouter aF. 


816. Expression générale de lacirculation le long d’une ligne 
fuide fermée. — Si nous reprenons les notations du n° 755, la 
circulation 4 ]’instant ¢ Je long d’une ligne fluide.fermée L est 


et(L) = fude+ pdy + wdz. 
L 


On peut, d’aprés (10), remplacer 


udx+vdy+wdz 
par 


(Uo + Ay+ Ag) da + (99+ B, + By.) db + (w+ C,+ Cy) de + AF, 
Comme [ak == 0 sur une ligne fermée, ona 
L 
ci(L) = ds Uy da + 0). db-4+- wodce 
ki, 


Uf (ie Ay) da + (Bit By) db + (C;+ Cy) de, 
Ly 


ou la premiére intégrale est la circulation le long de Lo, ci(Lp). 
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Ly étant la fonction initiale de L. On a donc 


ex( 1. Neh ee hs = | (Ar+.Ay) da + (B;+ B,) db + (C+ C2) de, 
Lo 


formule qui donne la variation de la circulation le long d’une 
ligne fluide fermée. 


817. Quelques renseignements bibliographiques. — On trouvera 
dans les Comptes rendus (1) des Notes intéressantes de M. Bénard, 
sur la formation des tourbillons dans un Iiquide dont la tempéra- 
ture varie. 

On pourra également sur ce sujet consulter un Mémoire de 
M. Friedmann (?), dont le point de départ consiste 4 former les 
- équations du mouvement en éliminant p et ¢ 

M. Belot (*) a émis une hypothése cosmogonique basée sur la 
théorie du mouvement tourbillonnaire : mais il semble que 
M. Belot et M. Weyher, dont il a décrit les belles expériences, 
aient pris le mot ¢ourbcllon dans un sens plus large que celui que 
nous lui donnons d’aprés Helmholiz. 

Un autre genre de recherches consiste a étudier, dans le mou- 
vement d’un fluide, comment varient avec le temps les éléments 
cinématiques ou géométriques indépendants du choix des axes. 
Ces éléments sont de deux sortes; ce sont ou bien des vecteurs 
définis en chaque point du fluide comme la vitesse, l’accélération, 
le tourbillon, etc.; ou bien des quantités algébriques ayant. une 
valeur déterminée en chaque point P du fluide, a chaque instant, 
comme la grandeur de la vitesse, la grandeur du tourbillon, le 
produit intérieur de la vitesse et du tourbillon, etc.; ces derniéres 
quantités sont des fonctions scalatres ou fonctions du point P. 
On trouvera les premiers éléments de cette étude dans un Mémoire 
de M. Appell (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 
5° série, t. IX, 1903, p. 5, et Bulletin de la Société mathéma- 
tigue, t. XX XI, 1903, p. 68). 


(1) Comptes rendus, t. 156-157, 1913. 

(2) Comptes rendus, t. 162, 1916. 

(2) BeLor, Divers Mémoires (Comptes rendus, 1905, 1906, etc.); Journal 
de lV’ Ecole Polytechnique, 1908. 


———S> 0 ae 
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CHAPITRE XXXVIII. 


NOTIONS SUR LA THEORIE DE LRLASTICITE. 


818. Généralités et indications bibliographiques. — La théorie 
de Pélasticité a pour but l’étude des déformations que subissent 
Jes corps sous l’action de forces extérieures. Les principaux 
fondateurs de cette théorie sont Navier, Cauchy, Poisson, Lamé, 
Clebsch; Lord Kelvin (sir W. Thomson), Kirchhoff, Saint- 
Venant. 

Nous nous limiterons ici au cas élémentaire ot les forces défor- 
mantes sont assez petites pour que la déformation puisse étre 
regardée comme infiniment petite. Dans ce cas, la distribution 
intérieure des efforts est liée a celle des déformations par la loi 
dite de Flooke. Mais la considération de ce cas est loin d’étre suf- 
fisante pour les applications : en suivant une voie ouverte par 
Lord Kelvin (W. Thomson) ('), on peut rattacher la théorie des 
déformations finies aux principes de la Thermodynamique, par 
Pintroduction de énergie de déformation : c’est ce qu’ont fait 
M. Boussinesq (7), M. Brillouin (*) et MM. Eugéne et Francois 
Cosserat (*). On peut espérer, en suivant cette voie, arriver a 
l’explication des faits singuliers que M. Considére a signalés (5), 


(‘) On the thermn-elastic and thermo-magnetic properties of matter (Ma- 
thematical and Physical Papers, de Lord Kxxvin, t. 1). 

(*?) Mémoires présentés par divers savants a l Académie des Sciences, t. KX. 

(°) Déformations homogeénes finies ; énergie d’un corps isotrope (Comptes 
rendus, t. 112, 1891). — Lecons sur l’Elasticité et l’Acoustique, Toulouse, 
librairie Labouche, 1884-1885 ). 

(‘) Sur la théorie de l’Elasticité (premier Mémoire) (Annales de ia Faculté 
des Sciences de Toulouse, t. X, 1896; Gauthier-Villars). 

“(*) Commission des méthodes @’ essai des matériaux de construction (1** ses- 
sion, t. IL et III, 1875). 
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et des résultats si intéressants par leur généralité et leur régularité 
‘géométrique que W. Liiders (’) et M. le colonel Hartmann (7) ont 
fait connaitre. 

Le probléme fondamental de la théorie de V’élasticité est d’ex- 
primer les efforts dans le milieu déformé en fonction des éléments 
caractéristiques de la déformation en chaque point, afin d’en dé- 
duire les. équations. de l’équilibre ou du mouvement du milieu 
sous l’action de forces extérieures données. Sil’on appelle, comme 
nous.l’avons fait aw Chapitre XXXII, z, y, s les coordonnées 
d’un élément avant la déformation et 2,, ¥1, 2, les coordonnées 
du méme élément aprés. la déformation, on peut écrire les équa- 
tions de Péquilibre ou du mouvement en prenant comme variables 
indépendantes le temps ¢ et les variables z,, 7,, z, définissant les 
positions des éléments a l’instant ¢, ou le temps ¢ et les variables z, 
y¥,  Géfinissant les positions initiales des éléments. Le systéme 
des variables ¢, 2;, 74, 2, est analogue au systéme des variables 
d’Euler en Hydrodynamique, et celui des variables ¢, x, y, 3 ana- 
logue au systéme des variables de Lagrange. Le premier systéme 
a été employé par les fondateurs de la théorie; M. Boussinesg (*) 
et, aprés lui, M. Brillouin (*) ont montré, par des méthodes diffé- 
rentes, comment on peut écrire les équations dans le systéme des 
variables ¢, 2, y, 3 : les équations ainsi obtenues sant exposées 
d’une maniére simple et rapprochées ies unes des autres 4 la 
page 41 du Mémoire déja cité de MM. Cosserat. 

Comme nous l’avons déja dit, nous nous bornerons ici au cas 
des déformations infiniment petites : nous suivrons, dans ses 
grands traits, le mode d’exposition élémentaire adopté par 


(1) Ueber die Musserung der Elasticitét an stahlartigen Eisenstdben... 
( Diaglers Polytechniches Journal, Bd CLV, p. 18. Stuttgart, 1860). 

(*) Distribution des déformations dans les métaux soumis a des efforts 
(Revue d'Artillerie, t. XLV et XLVI, 1894-1895). Voir également fe compte rendu 
des s¢ances du Congrés international des méthodes d’essai des matériaux de 
conséiruction, tenu & Paris du, 9 au 16 juillet ygoo, a occasion de l’Exposition 
universelle (Paris, Dunod); et POuvrage de M. Cx. DuaueT, Déformation des 
corps solides : 1" Partie, Statique spéciale, 1882; 2° Partie, Statique générale, 
1885 (Paris, Gauthier-Villars ). 

(3) Théorie des ondes liquides périodiques, p. 515 (Mémoires Iebagiayy par 
ee savants al’ Académie des: Sciences, t. XX). 

(*}. Dé formations homagénes finies. Energie d’un corps isotrope (Comptes 
irendus des séances de V Académie des Sciences, t. 112, 1891, p. 4500-1502). 
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M. Sarrauv dans l’Ouvrage intitulé : Votions sur la théorie de 
Vélasticité (Gauthier-Villars, 1889). 

On trouvera de nombreuses indications historiques dans le Mé- 
moire déja cité de MM. Cosserat et dans l’Ouvrage de Todhunter 
et Pearson, A History of the Elasticity and of the strength of 
materials, from Galilei to the present time. 


I. — EQUATIONS DE LVVEQUILIBRE ET DU MOUVEMENT DES 
MILIEUX ELASTIQUES ISOTROPES ET HOMOGENES, POUR 
DES DEFORMATIONS INFINIMENT PETITES. 


819. Etude des efforts intérieurs. — Nous avons, dans le Cha- 
pitre XXX, étudié la distribution des efforts intérieurs, aux divers 
points d’un milieu continu. Nous avons vu que, pour connaitre 
a chaque instant en chaque point du milieu effort Tde qui 
s’exerce sur la face négative d’un élément ds dont la normale a 
pour cosinus directeurs #, B, y, il suffit de connaitre, a chaque 
instant ¢, six fonctions N,, Ns, N3, T,, T., T; des coordonnées du 
point; on a alors, pour les projections de l’éffort T rapporté a 


Vunité de surface, 
p= Nie + T38 = TsY, 


(1) TST. ENS Te 
Ale Se Tea + 7,8 + Noy. 


Nous appellerons état naturel du systéme continu la configu- 
ration du systéme dans laquelle tous les efforts intérieurs sont 
nuls, c’est-a-dire dans laquelle N,, No, Ns, T,, T,, T, sont nuls 
en tous les points. 

Imaginons qu’on déforme le systéme, a partir de cet état na- 
turel, en lui appliquant des forces extérieures qui peuvent étre 
des forces analogues a des pressions appliquées aux éléments de la 
surface extérieure du milieu, et des forces analogues a des poids 
appliquées aux éléments de volume. Alors chaque point du milieu 
subit un déplacement u, Vv, W que nous regarderons comme infi- 
niment petit; de telle facon que l’élément P, qui, a l’étar naturel, 
avait pour coordonnées x, y, 5, prenne une nouvelle position P 
de coordonnées 
(P;) = 02+, y=Y+V, S,=2+W. 


Dans cette nouvelle configuration du systéme, les efforts inté- 
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rieurs ne sont plus nuls et, en chaque point P, (x,, y1, 5;) du mi- 
lieu déformé, les six quantités N et T définies au Chapitre XXX 
prennent des valeurs Ni, N},Ni, Ti, T!, T! qui sont des fonctions 
de x,,y¥,, 3, a Vinstant considéré. fonctions qui dépendent de 
Vensemble des déformations subies par le milieu. 

Pour rappeler que ces quantités se rapportent au point 715.71, 31, 
nous les affectons de l’indice supérieur 1. 

Le premier probléme a résoudre est de trouver en chaque 
point z,, ¥,, 3, du milieu déformé les valeurs de N!, N!, Ni, T}, 
T}, Tj, connaissant la déformation du systéme. 

Une fois ces valeurs trouvées, on aura pour les équations de 
Véquilibre ou du mouvement du systéme les équations suivantes 
identiques aux équations (14) du n° 646 : 

any, Ty ot 

Ox, oy Oz, 

(2) 4 wee = pr (¥,— Jy), 
oT! oT} oN! 

Oz, Oy, | Oa, 


Se o1(X,— J}), 


== o1(Z,— J ‘), 


ou 9, est la densité du systéme au point P (x,, y1, 3,) aprés la 
déformation, X,, Y,, Z, la force intérieure rapportée a l’unité de 
masse agissant en ce point, et J‘ l’accélération en ce point, accé- 
lération qui est nulle dans le cas de |’équilibre. Les composantes 
de l’accélération s’expriment d’une maniére simple, comme il suit : 
ona, al instant ¢, 


(3) 2,=UL+NU, Sa sah 3,=s+W, 


u, v, w étant des fonctions des coordonnées initiales x, y, 2 de 
élément et du temps ¢: pour un élément déterminé, 2, y, 4 coor- 
données de l’élément au temps ¢, sont des constantes, et 24, 74, 1 
sont des fonctions du temps définies par les équations (3). Les 
projections de l’accélération J‘ de Vélément sont donc 


yt oa dix, sat ou 

cada l? ot? 

d*y, ov 

(4) 1) gia jot 
oe ata, ow 
ae Ott? 


Rove Alhs 39 
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ou nous employons pour les dérivées de u, v, wle 0 de ronde afin 
d’indiquer que les dérivées de u, v, w par rapport a ¢ sont prises 
en regardant x,y, 2 comme constants. 

Servons-nous maintenant de ce fait que la déformation consi- 
dérée est infiniment petite : il en résulte que 2,, yi, 3 différent 
infiniment peu de x, y, 2; les valeurs des quantités Ni}, N3, Nj, 
Ti, Ti, T} au poimt P, (2,1, 71, 2,) différent infiniment peu de 
leurs valeurs N,, No, N;, T,, T2, T; au point P(x, y, z) et les dé- 

ses GaneMes Epos r 
rivées partie 960. OA sae 
T ; rn one / é 

eae » --++- De méme, la densité 0, et la force X,, Y,, Zau point x, 
Oy ) f ee) Pp ) 
¥1, %, different infiniment peu de la densité p et de la force X, 


» +++ different infiniment peu de 


Y, Zau point x, y, z. Les équations (2) peuvent donc étre rem- 
placées par les suivantes qui s’en déduisent en écrivant N,, ..., 
T3yss. audien‘de-Niy 25 Liming p a heu de pisos rae 
lieu de Xi, Ya, Z, et-en mettant pour Ji, Jy; J; leurs expres- 


sions (4) : 


OTs oT, ON; Ow 
+ + fe ——— }- 
\ 0x oy ks : ( 


Remarque sur la définition de était naturel. —Nous venons 
de donner une définition purement théorique de l’état naturel. 
On peut aussi, et c’est ce que fait par exemple Poincaré dans 
ses Legons sur lélasticité (Garré et Naud, 1892), considérer 
comme état naturel un état d’équilibre contraint quelconque 
obtenu par l’action de certaines forces et supposer que l'on dé- 
forme le milieu, a partir de cet état, en faisant agir de nouvelles 
forces. Nous reviendrons sur ce point, dans un cas particulier, a 
propos de la superposition des déformations infiniment petites 


(n° 825) 


820. Expressions des N et des T en fonction des éléments de 
la déformation. —- Nous allons maintenant exprimer les N et les T 
en chaque point P (2, y. s) en fonction des éléments de la défor- 
mation. Cauchy et Poisson ont traité ce probléme en adoptant 
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Phypothése des forces centrales, c’est-a-dire en admettant que 
deux points matériels quelconques du milieu s’attirent ou se re- 
poussent suivant une certaine fonction de leur distance. Cette 
méme hypothése a été adoptée par Lamé, qui a admis en outre que 
action mutuelle de deux points quelcongques est nulle dans |’état 
naturel, et que ces points s’attirent ou se repoussent suivant que 
leur distance est supérieure ou inférieure a celle qui correspond a 
Vétat naturel. 

Cette hypothése de Lamé est beaucoup plus particuliére que 
celle que nous faisons ici en admettant que les. efforts intérieurs 
sont nuls dans |’état naturel, car nous admettons seulement que 
les forces intérieures agissant sur un point matériel du milieu ont 
une résultante nulle dans |’état naturel et non qu velles sont 
nulles séparément, comme le fait Lamé. 

Nous faisons en outre, sur les forces intérieures, une deuxiéme 
hypothése que nous avons déja discutée (n° 609) cc est que les 
actions mutuelles des éléments matériels du milicu deviennent 
nulles dés que les distances muiuelles de ces éléments sont 
superveures dune longueur trés petite appelée rayon d activité 
moléculaire. 

Par suite de cette derniére hypothése, les valeurs des quantités 
N,, No, Ns, T,, To, Ts en un point P du milieu, & un instant ¢, 
dépendent uniquement de la déformation d’un élément de volume 
trés petit entourant P et ne dépendent pas de la déformation du 
reste du milieu. 

Appelons. comme plus haut, u, v, w le déplacement infine 
ment petit subi par un point P(x, y, z) a partir de l'état 
naturel, déplacement qui améne ce point P dans une position 
P, (24,71, 3,) telle que : 


(6) M=r+u N=ytv b= stw. 


Nous avons vu, dans la théorie des déformations infiniment 
petites (Chap. XXXII, § IV), que la déformation infiniment 
petite est caractérisée en chaque point P(z, y, z) par les valeurs 
que prennent en ce point les six fonctions caractéristiques 


| GOLEM GREY DATARS ed 
Ox oy 2 Oy 

Ra, Nes ow ov du ow dv ou. 
Nie seers Mahas Gidget mee Tay 
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rappelons que €, &, €3 sont les coefficients des dilatations 
linéaires des éléments issus de P et paralléles aux axes de coor- 
données, et que la somme de ces trois coefficients est égale au 
coefficient de dilatation cubique 9 au point P : 


() = €4-+- €4+ &3: : 


comme la somme ¢,-+ ¢2-+ €3 a ainsi une signification physique 
en chaque point P, on voit, comme nous l’avons déja dit, qu’elle 
est indépendante de l’orientation des azes. 

Les valeurs de N,, No, N3, T:, T2, T: au méme point P étant 
des fonctions de la déformation d’un élément infiniment petit — 
entourant P, c’est-a-dire de la déformation au point P, sont des 
fonctions des six quantités ¢, 2, €3, 1, Y2) Ys qui caractérisent 
cette déformation : 


N, = fii (€4, 2&3, 119 127 Y3)) Or, 


( Ty = 01 (84, €95 35 ¥1y Y2713)s 2 <5 


(8) 


les quantités N,, N,; N3, T,, T2, Ts, s’'annulant par hypothése 
dans état naturel, doivent s’annuler quand la déformation est 
nulle, c’est-a-dire quand ¢,, ¢2, €3, Y1, Y2) Ys sont nuls a la fois. 

Comme ¢,, €2,,€3, Y1, Y2) Ys Sont infiniment petits, développons 
les six fonctions f,,..., ,, ... des formules (8) par la formule 
de Maclaurin : nous obtenons des séries procédant suivant les 
puissances positives croissantes de ¢,, ¢9, €3, Yi, Yo) Y33 Ces séries 
ne contiennent pas de termes constants, car elles s’annulent avec 
les variables. Négligeons maintenant les termes contenant les 
carrés et les produits des ¢ et des y; nous avons finalement pour 
les N et les T des expressions linéaires et homogénes en ¢, €2, ¢5; 
Ya. Yo, Ya> 

; Ny = Aye; + Aoeo+ Ass + Byy, + Bey + Bs ys, 


0? Reem LES OP PORTA, ABT NEO PLONE POE. GaN BES EN are oh ; 
{ 


Ty = Gy y+ Ggeq + A3e3 + by y+ bay2+ 5343. 


Dans ces formules, les-coefficients A,, Az, ...,@,,a3,... dese 
et des y sont au nombre de 6 ><6 = 36. Ces trente-six coeffi- 
cients dépendent de la constitution du milieu autour du point 
P(z, y, 2); pour un milieu dont la constitution varierait d’un 
point a l’autre, ces coefficients seraient des fonctions de zx, bee 
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La notion d’énergie de déformation conduit a réduire le nombre 
de ces-coefficients. Pour un parallélépipéde élémentaire dz dy dz, 
cette énergie est de la forme W (c,, 2, €5, Y1, Ya. Y3) dx dy dz, la 
fonction W étant une forme quadratique homogéne des six argu- 
ments qu’elle contient, lorsque, dans |’état naturel a partir duquel 
la déformation infiniment petite a lieu, les forces extérieures sont 
nulles, ainsi que les efforts intérieurs. Par définition, la variation 
de Vénergie de déformation, pour un volume quelconque. est 
égale au travail virtuel des forces qui agissent sur ce volume 
et a sa surface; on en déduit que cette variation est 


N; 82, am No deo + N3 623 1 T, oy ie T. Oye+ T36%3, 


OW OW Pee es 
ie Dges Wa? ce qui réduit le nombre des coeffi- 
L a 


cients dans les formules (g) a vingt et un. 
Nous supposerons dans tout ce qui suit que le milieu est homo- 


et Pon a N;= 


géne, c'est-a-dire que sa constitution, a ]’état naturel, est la 
méme en chaque point. La densité o est alors constante; en outre, 
les vingt et un coefficients sont des constantes. Jie nombre de ces 
coefficients se réduit quand, a |’état naturel, la constitution du 
systéme est, autour de chaque point, symétrique par rapport a 
certains plans ou a certains axes. 

Cette réduction est la plus grande possible quand le systéme 
homogéne est en outre isotrope : c’est le cas que nous allons exa- 
miner en détail. 


891. Cas d’un systéme homogéne et isotrope. — Un milieu 
homogéne est dit isotrope quand, a |’état naturel, la constitution 
du milieu autour de chaque point P est la méme dans toutes les 
directions. Dans ce cas, autour de chaque point P, la constitution 
du milieu est symétrique par rapport a tout plan passant par P . 
le nombre des coefficients constants qui figurent dans les rela- 
tions (g) entre les N, Tet les ¢, 1 se réduit alors a deux, comme 
nous allons le montrer. 

Nous avons vu (n° 617) que, autour d'un point P d’un milieu, 
la distribution des efforts peut étre définie par une certaine gua- 
drique directrice (Q) ayant ce point pour centre; si l’on prend 
en P trois axes rectangulaires Px’, Py’, Pz’ parailéles aux axes de 


614 RQUILIBRE ET MOUVEMENT DES MILIEUX CONTINUS. 


coordonnées, l’équation de cette quadrique est [n° 617, éq. (17) ]- 


© (ao Bae a.) — N,a2'?+ Noy ?+ N32? 


(Q) +aTyy'2’+27T,2'9 +2T32'y'=1. 

D’autre part, nous avons vu (n° 668) que les déformations du 
milieu, autour du méme point, peuvent étre définies 4 laide d’une 
autre quadrique (E), appelée edlipsoide des dilatations, ayant 
pour équation, par rapport aux mémes axes [n° 668, éq. (17) |], 


U(a', yy’, 3’) = (1+ 264) v'27+ (14+ Deg) y'® 


(E) 


+(1+2€3)s%@+ ayy s+ 2723 2+ 2y3r' y'=1. 


D’aprés les expressions (g) des N, T en fonction des ¢, y, les 
coefficients N,, N., N;, T,, Tz, Ts de la premiére quadrique (Q) 
sont des fonctions linéaires et homogénes 4 coefficients constants 
des coefficients ¢,, ¢2, £3, Y1, Y2; Ys de la deuxiéme (E). Comme 
le milieu est isotrope, la constitution du systéme autour de P est 
la méme par rapport a n’importe quel systéme d’axes rectangu- 
laires issus de P: La liaison entre ces deux quadriques est donc 
indépendante du choix des axes. Il en résulte, au point de vue 
analytique, que, sil’on prenait un autre systéme d’axes de direc- 
tions Pz’, Py’, Pz", les équations des deux quadriques pren- 
draient les formes 


LY 


Ni a? NG "2 + Ni "24-0 Ty 2" 4+ Theale’ + 2T% ay sit, 
(1+ 284) 24+ (1 +265) y+ (14+ 265) 3 
+2 yy 2+ 2Y6 22" + 22" y" =1, 


et les relations entre les coefficients des deux quadriques reste- 
raient les mémes, c’est-a-dire que les N’, T’ seraient exprimés en 
fonctions linéaires et homogénes des ¢’, y’ par, les mémes relations, 
avec les mémes coefficients, que les N, T en fonction des e, y. 
C’est ce fait que nous allons exprimer. Mais, pour éviter des cal- 
culs, nous procéderons géométriquement, en nous servant des 
deux quadriques (Q) et (FE) (‘). 

Puisque les N, T sont des fonctions des e et des y, la quadrique 
(Q) est déterminée dés que l'on connait la quadrique (E). Nous 


(') Voir Nouvelles Annales de Mathematiques, mai 1902. 
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allons caractériser géométriquement la liaison entre ces deux 
quadriques (Q) et (E), en montrant que cette liaison est la sui- 
vante : les deux quadriques ont les mémes plans principausz et 
les mémes plans de sections circulaires. 

Tout d’abord, les deux quadriques ont les mémes. plans prin- 
cipauz. En effet, soient PX, PY, PZ les directions principales de 
la quadrique (E); cette quadrique étant symétrique par rapport 
aux plans YPZ, ZPX, XPY, les déformations autour de P sont 
symétriques par rapport a ces mémes plans; donc les efforts sont 
aussi distribués symétriquement par rapport a ces plans, et la 
quadrique directrice des efforts admet ces mémes plans comme 
plans principaux. 

Imaginons qu’on prenne les axes PX, PY, PZ comme axes de 
coordonnées; |’équation de la quadrique Q devient 


(10) ®(X, Y,Z) = 1, X*+ 72, Y2+n322=1 
et celle de la quadrique (E) 
(11) WK, Y, Z) =(1 + 2e,) X2+ 1+ ve.) Y2+ (1+ 23) Z27=1. 


Les coefficients n,, 22, n3 dela quadrique (Q) sont, dans ce 
nouveau systéme d’axes, donnés en fonction des coefficients e, 
€2, €; de la quadrique (E) par les formules (g) qui sont indépen- 
dantes du choix des axes : comme, actuellement, les valeurs de y,, 
(2, Ys sont nulles, on aura, en particulier, 


n= Aye, to Ag@2.+ A3 é3. 


Mais, sil’on permute les axes PY et PZ, le coefficient n, de l’équa- 
tion (10) ne change pas et les coefficients e, et e; del’ équation (11) 
se permutent. Done n, ne doit pas changer quand op permute é, 


et é3, et ona 
A y= Az. 

Nous aurons alors 

ny = Aye, + Ac(e2+%3) 

ou encare 


(12) ny (Ay— Az)e1 + Ao(e) + eg + é3). 


La somme e, + e,-+ é; est le coefficient de dilatation cubique 4 


au point P ! 
0 =e) +g t+ 635 €, + £2 + &3. 
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Nous écrirons alors l’expression (12) de ny : 
(13) ny=— O— 2G}, 


Xet p désignant de nouvelles constantes. En permutant circulai- 
rement les axes PX, PY, PZ, c’est-a-dire n,, mg, M3 et €4, C2, Ca, 
ona 
(14) 


nz =— \0— 2p ee, 


n3 = — AW — 23. 


Dés lors, le premier membre ® (X, Y, Z) de l’équation (10) de 
la quadrique (Q) est lié au premier membre de ]’équation (11) 
de (E) par l’identité 


(15) ®(X, Y, Z)=— p(X, Y, Z) — (0 — p) (X2+ Y24 Z2), 


qui montre comment |’équation de |’une des quadriques se déduit 
de l’équation de }’autre. 

Si l’on revient maintenant aux axes primitifs Pz, Py’, Pz’, la 
fonction ®(X, Y, Z) se transforme en 9 (2’, y’, 3’), la fonction 
W(X, Y, Z) end (z', y’, 2’), et enfin X? + Y?-++ Z? se transforme en 


a2 + yt zz, 
L’identité (15) donne alors la suivante : 
(16) (at, y', 2!) =— py(2', y', 2") — (M0 — p) (28+ y'? + 3’) 
ou, en remplacant 9 et | par leurs expressions développées : 
N, 2'?-+ N,y'?-+ N32'2-+ 2T,y' 2'4+- 2T22' 2’ + 2T32'y' 
== — p[(t+ 28,)z"4+ (1+ 282)? 
; + (1+ 2€3)2%+ ay y's’ + 2y23'2'+ 2732'y') 


— (20 — p) (a’2 4+ y'2#+3'2), 


En écrivant que le premier membre est identique au second, 
on a les relations 


N, =— 0 — ape), Ty =— py, 
a Nz=—0--2pe2, Tr=—pye, 
N3 = — AO — anes, T3=— pYs, 
ou | 
O = 64 4- €g4- é3. 
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Ces relations donnent, pour un milieu homogéne et isotrope, 
les expressions des N et T en fonction desc, vy avec deux constantes 
et p. D’aprés les valeurs des ¢ et y en fonction de u, v, w dans le 
cas d’une déformation infiniment petite [éq. (7)], les expressions 
ci-dessus s’écrivent 


Cr) ‘ 
Ni=—hO— aps, T=~n(S+), 


Oy 0% 
ov ou Ow 
(18) Ne=— 0a, T=—4(S by ~)> 
Ow ov ou 
Nas — oo T=—4(S +3), 
avec 
du ov «OW 
(19) », b= + 


Résumé des liaisons géométriques entre deux quadriques. 
— Lidentité (16) montre que les deux quadriques (Q) et (E) ont 
les mémes plans de sections circulaires. Cette propriété entraine 
Ja premiére, & savoir que les deux quadriques ont Ies mémes plans 
principaux. On achévera de caractériser la relation qui lie les lon- 
gueurs des axes des deux quadriques, en remarquant qu’on a 


Ny Ng+ N3= — (3A +2 w)(€) + En -+ €3).’ 

Remarque. — Les formules (17) peuvent s’écrire 
| . aw ow 
(17°) Ding)? T;=— Bik 


en posant. 
2 W = (A + 242) (€, + €2 + 23)? + (¥? + Y3 + YY} — 482€3— 431 — 421 €2), 


etl’on peut aussi les déduire de la notion d’énergie de déformation 
introduite au n° 820), si Pon admet que cette derniére ne doit pas 
changer de forme, dans un corps isotrope, quand on change d’une 
maniére quelconque !’orientation des axes de coordonnées. 


822. Constantes caractéristiques d’un milieu élastique homo- 
gene et isotrope. — Les deux constantes ) et » caractérisent le 
milieu élastique isotrope considéré. Cauchy (‘), en adoptant 


(') Voir Anciens exercices, 1828; voir également Theorie de l'elasticité des 
corps solides. par CLEBscu, traduction Saint-Venant, p. 79. 
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Vhypothése des forces centrales, a montré que, sila déformation 
a lieu a partir de |’état naturel, on a, pour les solides, 


lor 


Mais cette conclusion, fondée sur une hypothése trop étroite, doit 
étre rejetée. On admet, par exemple, dans la théorie de la lumiére, 
que l’éther, en dehors des corps cristallisés, est un milieu élas- 
tique isotrope pour lequel + 24-0. D’autre part, pour un 
fluide parfait élastique, » est nul, car dans un fluide parfait tous 
les efforts tangentiels intérieurs sont nuls : les quantités T,, 
T,, T; doivent alors toujours étre nulles, ce qui exige p = 0. 


; d et ae 
C’est surtout par le rapport F qu’est caractérisé un milieu. 


élastique : Kirchhoff désigne ce rapport par 2k; MM. Cosserat 
ont introduit le nombre 


M. Duhem (Hydrodynamique, Elasticité, Acoustique, t. U, 
p- 213-214, 231, 240) discute le probléme et met en évidence 
Vhypothése suivante, souvent adoptée : 


> 0, 3A +22 > 0, 
c est-a-dire 


p> 0, —— = 0, 


pour laquelle la forme quadratique 2 W est définie positive. 

La méme question est aussi envisagée par M. Cesaro (Introdu- 
ztone alla teoria matematica della elasticita, p. 34). 

En se plagant a un point de vue analytique, on peut enfin se 


demander pour quels systémes de valeurs i et v les problémes 
énoncés aux n° 823 et 824 ont une solution unique. 


_ 823. Equations de l’équilibre et du mouvement intérieurs..— 
En remplagant, dans les équations (5) du n° 849, les N et les T 
par les valeurs (18) que nous venons de trouver, on obtient, pour 
déterminer' les déplacements u, v, wen fonction de 2, 7,3, é, 
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les équations différentielles 


ou 

(h + 1) + pau + pha pres 

ne 08 ay 
00 Ow 


ot § a Ja valeur (19) du numéro précédent et od le symbole A, 
appliqué a une fonction F, désigne, comme précédemment, l’opé- 
ration 


oF o2F oF 


Dans chaque probléme particulier, il faudra trouver des fonc- 
tions u, v, w vérifiant les équations différentielles (20) qu’on 
appelle les equations indéfinies, et satisfaisant, en outre, aux 
conditions initiales et aux conditions aux limites. 


Conditions initiales. — Les conditions initiales consistent en 

ce que, a l’instant ¢ = 0, les positions et !es vitesses des points 

ee : et OU 

du milieu sont connues : les fonctions wu, v, wet leurs dérivées ane 
ov 


Ow 
pao: doivent donc prendre, pour ¢=o0, des déterminations 


connues en Zr, VY, 2 


Conditions aux limites. — Les conditions aux limites con- 
sistent en ce que, pendant toute la durée du mouvement, les élé- 
ments de la surface extérieure du milieu sont assujettis a certaines 
conditions : il peut, par exemple, arriver que la distribution des 
efforts soit connue sur la surface, ou encore que les déplacements 
des points de cette surface soient imposés & Vavance, ou enfin 
que, pour certaines parties de Ja surface, on connaisse les efforts, 
pour les autres, les déplacements. 

Dans leurs Notes des Comptes rendus du 5 et.du 12 aout 1901, 
MM. Cosserat ont, considéré un autre genre de conditions aux 
limites, dans lequel une combinaison linéaire du déplacement et 
de leffort serait donnée a la frontiére; ce genre de conditions 
aux limites apparait, par exemple, dans ce que les ingénieurs 
appellent un demi-encastrement. 
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Nous nous bornerons presque exclusivement 4 l'équilibre élas- 
tique. 
il. — EQUILIBRE ELASTIQUE. 


824. Equations de )’équilibre élastique. -- Imaginons un milieu 
élastique dans |’état naturel, puis déformons le systéme en faisant 
agir des forces extérieures : 1° sur les éléments de sa surface exté- 
rieure; 2° sur les divers éléments du volume. Supposons que, dans 
ces conditions, le systéme prenne un état d’équilibre contraint, 
ja déformation étant infiniment petite. En appelant u, v, w les 
déplacements subis par un point quelconque P(z, y, z), on voit 
que ces quantités ne dépendent pas du temps, puisque, aprés 


la déformation, les particules restent immobiles. Les dérivées 

o7u 

Ot Si uene 
Les équations générales (20) donnent alors les éguations indé- 


jinies de Véquilibre élastique sous la forme 


. sont donc nulles. 


8 
Q+u)S + wan +oX =o, 


00 
(A+ w) > + pay +pY=o0, 
(21) ( y 


08 
A+ MH) 5: +pAw+oZL=o, 


Pour obtenir la déformation subie par le corps, il fandra trouver 
des fonctions u, v, w de z, y, 2 vérifiant ces équations et satis- 
faisant aux conditions aux limites. 


Conditions aux limites. — Les fonctions u, v, w doivent, 
sur la surface extérieure S du corps, vérifier des conditions qui 
peuvent étre de formes diverses : 


1° Dans certains problémes, les déplacements des points de la 
surface sont donnés a l’avance: alors u, v, w doivent prendre, 
sur la surface S du milieu, des valeurs données a l’avance. 

2° Dans d'autres problémes, on donne la force extérieure élé- 
mentaire F,ds qu’on fait agir sur la face extérieure de chaque 
élément dz de la surface S limitant le corps. Soient a, 8, y les 
cosinus directeurs de la normale a 1’élément de vers l’extérieur de 
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la surface S, et X.ds, Y-dco, Zdo les projections de la force 
extérieure F do appliquée a la face positive de de. L’élément de 
est attaché au milieu par sa face intérieure ou face négative : sur 
cette face s’exerce un effort provenant de l’action du milieu sur 
cet élément et ayant pour projections 


Tzds, Tyds, T:ds, 
T,, T,, T; étant donnés par les relations (1) 


1h Ss N,z+ Ts + Toy, 


Comme |’élément considéré do est en équilibre, les forces appli- 
quées sur ses deux faces se font équilibre et l’on a 


Xe-ds+ Tzds=0, 


“5 
d’ou les trois conditions 


Xe+Niz +136 + Tey =0, 
(22) Y¥.+ T3%2+No8+ Tiy =0, 


1 Ze4-Tex+ 718+ N3y =0, 


qui doivent étre remplies en tous les points de la surface. Si, 
dans ces conditions, on remplace les N et les T par leurs expres- 
sions (18) en fonctron des dérivées partielles des u, Vv, W, on ob- 
lient trois relations différentielles que doivent vérifier les u, v, W 
sur la surface. 

Quand les conditions aux limites sont définies de cette fagon, 
les forces extérieures données Xodt, Yodt, Lodz et X.ds, 
Y.dc, Z.-ds, appliquées aux éléments de volume dz et aux élé 
ments superficiels ds, doivent: évidemment vérifier les six condi- 
tions d’équilibre d’un systéme de forces appliquées a un corps 
solide, puisque, sous l’action de ces forces extérieures, le systéme 
est en équilibre aprés sa déformation. 

3° On peut combiner entre elles les deux espéces de conditions 
aux limites qui précedent. On peut, sur certaines parties de la 
surface S du milieu, se donner les déplacements et, sur les autres, 
les forces extérieures X.do, Y.de, Z, dc. 

4° Enfin on peut, comme }’ont fait MM. Cosserat (n° 823), se 
donner a la frontiére une combinaison linéaire du déplacement et 
de Veffort. 
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Le milieu étant donné, ainsi que ces conditions aux limites, ¢l 
existe une seule déformation possible pour des valeurs con- 
venables de ) et w. C’est la un théoréme fondamental qu’on a 
quelquefois regardé comme évident au point de vue physique, 
mais qu’il importe de démontrer analytiquement. Cette démons- 
tration a été donnée par Betti et Kirchhoff quand on se donne les 
efforts sur la surface du milieu, en supposant » > 0, 3h-+ 2p >0 
ou p>o, §— 5 > 0; quand ce sont les déplacements qui sont 
imposés a la frontiére, MM. Cosserat ont établi que la solution est 
certainement unique, si p > 0, §-+1> 0 (voir n° 832). 

Nous admettrons ici ce théoréme. Il en résulte que si, par un 
procédé quelconque, on a découvert des fonctions u, v, w de 
x, y, % vérifiant dans le milieu les équations indéfinies (21) et 
sur la surface les conditions aux limites, la déformation corres- 
pondante est précisément celle que subit réellement le milieu. 
Cela ne veut pas dire qu’il n’y a jamais qu’un systéme de fonc- 
tions u, Vv, w vérifiant les conditions énoncées, mais que, si l’on 
a un systéme particulier de fonctions u, v, w vérifiant ces condi- 
tions, le systéme le plus général de fonctions qui les vérifie repré- 
sente, pour chaque point, un déplacement qui s’obtient en com- 
posant le déplacement particulier u, v, w de ce point avec le 
déplacement qu’il subirait dans un déplacement d’ensemble de tout 
le systéme regardé comme un solide invariable de forme (transla- 
tion et rotation infiniment petites). Tous les systémes de dépla- 
cements ainsi obtenus doivent étre regardés comme equivalents. 
Dans le cas particulier ot les déplacements eux-mémes sont 
donnés a la frontiére, il n’existe qu’un systéme de fonctions u, 
Vv, W pouvant vérifier les conditions données. 

On pourrait dire aussi qu’aux. conditions imposées au milieu 
correspond, dans le milieu, un seul systéme de déterminations 


des six fonctions ¢€,, &2, €3, Yi. Yo, Ys caractéristiques de la défor- 
mation. 


825. Superposition des déformations. — Les équations d’équi- 
libre et les conditions aux limites sont linéaires. Par conséquent, 
on obtient la déformation infiniment petite produite & partir 
de létat naturel par plusieurs systémes de forces extérieures 
agissant & la fois, en ajoutant les déformations que produt- 


CHAPITRE XXXVIJ1. — NOTIONS SUR LA THEORIE DE L'ELASTICITE. 623 


rait chacun des systémes séparément a partir du méme état 
naturel. Soient u, v, w les déplacements correspondant au sys- 
téme de forces extérieures Xp dz, Yodz, Zo d= agissant sur les 
éléments du volume et X.ds, Yds, Z-ds agissant sur les élé- 
ments de la surface extérieure; soient de méme wu, v’, w’ les nou- 
veaux déplacements a partir du méme état naturel produits par 
les forces X'o dt, ..., Xido, .... On vérifie immédiatement, par 
addition, que toutes les équations sont satisfaites par le dépla- 
cement u+ wu’, v-+v, w+w, quand le milieu est soumis a 
Paction des forces 


(X + X’)o dz, ees (X,+ X{) ds, Aes 


c’est-a-dire des deux jsystémes de forces agissant simultanément. 

Si done un milieu élastique est dans un état d’équilibre contraint 
résultant d’une déformation infiniment petite produite par un 
premier systéme de forces extérieures, les déplacements produits, 
a partir de cet état, par l’adjonction d’un deuxiéme systéme de 
forces extérieures sont sensiblement identiques a ceux que pro- 
duirait_ ce deuxiéme systéme @ partir de l’état naturel. Cette 
proposition ne s’applique, bien entendu, qu’aux déformations 
infiniment petites. 


826. Théoréme de réciprocité de Betti. — Soient (u, v, W), 
(u,v, Ww’) deux systémes de déplacements respectivement pro- 
duits dans un corps élastique par les forces (X, Y, Z) et (X’, X’, Z’) 
sur la substance du corps et par les efforts (Xe, Ye, Ze), (XL, Ye, Z;) 
sur la surface. Le théoréme de réciprocité suivant, qui joue un 
role considérable dans Ja théorie de lélasticité, a été établi par 


Betti : 


Le travail total des forces du premier systéme, pour les 
déplacements produits par le second systeme, est égal au tra- 
vail total des forces du second systéme, pour les déplacements 
produits par fe premeer. 


Ce théoréme s’exprime analytiquement de la maniére suivante : 


af o(Xu' + Yv' + Zw’) dx dy ds +f {Su'+ Y.vi+ Zew') do 
= ff four Vo tw) de dy ds +f [ (Xiu vw + Liew )ds: 
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les intégrales de volume sont étendues a tout le volume du corps, 
et les intégrales de surface 4 toute la surface de ce corps. Pour 
démontrer cette égalité, il suffit de remarquer que, quand on rem- 
place eX, pY, eZ et X., Y- et Z. par leurs valeurs (21) et (22), 
le premier membre peut étre transformé, en. vertu du théoréme de 
Green, dans l’expression suivante : 


Ni ef +t No e, +- N3e4 + T; 1's + Tsy3+ T3735 ; 
le second membre peut de méme étre mis sous la forme 
Nieit Ni ee+ N3es+ Ty + Ti y24+7T4hY3, 


et il résulte des formules (17’) que ces deux expressions sont 
égales. 

Supposons que u’=az, v =ay, w =az, a étant une con- 
stante; nous aurons X'’=— Y'= Z’=0 et X,=3aka, Y,= 3ak8, 


/ bs 3aky, ob kK=) + . ; on en conclut que l’augmentation de 


volume du corps sous l’action du systéme de forces (X, Y, Z), 
(X., Ye, Z-) est ; 


I I ; 
ap) | feXo+ Vy + bs) de dy de + ag. | | Ser + Vey + Les) da. 


En particulier, quand un vase fermé de forme quelconque, 
dont le volume intérieur est V, et le volume extérieur V, est 
soumis @ une pression intérieure Py et a une pression exté- 
rieure P, il se déforme de telle sorte que le volume V — V, de 


la substance du vase diminue de la quantité : (PV — P,V>)- 


827. Cas ov il existe un systéme de déplacements dérivant d’une 
fonction. Supposons que, parmi les systémes équivalents de 
déplacements remplissant les conditions indiquées, il y en ait un 
qui dérive @une fonction o (x, y, 3), c’est-a-dire qui soit tel que 


on peut caractériser ce cas par ce fait que les composantes de la 
rotation moléculaire (n° 685) sont nulles dans tout le milieu 
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(déformation longitudinale) : 
oS) ie =0, wey 
On peut alors simplifier les équations d’ équilibre comme il suit. 


On a d’abord pour la dilatation cubique. 


02 ao do 
0= J —— —- = 9: 
wa gas oy? + oat AP; 


puis on vérifie immédiatement que 


Les équations @équilibre (21) s’écrivent alors 
00 
(A+ 2p) — +o9X=0,. 
08 
3 K+ 3 ao ‘4 = 
(23) QO AIP Fas 0, 
0 
(A +an)S +-6L = 0; 


elles présentent une identité de forme remarquable avec les équa- 
tions d’équilibre d’un liquide; il suffirait, en effet, d’y remplacer 
(A+ 2p)9 par —p pour qu’elles aient la forme des équations 
d’équilibre d’un liquide (n° 624). 

Par exemple, si les forces X, Y, Z dérivent d’une fonction 


U(2,y7, Ss), 
_ 0U Y dU oU 
3 ox’ ne oy dz 


les trois équations (23) peuvent étre remplacées par |’équauuon 
unique 


(24) (A +22)9 +pU=h, 


k désignant une constante. En effet, les équations (23) expriment | 
alors que les dérivées partielles du premier membre de (24) par 
rapport a x, y, 3 sont nulles. 

Les expressions (18) des N et des T en fonction des dérivées 
des u, v, w prennent, dans l’hypothése actuelle, la forme sui- 


A. =a! SIt. 4o 


vante : 
020 ao 
Nie 0 ae Pe he i= O Oy dz 
Conditions aux limites. — Supposons qu’on donne la force 


extérieure F.do appliquée sur les éléments de Ja surface du 
milieu : les conditions aux limites (22) deviennent, d’aprés les 
valeurs ci-dessus des N et des T, 


2 np 2 2 
(5) Xe= (10+ 2p! Jaron rb+2n ae 


02 
—— ier que 


ou, en remarquant que ae 


du 
dn 
Ja surface S (n* 534), 


désigne la dérivée — de wu prise, suivant la normale extérieure 4 


ae 
Keres sae 


on 

P dv 

(26) jie 
| Zp = Oy + ee 


Remarque. -— On peut ramener au cas que nous venons de 
traiter le cas, en apparence plus général, ou les composantes de 
la rotation moléculaire (n° 685) seraient constantes dans toute 
’étendue du milieu. En effet, il suffirait d’imprimer d’abord au 
systéme une rotation d’ensemble égale a cette rotation constante 
pour que les nouveaux déplacements, amenant le systéme de sa 
nouvelle position a la position finale d’équilibre contraint, aient 
lieu sans rotation moléculaire. 


828. Equilibre élastique en Vabsence de forces extérieures 
appliquees aux éléments de volume. — Si les forces Xo dz, Yo dr, 
Ze ds. sont nulles; les équations indéfinies (21) prennent la 
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forme 


‘ flv) 
(x + —_ mw A == 
+ 1) +uAu 0, 
08 
(27) ‘ Cor a +a Av =o, 


8 
Q+wS + pAw =o. 


Les conditions aux limites sont les mémes que plus haut. 

Dans fe cas ou il existe un systéme de déplacements possible 
dérivant d'une fonction 9, il faut et il suffit, pour que les.équa- 
tions d’équilibre indéfinies soient satisfaites, que la dilatation 
cubique soit constante dans le milieu déformé. En effet, dans 
cette hypothése, les équations (23) du numéro précédent, ou 


KS YS 7 = 6) 
deviennent 
hi) 00 of 
pe Oo? oF Say, Wp ae 


en supposant ) + ay. différent de zéro. Elles montrent que § est 
constant. Comme 6 est égal a Ag, on voit que la fonction ¢ vérifie 
alors une équation de la forme 


Ao =k, 


Ak étant la valeur constante de §. Les conditions aux limites 
prennent la forme (26) indiquée au numéro précédent. 


829. Exemple I : Compressicu normale et uniforme d’un milieu 
isotrope ('). = Soit un milieu isotrope limité par une surface S : 
faisons agir, sur-chaque élément superficiel do de la surface, une 
pression normale Pde proportionnelle 4 ds, P étant le méme pour 
tous les points de la surface. Ce fait se présenterait, par exemple, 
si le milieu était un corps solide plongé dans un gaz a une pres- 
sion donnée, 

Dans cet exemple, on donne les forces extérieures sur la sur- 
face. Sil’on appelle a, 8, y les cosinus de la normale extérieure, 


(1) Lamé, Legons sur la théorie mathématique de Uélasticité des corps 
solides. 
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ona ici, comme la pression Pdo est normale, mais dirigée vers 
lintérieur, 

X,ds-—Puds, Y,do=—P6ds, 1,ds=—Py ds, 


et les conditions aux limites (22) deviennent 


| Pa=N,2+ 736+ Tey, 
(28) PB=T32+Ne6+Ty, 
Py = T.¢+ 7,8 + Nsy 
sur la surface S. 
On ‘vérifie immédiatement gu’on peut satisfaire aux équations — 
indéfinies (27) et aux conditions (28) aux limites en prenant 


(29) user, vecy, wees 


(¢ constant), valeurs qui dérivent de la fonction 
I 2 
os se alan | dese B*). 


D’abord les équations indéfinies (27) sont satisfaites, car toutes 


00 
les quantités mee Au, ... sont nulles. 


Restent les équations a la surface (28). D’ apres les valeurs (29) 
de u, V, W, 0m a, en se reportant aux expressions (18) des N et T 
en fonction des composantes du déplacement, 


0 =3c, Ny = N,=N3;=— (3A + 2py)e, 
Shee a a T,=0 


dans tout le milieu. En particuher, sur la surface, on devra avoir 
leq. (28)] 
P2=N)¢; PB=N,26, Py = Ns3y 
d’ou l'on tire 
p 


3 pt a ee aE 
ee. < SA 2) 


+ 


ia Ae beh 
ou encore, en désignant par § la quantité — +1, 
BK 


Toutes les conditions sont ainsi satistaites. On peul remarquer 
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que la constante c, considérée comme fonction de &, admet le 
: I 

pole z" 


Nous avons donc obtenu un déplacement particulier (29) rem- 
plissant toutes les conditions; dans ce déplacement, l’origine est 
fixe et chaque point P du milieu se déplace suivant le rayon PO 
d’une quantité proportionnelle a PO. Les nouvelles positions des 
points du milieu sont donc homothétiques des anciennes par rap- | 
port a O. | 

Le systéme de déplacements le plus général vérifiant les condi- 
tions données s’obtient en composant le sysltéme particulier que 
nous venons de définir avec une translation et une rotation d’en- 
semble. On peut donc dire qu’aprés la compression le systéme 
devient semblable a ce qu il était primitivement. 


Coefficient de compressibilité. — Imaginons un corps homo- 
géne isotrope de volume V soumis a une compression normale et 
uniforme P : le volume V change et devient V — 8V. La quantité 


De LEON: 
TAP CY. 


s’appelle le coefficient de compressibilité. On peut exprimer ce 


coefficient a V’aide des constantes A et u. En effet, est le 


— 6\ 
v 
coefficient de dilatation cubique 4, qui est ici négatif, si l’on sup- 

pose 3A + 2p positif; on a alors, d’aprés (30), 
Sl staniee reed OGRE os S 
oP a, spit. SNE OL 
830. Exemple II: Extension longitudinale d’un cylindre droit 
& base quelconque par des tractions uniformes exercées sur les 
bases (‘). -— Soit un cylindre droit dont les génératrices sont 
paralléles a l'axe Oz, l'une des bases étant dans le plan des xy et 
Yautre ayant une cote z == H égale a Ja hauteur du cylindre. 
Supposons qu’aucune force extérieure n’agisse sur les éléments 
superticiels de la surface latérale, mais appliquons a chaque élé- 


(1) Lamé, Lecons sur la théorie mathématique de l'élasticité des corps 
solides. 
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ment ds des deux bases une traction F de normale a cet élément, 
dirigée vers l’extérieur de fagon a allonger le cylindre, F étant 
une constante appelée traction par unité de surface. Le cylindre 
prend un état d’équilibre contraint. 

Les déplacements u, v, w des divers points doivent satisfeire 
aux équations indéfinies et aux conditions ala surface que nous 


allons énumérer. 


Surface latérale. —- Comme sur cette surface la force exté- 
rreure X-, Y-, Z- est nulle et que le cosinus y de langle de la 
normale extérieure avec Oz est nul aussi, les conditions (22) 


deviennent 
o=Nia+T38, 
(31) o=T,2-+N,6, 
3 ota Eye, 

Bases. — Sur la base z = 0, la force extérieure est F de et ses 
projections sont 0, 0, —— F ds; d’ailleurs, les cosinus directeurs de 
la normale extérieure sont ¢ = 8 = 0, y= —1. Les équations (22) 
donnent donc 

Dije=uis =O, — F— N3;=0. 


Sur la deuxiéme base s=H, on a X-= Y.=0, Z,=F, 
o = 6 =0, y=1, et les équations (22) donnent les conditions 


(32) ie Oe pee N3;= 0, 


identiques aux précédentes. 
Le probléme étant ainsi posé, on peut satisfaire a toutes les 
conditions a |’aide du déplacement particulier 


(33) War, ))+ Visa) ig WS Of 
(@ et ¢ constants), dérivant de la fonction 


I I 
(Res Adena de eek 


La valeur correspondante de 4 est 


6=2a+ Cc 


? 


et les équations indéfinies sont évidemment satisfaites. 
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Les expressions (18) donnant les valeurs des N et T en fonction 
des-u, v, w deviennent actuellement 


Ny= N,;=—A(2a@+c)—2pa, 
Ng3=— \(2a@+c)— 2p. 
T, = Us 4 oO. 


Exprimons alors que le$ conditions aux limites sont vérifiées. 
Sur la surface latérale, on doit avoir les conditions (31); comme 
les T sont nuls, ces conditions se réduisent 4 N,—N,— 0, c’est- 
a-dire a 


(34) X(2a+c)+2na=0. 
Sur les bases on a — N, = F, c’est-a-dire 
(35) M(2a'+¢)+2pe= F. 


Ces deux équations déterminent, en fonction des données, les 
valeurs des constantes a etc: 


(36) a= — 


La constante @ étant négative en supposant )n(3A-+ 22) >0 
(n° 822), le cylindre se contracte latéralement en méme temps 
qu il s’allonge. 

Nous avons ainsi obtenu un systéine de déplacements particu- 
liers remplissant toutes les conditions du probleme. Le systéme de 
déplacements le plus général répondant a la question s’obtient en 
composant le systéme précédent avec un déplacement d’ensemble 
du cylindre. 


En introduisant dans ces formules (36) le nombre § = 


on voit que les constantes @ et € deviendraient infinies pour 


Coefficient d’élasticité. — Soit un cylindre de hauteur H, 
soumis sur ses bases a une traction uniforme ayant pour inten- 
sité F par unité de surface. Ce cylindre s’allonge de 6H; le coeffi- 
cient d’élasticité ou module de Young est le rapport 
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Le résultat précédent permet d’exprimer ce coefficient en fonc- 
tion de det u. En effet, dans les formules précédentes, les points 
du plan z =o restent dans ce plan, un point du cylindre de cote z 
subit, dans le sens des génératrices, un déplacement w = cz; un 
point de Ia base s =H subit donc un déplacement dans le sens des 
génératrices égal a cH. C’est la l’allongement oH du cylindre. 

On a donc, d’aprés (36), 


FH F 3A top 


(37) Ce atin ce A+ 


En comparant ce coefficient au coefficient de compressibité g du 
numéro précédent, on voit que 


le deuxiéme membre de cette relation se réduit a e dans ’hypo- 
thése de Cauchy Ap 


Rapport de la contraction transversale a la dilatation lon- 

* ° P 4 a * 2 : 
gitudinale. — Ce rapport est égal a — z> Vaprés les formules (36) 
sa valeur est 


: [ Mk 
£38) yt Cue he 
Dans l’hypothése de Cauchy 4 = p, on aurait pour le rapport Ja 


I , 
valeur — donnée par Poisson. 


4 


831. Exemple III : Equilibre d’une couche cylindrique. — Soit 
un solide homogéne et isotrope limité par deux cylindres de révo- 
lution concentriques et par deux plans perpendiculaires aux arétes. 
Ce solide est soumis, sur chacune des surfaces cylindriques, a une 
pression normale et uniforme et, sur chacune des bases, 4 une 
traction paralléle aux arétes; on se propose de déterniiae Vétat 
d’équilibre (‘). 

Placant l’origine au centre de figure ( fig. 374), prenonsl’axe Oz 


(') Voir: Lame, Legons. sur la théorie mathématique de l’élasticite des 
corps solides, et Cours de E. Sarnrav a l’Ecole Polytechnique, 1 Division 
1899-100 (feuilte 70). 
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paralléle aux arétes. Considérons un point quelconque M; dési- 


gnons par (x, y, 2) ses coordonnées dans |’état naturel et par r sa 
distance a l’axe Oz de sorte que 


(39) , rts gt y? 


Les forces appliquées au solide sont telles que, dans la défor- 
mation, le point M se déplace dans le plan méridien passant par 


Fig. 374. 


sa position primitive, de sorte qu’on peut décomposer son dépla- 
cement en deux, l’un ¢ suivant le prolongement de la distance r, 
autre w paralléle aux arétes. 

Nous supposons que e ne dépend que de r et que w est propor- 
tionnel a 2; en posant, en conséquence, 


(4o) us 


nous allons vérifier qu’on satisfait a toutes les conditions de l’équi- 
libre par des valeurs convenablement choisies de la fonction « et 
de la constante c. 

Remarquons d’abord que les valeurs admises pour u, Vv, Ww 
sont les dérivées partielles d’une fonction 9 de x, y, 3; ona, en 
effet, 


Baa hy iw dre Oo chek 


Or, la relation (39) donne 


adr+ydz=rur, 


“ 
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done |’expression précédente est égale a edr + czdz et elle est, 
par suite, la différentielle totale de la fonction. 


(41) ga f cdr + ies, 


Il en résulte (n° 827) que, pour satisfaire aux équations indé- 
finies de l’équilibre, il suffit d’exprimer que la dilatation cubique 
est constante. Or, on déduit des valeurs (40) : 


Ole rtd OW oy? de = a ow 
MA) og dp To oy cdr a 


et l’on a, par conséquent, en désignant par a une constante, 


de ee x d(re) _ 
ar re : CEaGte 


2a/ 


L’intégrale générale de cette Equation est, en appelant 6 une 
autre constante, 


b 
(43) ° aan gl PUREE 


En adoptant cette valeur, les déplacements (40) satisfont aux 
équations indéfinies. Ces déplacements renferment ainsi trois 
arbitraires a, 6, ¢ que nous allons déterminer de maniére 4 satis- 
faire aux conditions aux limites. ; 

Comme ici u, v, w dérivent d’une fonction 9, on pourra écrire 
les conditions aux limites sous la forme de 826, 


a 
X,= AOz+ an — 


adv 

(44) | Ye= NOB + ape, 
dw 

Le = Nby + 22s 


\ 


les dérivées étant prises suivant la normale extérieure a la surface 
du milieu. 


Bases. — Appelons F la traction par unité de surface exercée 


CHAPITRE XXXVIII. — NOTIONS SUR LA THEORIE DE WRLASTICITE. 635 


sur les bases. Sur la base située du ‘cédté des s positifs.. = B = 0, 
y=1,X-=Y.=0, Z.=F; la normale. extérieure est paralléle 


a Oz; comme u et v ne dépendent pas de z, leurs dérivées in? 


Vv . 5 PRO 
z, paralléles 8 Oz sont nulles; comme w= cz, sa dérivée nor- 
: dw Ww 5 of 
male a la base, —- = —-, est égale a c; les deux premiéres des 
dn _ dz 
relations (44) sont donc identiques et la derniére donne, en y rem- 
plagant 9 par sa valeur 2a + ¢, 


(45) F = i(2@+ 6)+ ane. 


Pour Pautre base, on obtient la méme condition. 


Surfaces latérales. — Comme |a distribution des déplacements 
et des efforts est symétrique autour de Oz, il suffit d’exprimer 
que les conditions aux surfaces latérales sont remplies le long des 
génératrices situées dans le plan zOz. Nous appellerons ry et'r, 
les rayons des surfaces cylindriqnes intérieures et extérieures, 
P, et P, les valeurs par unilé de surface des pressions normales 
appliquées sur ces deux surfaces. 

Prenons un rayon déterminé AM, M, du cylindre dans le plan 
202 (fig. 346): en un point M de ce rayon ayant pour coor- 
données 7 et z, r est égal Ax, et y est nul; par suite 


6 
f= arnt = 
x 
et les valeurs (40) de u, v. w deviennent 
f b 
(46) Wiech > V ==10, w=cz. 
Appliquons maintenant les formules (44) aux deux surfaces 


cylindriques. Sur la surface extérieure (en M,), la normale exté- 
rieure est M,N, paralléle 4 Ox dans le sens positif de Ox : donc 


Hace a AN dv dw 
Rady Oey =O: Les dérivées ppencr tera prises suivant cette 
b 
normale sont — x, 5 ae c Dee a— -) 0,0, ou il faut faire 


L=TP;. Enfin, en ce sedi M,, Xe== — PP, Y-= 2,0, Les 
deux derniéres équations (44) sont alors identiques et la premiére 
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donne, en remplacant 4 par sa valeur 2a-+-c, 


(47) ; <Pi= date) +au(a—5)- 

Sur la surface intérieure, en My, on fera un calcul analogue, en 
remarquant que la normale extérieure M,N, est de sens contraire 
du__—s du 
dn ear 
X= P,, Ye= Z-= 0. On obtient ainsi la condition 


wt OZ, t= — 1,8 vos oO, dou ,+++3 en outre, 


i b 
8 Po=—A(: Ty) Te ly 
(48) 0 \(2a+ 0c) — 2} (a =) 


Les trois équations (45), (47) et (48) déterminent les valeurs 
des constantes a, b, c en fonction des données : 


paso Ra ee ee Oe 
ap(sA+2y). r?—ra 2u(3A+2p) ’ 
r27r?(Po— Pi) 
Po A ae Perea ra ee 
i eto heute aed AGE aed ae tate rages 
\ w(3A+ 2p) r3—r3 w(3A+ 2p) 


Ces formules, dans lesquelles est encore en évidence le pdle 
t 
3 
pour laquelle nous renverrons le lecteur au Cours de Mécanique 
de E. Sarrau a |’Ecole Polytechnique et aux tudes sur la résis- 
tance des tubes métalliques simples ou composés, avec appli- 
cation a la construction des bouches a feu, par le général 
Virgile (Mémorial d'Artillerie de la Marine, t. 1). 


& — —, sont fondamentales pour la théorie du frettage des canons, 


832. Indications sommaires sur quelques travaux. — Signalons 
d’abord une autre application classique, celle de la torsion d'un cylindre 
circulaire (LamE, Lecons sur la théorie mathématique de l’élasticité, 
XIV Lecon, p. 186, de la premiére édition), puis le célébre Mémoire de 
Barré de Saint-Venant, Sur la torston des prismes (Savanis: étrangers, 
t. XIV, 1855), ob le méme probléme est envisagé pour d’autres sections 
transversales. Une autre application intéressante est le probléme du plan 
indéfini résolu par M. Boussinesq (Application des potentiels, etc.; Gau- 
thier-Villars, 1885) et, & peu prés en méme lemps, par M. Cerruti. 

Arrivons maintenant a quelques travaux plus récents relatifs a [‘inté-— 
gration des équations de l'équilibre, élastique et supposons, pour fixer les 
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idées, qu'il n’y ait pas de forces extérieures agissant sur les éléments de 
volume. En posant 


nous écrirons, avec MM. Cosserat, les équations (27) sous la forme 


ou 00 on 
(@) Au+§&— =0, Bee ig tn Aw +§— =o. 


I. Les questions relatives au systéme (a) présentent avec celles qui sont 
relatives a l’équation de Laplace et aux équations similaires une analogie 
étroite qui, qguoique ne se poursuivant pas jusqu’au bout, peut étre 
étudiée avec fruit. 

Considérons, par exemple, le probléme (!) qui consiste a déterminer 
une fonction 9 qui s’annule a la frontiére d’un domaine et qui, a l’intérieur, 
vérifie l’équation 

Av + fo —f=o. 


° L’idée qui a sans doute guidé dans cette question a été de représenter 
la fonction » par le développement formel 


A;U; 
1é —k; 


(ou les A;, &; sont des constantes, les U; des fonctions de x, y, 2), sauf 
ultérieurement, si c’est nécessaire, & Je modifier convenablement (*) par 
V'application du théoréme de M. Mittag-Leffier, par exemple. 

On voit immédiatement que la fonction U; doit s punaler a la frontiére 
et verifier 4 Vintérieur l’équation (3) 


AU; + k;U;= 0. / 


2° Admettant que le probléme a une solution, supposons qu’on envisage 
la question de savoir si cette solution est unique; on est conduit de nou- 
yeau aux nombres &; et aux fonctions U; correspondantes. Car, si pour 
une valeur k de & le probléme proposé a deux solutions #1, 9, la différence 
U = »,— 2 s’annule a la frontiére et vérifie 4 l’intérieur l’équation 


‘AU -+KU = 0, 


(1). Poincart, Sur les equations de la Physique mathématique, p. 65. Ren- 
diconti del Circolo matematico di Palermo, t. VIII, 1894. 

(7) Pomncant, Sur les equations de Physique mathématique, p. 148, 149. 

(*) Il en résulte entre deux fonctions U,, U; correspondant a des nombres &,, k; 


la relation aff fv.vjae =o, qui permet de construire le développement con- 


formément a la méthode habituelle de la Physique mathématique. 
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Il. Par analogie avec la question précédente, envisageons le probléme 
qui consiste A déterminer trois fonctions u, v, w qui, a la frontiére d’un 
domaine, prennent des valeurs données et qui, a l’intérieur, vérifient (1) 
le systéme (a). 

1° Supposons que l’on cherche 4 représenter les fonctions u, v, W par 
les développements formels : 


U= U+sé 


(6) Vie 


Uo, Vo, Wo étant des fonctions de z, y, 2 qui, a la frontiére, prennent les 
valeurs données pour u, v, w; les A;, k; sont des constantes; les U;, Vi, 
W; sont des fonctions de x, y, 3. 

On trouve immédfatement que U;, V;, W; corny s’annuler a la fron- 
tiére et vérifier le systéme (@), ot l’on suppose ~ = k; (2). 


2° D’autre part, si l’on admet lexistence de la solution et si l'on exa- 
mine la question de savoir si elle est unique, on est conduit de nouveau 
aux nombres 4; et aux fonctions (U;, V;, W;) correspondantes. 

MM. Cosserat ont cherché, d’une part, a mettre en évidence la possi- 
bilité des développements (6), ou de ces développements modifiés par le 
théoréme de M. Mittag-Leffler, et, d’autre part, 4 déterminer effective- 
ment pour des corps donnés les nombres £; et les fonctions U;, V;, W 
correspondantes, 

Il est touc d’abord essentiel, en ce qui concerne le premier point, de 
précisér l’énoncé de la question a l’égard des conditions de continuité 
vérifiées par les inconnues. I] ne parait plus possible ici, comme cela arrive 
pour l’équation de Laplace (*), de faire abstraction de la facon dont 
comportent les dérivées a la frontiére. 


(1) On peut considérer aussi bien le cas ot !’on aurait des seconds membres 
qui ne seraient pas nals, 
(7). De la résulte entre deux systémes de fonctions (U;, V,, W;), (U;, V;. W;) 


cprecapondunL a des nombres k;, 4;, la relation SSS 6;8,d< = o qui permet de 


construire le développement conformément a4 la méthode habituelle de la Phy- 
sique mathématique. 

(3) Pour l’équation de Laplace, on peut eéaoiare le probléme de Dirichlet, 
puis s’occuper, comme I’a fait, par exemple, M. Liapeunoff, de la facon dont se 
comporte a la frontiere la dérivée normale, Ici, l’analogie ne semble pas pouvoir 
se poursuivre et l’on est ainsi conduit dans les démonstrations A des restrictions 
au sujet de l’existence de Ja solution, Il est 4 remarquer que les auteurs qui ont 
traite, par exemple, du probléme de la sphere (comme Lord Kelvin, Lamé et les 
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La premiére question a traiter est de déterminer, autant que possible, 
pour quelies valeurs de la solution (si elle existe) est unique. MM. Cos- 


 Serat ont étabhi (1) que la solution est unique, non seulement pour ¢ > = 


comme cela résultait des recherches antérieures, mais méme pour 


a ee z 
lis ont ensuite étudié u,.v, w comme fonctions de £ (réel ou complexe) 
et ils ont cherché a établir (2) que ces fonctions sont uniformes et ont 
tous leurs points critiques réels et situés A gauche de —1 sur l’axe des 
quantités réelles, Mais les difficaltés, relatives a la fagon dont les dérivées 
se comportent a la frontiére, les ont conduits a introduire dans les démons- 
trations des restrictions. 
La question a été reprise depuis, suivant la méme méthode, par M. Korn (3), 


a >: d’autre part, en appliquant la méthode 
qui porte son nom, M. Fredholm (*) et 4 sa suite MM. Marcolongo (5) et 
Lauriceila (*) ont pu établir également que u. v, w sont des fonctions 


qui a introduit l’expression 


° 


£ 
méromorphes de -— 
f+2 
Relativement au second point, MM. Cosserat ont obtenu pour la 
sphére (7) Jes nombres k; et Jes fonctions U;, V;, W,; en reprenant les 


_ géometres italiens) me paraissent pas s’étre préocupés de préciser Dengace de 
leur probléme et d’examiner si la solution existe effectivement. 

(') Sur les équations de la théorie de l’élasticite!( Comptes rendus, t. CXXVI, 
1898, p. 1089). 

(7) Sur la solution des equations de leélasticité, dans le cas ou les valeurs 
des inconnues a la frontiére sont données ( Comptes rendus, t, CXXXIII, 1901, 
p- 145). 

(*) Korn, Solution générale du probléme d’équilibre dans la théorie de 
Vélasticité, dans le cas ou les déplacements des points de la surface sont 
donnés (Comptes rendus, 5 février 1906); Allgemeine Losung des elastischen 
Gleichgewichtsproblems bet gegebenen Verriickungen an der Oberflache 
(Sitzungsber. der Kgl. Bayer. Akad. der Wiss., t. XXXVI, tg06, p. 37), 
Annales de l’Ecole Normale supérieure, 1907; Acta mathematica, 1908), 

~(4) Frepuoim, Solution d’un probléme fondamental de la théorie de l’elas- 
ticite (Arkiv fér Matematik, Astronomi och Fysik, t. MI, n° 28, 6 dé= 
cembre 1905). 

(5) Marconongo, La teoria della equazioni intégrali e le sue applicasioni 
alla Fisica-matematica (Rend. della R. Acc. dei Lincei, t. XVI, 5° série, 
5 mai 1907, p. 742); La theorie des equations intégrales et ses eA aplicatiens a 
la Physique mathématique (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 
t. X, 2° série, 1908). 

(*) LAURICELLA. 

(1) On peut répéter ici des raisonnements analogues a ceux faits sur Véqua- 
tion Au + &u--f =o avant la publication du Mémoire cité de H. Poincaré. 
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formules données par Lord Kelvin. Ils les ont également déterminés pour 
Venveloppe sphérique (1) et pour l’ellipsoide (2); dans ce dernier cas, les 
fonctions U;, V;, W; sont, comme pour la sphére, des polynomes. 


Ill. Considérons le probléme qui consiste 4 déterminer une fonction 9 
satisfaisant aux conditions 


de 
(¢) Av+to+f=oa, SP a 
ou plus généralement aux suivantes (3) : 
(d) Why ci ag eee aa 
+ + f=0, ae + =_0; 


Le probléme d’élasticité analogue 4 celui qui est défini par les équa- 
tions (c) consiste 4 déterminer trois fonctions u, v, w vérifiant les équa- 
tions (a), et pour lesquelles les valeurs a Ja frontiére des composantes de 
effort sont données. 

MM. Cosserat ont établi que les seules valeurs de &, pour lesquelles on 


. ; : I 
est certain que la solution est unique, sont celles plus grandes que 3? et 


I ; 4 : : : 
= de &, la solution ne peut étre unique; ils ont donné, 


3 


I : en ; 
pour cette valeur. 3 de £, les expressions de U, V, W qui vérifient les équa- 


que, pour la valeur 
tions (@) et qui, a la frontiére, annulent l’effort (+). Ces expressions sont 
a un déplacement d’ensemble prés : 
U =azr+ ~ a4 (a? — y2— 5%) + bry + C122, 
Ce yer, V = doy + aay + -by(— a+ y?— 32) + yz, 
W=a)4+ a,37+ b) ys + = ¢1(— 22 — yr 2°), 


Qo, 1, by, cy tant quatre constantes. 
[ls ont déterminé 'es nombres k; et les fonctions U;. V;, W; analogues 


(*) Sur la déformation infiniment petite d’une enveloppe sphérique élas- 
tique (Comptes rendus, t. CXXXIII, 1901, p. 326). 

(*?) Sur la déformation infiniment petite d’un ellipsoide elastigue (Comptes 
rendus, t. CXXVII, 1898, p. 315). 

(3) PomncarE, Sur les équations de la Physique mathématique, p. 125. 

(‘) Sur un point critique particulier de la solution des équations de l’élas- 
ticité, dans le cas ou les efforts sur la frontiére sont donnés ( Comptes rendus, 
t. CXXXIII, 1901, p. 382). 
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aux nombres &; et aux fonctions U;, V;, W; du paragraphe If pour le 
cas deta sphere (1), de l’enveloppe sphérique (*) et de l’ellipsoide (3), 
Létude du probléme d’élasticité actuel a été reprise tout récemment par 


M. Korn (#4), 


IV. Il est &remarquer que l’on obtient un certain nombre de résultats 
connus en supposant les données choisies de telle facon que les inconnues 
u, V, W soient de la forme (6), les seconds membres étant des sommes 
d’un nombre limité de termes. 

Ainsi, MM. Cosserat ont signalé le cas remarquable ow les valeurs 


données a la frontiére des composantes de l’effort sont telles que u, v, W 
aient des expressions de la forme 


Mi a aie 
333 3 f € 
(f) w=u)+ U, V=Vot “ar w= w+ Ww. 

z i r : 


Beg erent 6-3 


Ces formules donnent, comme cas particuliers, des résultats classiques 
obtenus par Lame (*). Hi suffit de prendre dans U, V, W les termes affectés 
de la constante ap. 

Au méme ordre d’idées peuvent se rattacher les résultats particuliers 
obtenus en 1895. par M. Chree a l’égard de l’ellipsoide (Exercice 8). 


833. Le probléme de Barré de Saint-Venant. Théorie des corps 
minces. — MM. FE. et F. Cosserat ont également retrouvé la solution que 
Barré de Saint-Venant a donnée du probléme de fa fiexion des poutres 
droites. 

Donnons d’abord quelques indications sur ce qu’on appelle la torsion 
d’un cylindre droit, Prenons pour axe Og le lieu des centres de gravité 
des sections droites; cet axe reste fixe et ne subit pas de changement de 
longueur; une droite quelconque paralléle a l’axe Os se change en une 


(1) Sur la déformation infiniment petite d’un corps elastique soumis a des 
forces donnees (Comptes rendus, t. CXXXIII, 1901, p. 271). 

(?) Sur la déformation infiniment petite d’une enveloppe sphérique élas- 
tigue (Comptes rendus, t. CXXXIII, 1gor, p. 326). 

(3) Sur la déformation infiniment petite d’un ellipsoide elastique soumis a 
des efforts donngs sur la frontiére (Comptes rendus, t. CXNXXIII, p. 361-364). 
Cette Note est aussi relative au probléme analogue a celui défini par les équa- 
lions (d@) (méme remarque pour l’enveloppe sphérique ¢lastique). 

(4) Korn, Solution générale du probléme d’équilibre dans la théorie de 
Vélasticite, dans le cas ow les efforts sont donnés 4 la surface (Comptes rendus, 
t. CXLVI, 16 mars 1908, p. 578); Annales de la Faculté des Sciences de 
Toulouse, 2° série, t. X, 1908. 

(3) Voir, entre autres, les résultats des n°* 829, 830, 831, et le résultat indiqué 
a lExercice 4, a la fin du Chapitre. 


TEENS 61, 4a 
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hélice a base circulaire autour de cet axe, de sorte que Jes compo- 
santes u, v du déplacement d’un point quelconque du cylindre sont de fa 
forme 

Us —- TS, Vet Zr, 
t désignant une constante; d’autre part, la déformation d'une section 
droite ne varie pas avec 2, et l’on a 


We T9(2, y): i 
Pour tout point intérieur du cylindre, on trouvera alors 


() =O, Ne Neo= N3 = 0, 
le) do \ 
Typ=pt( a+ — To = witl[ — oat T,= 0; 
pate (=+ 5), 2 ls ( a a 
une torsion ne dépend donc que du module p et la déformation a lieu sans 
changement de densité. 
Les équations (@) sont vérifiées, lorsqu’on a 
02 e2 
Toes 
Oz? oy? 


=0;5 


si 4, m, o sont les cosinus directeurs de la normale a la surface latérale du 
cylindre, cette surface est libre d’efforts quand 


09 


ae =ly—mz, 


abet 
Ox 


condition par laquelle nous achéverons de déterminer la fonction @. Les 
efforts sur une section droite quelconque sont tangentiels, puisque N;—0; 
ils ont une résultante perpendiculaire a Oz. dont les composantes, suivant 
les directions Ow, Oy, 


Sev dg ap 
c _— — |dad + =k 
wf | ( y+ 2 ae ae wf f (2 : st) ae ay, 
sont nulles; on peut, en effet, écrire la premiére composante, par 
do F 
“If lela—v) +z gre) lew 
09 Oo 
se us fx [es Ree ds, 


en vertu de la transformation de Stokes. Les efforts considérés ont seule- 
ment un moment résultant dont l’expression est 


i) 
ue ff (2 +e Zt) de ay, 


et qu'on appelle moment de torsion. 


exemple, 


j 
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Nous considérerons maintenant la déformation que Barré de Saint-Venant 
aappelée flexion circulaire d'un cylindre droit. Dans une telle flexion, 


u, V, w sont de la forme (f); on prend dans U, V, W les seuls termes 
affectés de la constante a, et l’on a 


a 
OSs Reet Mb es WoO 


pour tout point intérieur du cylindre, on trouve alors 


IN teagan No eo, N3 = a,2. 


L’axe Os étant le lieu des centres de gravité des sections z= const., 
cette ligne ne subit aucun changement de longueur, et la traction résul- 
tante sur chaque section est nulle. Si le plan de flexion est en méme temps 
un plan principal d’inertie, une section s = const. est soumise aun moment 
résultant égal a a,I, I étant le moment d’inertie de Ja section droite par 
rapport a un axe perpendiculaire au plan de flexion. Une fibre quelconque 
de la poutre reste dans un plan paralléle au plan de flexion Oxz, puisque 
v est indépendant de z; dans ce plan, elle prend la forme d'une parabole 
du second degré, comme Je montre u. Les sections z = const. restent 
planes, comme le montre w, mais leur contour change de forme. Un 
plan x = const., perpendiculaire au plan de flexion et paralléle aux fibres 
de la poutre, se change en une surface du second degré. 

Nous pouvons actuellement aborder la solution du probléme de la poutre 
encastrée a une extrémité et portant une charge a l’autre bout. Nous 
aurons encore une solution u,v, w de Ja forme (f/f), mais nous devrons 
prendre trois fonctions U, V, W, qui ne rentreront plus dans le iype (e), 
quoigque jouissant, comme nous le verrons, de propriétés analogues. Pour 
abréger, nous continuerons a procéder en partie par voie synthétique. Con- 
sidérons le déplacement 


U' = ; (= ye 72) Fie Vi = arys, W'=« ( 2z?— xy*— x) Rp 


£ P 6 I , i 4 2 : 
il salisfera aux équations (a), pour — = 3? Sh, Ka étant indépendant de z, 


ona 


on aura, pour la méme valeur de &, N; = No=Ns3, et de plus 


0x1 \ ee os n OX = 
T)=—pa(ay + 2). T= ya [2(at—3y)— HI, is 10%. 


Sur un élément plan dont les cosinus directeurs sont /, m, 0, l’effort sera 
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nul si LT, + mT,=0, c’est-a-dire si 


ee prea 5 


I 
-l(22— 3 — muy 

Ox oy 2 y*) oct 

condition par laquelle nous achéverons de déterminer la fonction 7; de x 

et y. Cela posé, il n’agit sur une section droite quelconque qu’un effort 

tangentiel, dont la résultante a pour Compartn tc: suivant les diree- 

tions Oz, Oy, 


wf f |; (aby) Ls | ae dy, <x ff (ay +B) de dy; 


ces composantes sont nudles, d’aprés un calcul analogue a celui que nous 
avons fait dans le cas de la torsion, mais le moment résultant par rapport 
au point de la section sur l’axe Oz est 


5 3 a —_ sd 
wf flgro ha et he oh | dz dy ; 


il suffit done d’ajouter au déplacement U’, ¥’, W’ un déplacement de zor- 
Sion (— 4%, ¥3, 4% 22, 47,0) déterminé comme il a été dit plus haut, et 
de calculer le coefficient t, par la formule 


pour avoir une solution of le moment résultant des efforts tangentiels sur 
une section droite est nul comme la résultante de ces efforts: on peut 
méme ajouter encore, sans modifier aucun des caractéres déterminants de 
la solution, le déplacement relatif av cas de la flexion circulaire. Des consi- 
dérations tout a fait analogues. qu’il est inutile de développer, conduisent 
a la détermination des fonctions harmoniques Wo, Vo, Wo qu'il faut ici 
adjoindre aux fonctions U,V, W, conformément aux formules (f), Le 
résultat final est le suivant, si l’on désigne par P la charge appliquée a 
‘Vextrémité libre s = L de la poutre, si l’on suppose que la ligne d’action 
de cette charge est un axe principal d’inertie de cette extrémité libre, et si 


enfin'l’on désigne par I le moment d’inertie ibe, a? dxdy de la section 
de la poutre; ona ap: 


Pp I SA : I 

Ur a [-sys+ pL y? a aie ey oe 5 (2 92 3) =|, 
P 

V AE Ate areca ioe AF 
le L Tens i 

W= 5 (ue- wet 2 ast aj*— 74) 
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et 
P 
Uw = ps—wys+ Ter as Gas agi 
Vo = exe I by ay 
api Mae, 
fa P 
ccm eS Py ne 


fo est une fonctton harmonique de x et y, déterminée d’une maniére ana- 
logue a yy, par la condition au contour ‘ 
0; 0) 1 
Pal SUAS ed Cad yey i 
an Fea GO emai 3 


» 


et la constante <, est fournie par Ja relation 


oO og 
es a BAe ehh Oa 
: of f= ne te oy y 2) GoGH 
Pe : oxo Ifo 
+f f |- pr(aeyt)e y Be — xls | de dy =o. 


Les fonctions ©, xo, 7; sont déterminées a des constantes additives prés, 
choisies de fagon que lesdites fonctions s’annulent au point situé a V’ori- 
gine O, en sorte que ce dernier reste fixe ; on suppose, en outre, que l’élé- 
ment de ligne dirigé suivant l’axe des y conserve sa direction primitive ; 
8 est une constante qui dépend de Ja maniére dont en finit de fixer la 
poutre a son origine, 

Le fait que la solution de Saint-Venant que nous venons détablir peut 
recevoir la forme (f) explique déja son importance; mais cela ne suffit pas 
encore pour en dégager la véritable origine, ni pour montrer le privilege 
singulier qu’elle posséde parmi toutes Jes autres solutions que peut rece- 
voir la question indéterminée qui est posée dans Je probleme de Ja poutre 
droite. Nous allons donner quelques indications sommaires sur de récentes 
recherches de MM. E. et F. Cosserat (1), qui ont jeté un jour nouveau sur 
la nature de ce probléme. Dans leurs travaux antérieurs, ils avaient consi- 
déré les fonctions u, v, w, qui vérifient les équations de la théorie de 
Vélasticité 
(g) eens « wwii =Y, aw +22 = 2, 
et des conditions a la frontiére assurant l’unicité de solution, comme des 
fonctions de x, y, z et de . Ils ont adopté encore un autre point de vue, 
et ont regardé u, v, w comme des fonctions de x, y, 2 et d'un ow plu- 
sieurs parametres géométriques entrant dans la définition de Ja frontiére, 


(1) E.et F. Cosszrat, Sur la Mécanique générale (Comptes rendus, t. CXLV 
1907, p. 1139); Sur la théorie des corps minces ( Comptes rendus, t. CXLVI, 1908, 


p. 16)). 
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Ce nouveau probléme d’analyse conduit, en particulier, 4 la théorte des 
corps minces, qui a été développée en 1828 par Poisson et aussi, peu apres, 
par Cauchy. , 

Envisageons un cylindre droit, dont les bases sont dans les plans paral- 
leles 2 =: +h, s = --h; u,v, w seront des fonctions non seulement de z, 
y, %, mais aussi de h; de méme les valeurs Uo, Vo, Wo de u, Vv, W pour 
3 = 0 seront des fonctions de x, y et de A. Le but poursuivi par Poisson 
et Cauchy, dans leurs recherches sur les plaques minces, se présente alors 
de la maniére suivante : ils se proposaient de déterminer les premiers 
termes des développements (qu’ils supposaient possibles), suivant les puis- 
sances entiéres et positives de f# et de z, des fonctions u, Vv, Ww et de leurs 
dérivées premiéres, et en particulier les premiers termes des développe- 
ments de Uy, Vo) Wo suivant les puissances entiéres et positives de h; ils 
admettaient d’ailleurs qu’il devait suffire, pour cette détermination, de 
tenir compte des données d’une maniére partielle; Poisson se servait des 
résultantes sur la surface latérale; Cauchy,.des valeurs le long de la sec- 
tion moyenne. 

Désignons avec Kirchhoff par ea, ¢yo les coordonnées d’un point du 
contour des bases du cylindre précédent, 2, yo étant liés par une relation 
déterminée; tout probléme de la théorie de 1l’élasticité ayant une solution 
unique conduira a des fonctions u,v, w de x, y, 2 et du paramétre ¢, pour 
lesquelles on peut répéter ce qui précéde, le paramétre « remplacant A; on 
arrive ainsi 4 la considération des ¢iges minces. 

Représentons enfin par ¢279, ¢ 70, €20 les coordonnées d'un point de la 
frontiére d’un corps, 2, Yo, 20 étant liés par une relation déterminée; 
u, Vv, w seront des fonctions du paramétre ¢«, et I’on pourra se proposer 
étude de ces fonctions dans le voisinage de < = 0. 

Une part trés importante de l’euvre de Barré de Saint-Venant et de 
Kirchhoff se rattache a l’étude de la question ainsi posée, sans qu’ils soient 
arrivés 4 en dégager la véritable difficulté (1); d’aprés MM. E. et F. Cos- 
serat, cette difficulté consiste en ce que, généralement, la valeur zéro 
du paramétre qui sintroduit n'est pas un point ordinaire, comme l’ont 
admis Poisson et Cauchy, ni méme un péle, mais un point singulier 
essentiel. Poisson avait cependant pressenti }’existence d’un tel point cri- 
tique, mais il n’en a tenu aucun compte dans Ia suite de ses recherches, 
pas plus que Cauchy; il était important, par suite, de se demander ce qui 
peut subsister de leurs résultats. 

Considérons en premier lieu Ja plague, et bornons-nous au cas considéré 
par Poisson et Cauchy, ou les efforts sont imposés sur les bases, les don- 
nées pouvant étre vari¢es sur le bord latéral; en cherchant d’abord, 
comme eux, des fonctions u, v, w admettant kh =o comme point ordi- 
naire et vérifiant les équations indéfinies (¢) ainsi que les données sur les 


RAR RA I a 


(‘) Voir, en particulier, p. 1189, § IV du travail inséré par Saint-Venant en 1843 
au Tome XVII des Comptes rendus. 
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bases, apparaissent des conditions restrictives que MM. E. et F. Cosserat 
ont pu écarter en substituant dans le raisonnement A2?u, h?v, h2w 
au, V, W; en procédant ensuite comme Iont fait Poisson et Cauchy, et 
en poursuivant la détermination commencée par eux des coef ficients 
des développements, MM. £. et F. Cosserat sont arrivés a ce résultat 
remarquable que les valeurs de u, v, w peuvent en quelque sorte se sommer 
par rapport a A et se présentent sous'la forme suivante : 


(b) == Uy Ue; V=VitV, Ww = Wi+ We, 


ol U2, Ve, We sont déterminés explicitement au moyen des efforts sur les 
Dases et des composantes X, Y, Z, s’annulent pour z= 0, et aussi quand 
jes efforts sur les bases et les composantes X, Y, Z s’annulent; enfin 
Qi, Vi, Wi s’expriment explicitement au moyen dé Uo, Vo, Wo et de leurs 
dérivées, et sont, par rapport a z, des polynomes du troisiéme degré 
pour uy, v; et du deuxiéme degré pour wy;; les fonctions uo, Vo, Wo vérifient 
des équations aux dérivées partielles qui présentent, a l’égard du para- 
métre h, le méme caractére que u, v, w. On retrouve ainsi, en particu- 
larisant les données,-la solution 4 laquelle est arrivée M. Maurice Levy (*) 
en 1877. Si l’on veut vérifier, au moyen des valeurs trouvées, les condi- 
tions sur-le bord Jatéral, on se heurte en général a une impossibilité, qui 
se présente sous la forme méme mise en évidence dans la remarque que 
M. Boussinesq a faite en 1878, a la page 108 du Tome LXXXYVI des Comptes 
rendus. 

Considérons maintenant le cas d’une tige, et supposons avec Poisson, 
pour simplifier, que la section transversale de cette tige soit circulaire; si 
Von cherche des fonctions u,v, w admettant la valeur « =o du paramétre 
de Kirchhoff comme point ordinaire, et vérifiant les équations (g) et les 
conditions a la frontiére latérale (oti les données sont supposées admettre 
aussi €=0 comme point ordinaire ), on est encore amené en général a envi- 
sager ¢2u, €?v, e?.w, et l’on trouve de nouveau un résultat curieux;: si l'on 
poursuit les développements commencés par Poisson, les valeurs cherchées 
52 somment par rapport a ¢ et ont la forme (A), ol maintenant uz, Ve, Wz 
sont déterminés explicitement par les données sur la face latérale et par 
jes composantes X, Y, Z, et s’annulent pour 7 = y=—0; Wy, V1, W; S’ex- 
priment explicitement au moyen des valeurs Woo, Yoo, Woo de u, V, W 
pour z= y=o et de leurs dérivées, et sont, par rapport az, y, des poly— 
nomes du troisiéme degré pour wy, et du deuxiéme degré pour uy, vy. On 
retrouve ainsi, en particularisant les données, la solution de Barré de Saint- 
Venant, et l’on s’explique, dans une certaine mesure, pourquoi elle appa- 
pait dans.les recherches de M. Boussinesq (2) sur les tiges minces. Il y a 


(1) Comptes rendus, t. LXXXIV, 1877, p. 596; Journal de Mathématiques. 


3esérie, t. HII, 1877, p. 219. 
(?) Comptes rendus, t. LXXII, 1871, p. 407; Journal de Mathématiques, 2° série, 


t. XVI, 1871, p. 125; 3° série, t. V, 1879, p. 163. 
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d’ailleurs impossibilité de vérifier, en général, avec la solution (h), les con- 
ditions sur les bases, 4 moins de se borner a des résultantes. 

Les considérations précédentes justifient, au moins a l’heure actuelle, la 
présence, dans la Mécanique, des théories directes du point matériel, de la 
ligne déformable et de la surface déformable, telles qu’om les avait concues 
avant l’apparition de la théorie des milieux déformables a trois dimensions, 
et telles qu’on les trouvera exposées par MM. E. et F. Cosserat, dans une 
Note a la fin de l’Ouvrage. 


834. Résistance des matériaux. —- Mon intention primitive 
était d’exposer ici les belles méthodes introduites dans la science 
et dans l’enseignement par M. Bertrand de Fontviolant, professeur 
a l’Ecole Centrale, pour ramener, a un principe unique et a une 
facon d’opérer uniforme, les procédés épars autrefois usités dans 
la théorie de la Résistance des matériaux. Je comptais, a cet effet, 
imprimer dans cet Ouvrage, avec quelques additions de J’auteur, 
Vopuscule intitulé Les méthodes modernes de la résistance des 
matériaux, par Berrrann ve Fontyiorany (Gauthier-Villars 
et C'* 1919). Mais le développement que j’ai été amené a donner 
a DPexposé des recherches de M. Bjerknes et de M. Villat ne 
laisse pas une place suffisante pour la théorie de M. de Fontviolant 
que je compte exposer dans un autre volume. 


Ill. — MOUVEMENTS INTERIEURS. 


835. Mouvement par ondes planes. — Imaginons un milieu 
élastique homogéne isotrope indéfini.en mouvement sans qu’au- 
cune force extérieure n’agisse sur les éléments de volume.. Les 
équations de ce mouvement sont alors données par les for- 


mules (20) du n° 828, ou lon suppose X = Y=Z=—o: 


o6 eu 
Aa) + =o, 

CR yr Ne Se 

; 08 ly 

5 Get Seeeames Sighecs 
( 0) : ( p) oy ee Av Ng ‘Ot: Y: 
| (A+ 2) 5 + p Aw = 9 a 


Nous nous bornerons. a étudier le cas le plus simple d’un mou- 
vement vibratoire, A savoir le cas ow les déplacements u, v, w de 
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chaque point 2, y, z du milieu, a instant t, sont donnés par des 
expressions de la forme 


u=pcos(ar+by+cz—st42), 
(51) v= qcos(ax+ by + cz—st+a«), 
W=rcos(ar+ by + cs — st +4), 


Da: r, a, b, c, s et ~ étant des constantes. Le mouvement vibra- 
toire ainsi défini s’appelle mouvement par ondes planes. Nous 
allons voir sous quelles conditions un mouvement de cette nature 
peut se propager dans le milieu. Ce probleme est analogue a celui 
de l'étude du mouvement ondulatoire simple d’un liquide pesant 


(n° 784). 


Nous pouvons d’abord, par un changement d’axes, simplifier les 
Pp ) § ’ Pp 


Fig. 395. 


équations (51) du mouvement. Pour cela, construisons (/ig. 375) 
le pep II ayant pour équation 


(JT) We BY GTS b 


et un segment OD dont les projections sur les axes sont égales 
aP, dr 

D’aprés les formules (51), 4 un instant quelconque ¢, le dépla- 
cement PP, d’un point P(z, y, z) du milieu est paralléle a OD, 


et le rapport au esl, en grandeur et signe, donné par Péquation 


PP, 


(52) Op =cos(ar+ by +cs—st+ 2). 


Si l’on abaisse du point P la perpendiculaire PQ sur le plan f, 
on a, pour la distance QP, la formule élémentaire 


QP = 5 (ae + by + 3); 
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h désignant la quantité V/a? + 6?+ c?. La relation (52), qui donne 
le Sungee: au temps ¢, pr end donc la forme 


(53) Fol = cos(hQP — st +2), 

On voit qu’en tous les points P situés sur une méme. perpendi- 
culaire au plan KN, les segments PP, sont paralleles et varient en 
fonction de QP comme les ordonnées d'une sinusoide. 

Forme réduite. — Pour simplifier les calcuis, on peut toujours 
prendre pour plan des yz le plan II, et pour plan des xy un plan 
mené par OD perpendiculairement au plan H. Le segment OD est 
_alors dans le plan des zy, et la nouvelle valeur de sa projection r 
sur Oz est nulle. D’autre part, QP est Pabscisse x du point P dans 
le nouveau systéme d’axes. Par rapport a ce nouveau systéme, les 
projections du déplacement PP, sont donc données par des équa- 
tions de la forme 

u = pcos(ha—st+4), 


(54) v= qcos(hxz —st+a), See 
Pp, 7 désignant les projections de OD sur les nouveaux axes Ox 
et Oy 

On voit que les divers points P sont animés de mouvements 
vibratoires simples identiques s’effectuant suivant des droites pa- 
ralléles 4 OD et ayant tous la méme amplitude maximum égale 
a + OD; mais 4 un méme instant ¢ les divers points ne sont pas 
dans la méme phase du mouvement. La vitesse d'un des points P, 
a l’instant ¢ est évidemment paralléle 4 OD; elle a pour projec- 
tions sur les axes Ox et Oy 


ou 


i = ps sin(ha— st+ a), 
ov : 
oy =qgssin(ha — st+ 2). 


La période T du mouvement vibratoire de chaque point 


27 


s 


(55) ges 


est appelée la durée de la vibration. 
Cherchons quels sont, 4 un instant déterminé ¢, les points P du 


Be dc: 
re Se 
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nnlieu qui ont subi leméme déplacement et qui possédent la méme 


vitesse. Ce sont les points pour lesquels les deux fonctions 


cos(ha —st+a), sin(ha —st+a) 


ont des valeurs déterminées 


cosh, sin®, 


6 désignant une constante. Les points P cherchés sont done situés 
sur les plans ayant pour équations 


(56) ha—st+-a=B+2kx (k entier): 


tous ces plans sont paralléles au plan MM et équidistants. La plus 
courte distance / de deux de ces plans est la longueur d’ondu- 
lation 


2n 


(57) ae 


Quand ¢ varie, les plans paralléles définis par équation (56) se 
déplacent avec une vitesse 
dx ss 


dt eh 
qu’on appelle vitesse de propagation 

- Sim cl 
(58) G Th — TT 


Ces définitions posées, exprimons que les valeurs (54) de u, 
v, w véerifient les équations générales (50). On a immédiatement 


§=— hp sin(hz —st+2), 
Au = — A®pcos(ha — st +2), 
Av =—h2qceos(hx — st-+ 4), 
= — s*pcos(ha —st+a), 
OEY geet oh s?g cos(hx — st+-%). 
ot? 


Portant ces valeurs dans les équations du mouvement (50), on 
voit que la derniére est identique, car w est nul; les deux autres 
donnent, aprés suppression du facteur cus(hx — st +a), 


(59) plest—(A+ap)At]=0, 9 (ps?— uh?) =o. 


652 : KQUILIBRE ET MOUVEMENT DES MILIEUX CONTINUS. 
Ces équations se décomposent : elles montrent que, sih—+u 


nest pas nul, l’une des quantités p ou q dott étre nulle. 


1° Si p == 0, la vibration est ¢ransversale; la direction OD de 
la vibration est paralléle au plan de J’onde, c’est-a-dire perpendi- 
culaire a la vitesse de propagation. La deuxiéme équation (59) 


donne alors 
os?— ph2?=o, 


d’ou, pour la vitesse de propagation des‘ vibrations transversales, 


Na 
(60) (C= rita /: 
Dans ce cas, == 0; le mouvement a lieu sans dilatation ni com- 


pression. 


2° Si g=o0, la vibration est longitudinale; la direction OD 
de la vibration est perpendiculaire au plan de l’onde, c’est-a-dire 
paralléle a la vitesse de propagation. La premiére des équa- 
tions (5g) donne alors 


os?—(A+2u)h?= 0, 


d’ou, pour la vitesse de propagation des vibrations longitudinales, 


DS paRETAES 
(61) Gas ay/Ae*e. 


Dans ce cas, les déplacements u, v, w dérivent de la fonction 


ou 5 sin(ha — st = 2); 


la rotation moléculaire est nulle 4 chaque instant. 

En résumé, un milieu élastique déterminé ne peut transmettre 
que deux sortes de vibrations par ondes planes, des vibrations 
transversales ou des vibrations longitudinales, se propageant avec 
des yitesses propres caractéristiques du milieu et indépendantes 
de l’amplitude et de la longueur d’onde. 

Les phénoménes lumineux. sont attribués aux vibrations d’un 
milieu élastique, que l’on considére comme isotrope pour les corps 
non cristallisés, mais qui posséde la propriété exprimée par l’équa- 
tion h-++ 20. Alors la vitesse de propagation des vibrations 
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longitudinales est nulle et le milieu nie peut propager que des 
ondes planes 4 vibrations transversales. 

Au contraire, pour un fluide parfait, v= 0, car un fluide parfait 
ne peut pas exercer d’efforts tangentiels intérieurs 


fy gees d Wear Neen 


la vitesse de propagation des vibrations transversales est’ dont 


nulle, et le fluide ne péut. propager que des vibrations longitu- 
dinales. 


Remarque.— Sik-+ pv était nul, les équations (59) pourraient 
étre satisfaites en donnant a p et g des valeurs quelconques' et en 


prenant 
pst§— 2h? = o. 


EXERCICES. 


1. Vérifier, d’aprés les expressions des N et Ten fonction des ¢, y,-que'les inva- 
riants dela quadrique (Q) du n° 822 s’expriment sous forme entiére en fonction 
des invariants de la quadrique (E). 


2. Traiter les exemples des n* 829 et 830, en leur appliquant la forme des con- 
ditions aux limites données au n° 827, pour !e cas ot: les déplacements dérivent 
‘d'une fonction o. 


3. Dans le cas ow les deplacements u, v, w dérivent d'une fonction ¢, les 
forces de volume X, Y, Z étant nulles, ramener l’équation que vérifie 9 a V’équa-~ 
tion de Laplace. 


Réponse. — On a dans ce cas 


-Soit alors 
Y= 9(%Y, a) gk ate yt 2); 

on a 
Ay = 9, al pou 1 kg, wake 


les conditions aux limites s’écriveat 


d/o 
See (34+ ap)ka+ 2p (52), 


I 
3 


4. Equilibre d’une enveloppe sphérique creuse soumise sur ses deux faces 
a des pressions normales et uniformes. 


‘Réponse. — Prenons comme,origine le centre O de l’enveloppe, et appelons R, 
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et R, les rayons intérieur et extérieur, P, et P, les pressions intérieure et 
extérieure par unité de surface. Par raison de symétrie, on voit, comme pour 
Penveloppe cylindrique (n° 831), que le déplacement d’un point M a liew suivant 
le rayon OM et est fonction de Ja senle distancé OM =r. 

Posons 


’ VSt.—) wen) 
Ux 


x vs & 
t= = 
r 


e étant une fonction de r. Ces déplacements dérivent de la fonction 


e= fear. 


En écrivant que 6 est constant et égal a 3c, on a 


Sues 3c Cros 
-_= Sue = 
dr r : rp?’ 

b 

g=-cr—-- 

z 


Les conditions aux limites donnent ensuite 


ReP,— REP, 5 — PoP) RORY 
(32 + 2p) (RY— RR)’ ~ “4p (RF — 3) 


> 


. . : I : 
expressions qui contiennent encore § — 3 au dénominateur, en posant 


(Laue, Lecons, etc. SARRAU, Notions sur la theorie de l’élasticité p. 43; Gau- 
thier-Villars ). i 


5: Equilibre d’un ellipsoide élastique tournant avec une vitesse angulaire 
constante » autour d’un de ses axes Os. On néglige la pesanteur et la pression 
atmosphérique. 

Dans cet exemple, -il n’y a pas de forces 4 la surface, X.= Y,= Z,= 0; sur les 
éléments de volume agit la force centrifuge. Soit r la distance d’un point P a 
Vaxe; la force X, Y, Z dérive de la fonction U = 3 i 


M. C. Chree, qui avait déja étudié le probléme précédent dans le Quarterly 
Journal de 1888, a iraité en «895, dans le méme Recueil (voir aussi le travail 
antérieur inséré dans les Proceedings of the Royal Society, Vol. LVIII), le cas 
plus général dans lequel la force X, Y, Z dérive de la fonction 


rss ~ (Pa2?.+ Oy?+ Rs), 


P, Q, R étant des constantes et les axes de coordonnées étant les axes de Vellip- 
soide. Il suppose méme que, sur la surface, lesefforts, au lieu d’étre nuls, peuvent 
étre normaux et d’une forme analogue a celle de U. 


6. Equilibre d’un corps élastique pesant immergé dans un liquide parfait 


sité soumis & une pression eatérieure donnée (Cossenar, Comptes 
in dea Hoos: do Ags aout 1901). “ 


pened un inition ieiacaijus est iPGatnent peu detente par aes forces exté- ; 
ures appliquées exclusivement a sa surface (n° 828), on a AD = 0; en outre, cS 

trois dé éplacements u, v, w, les six déformations, eauyel les. six quan- 
ité Na tT; vérifient equation, AAP = 0. 


8. Rees DE M. LAURICELLA f p. 639). — On trouvera ces tachavekes dans 
les Recueils suivants : Rend. Acc. Lincei, 5° série, t. XV, 1" et 2° sem. 1906; 
Nuovo Cimento, 5° série, t. XIII, 1907; Rend, Acc. Lincei, 5° série, t. XVI, 
53°) srl Medan et t pelle 2° sem. 1908; Acta mathematica, 1g08. 
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CHAPITRE XXXIX. 
EQUATIONS BU MOUVEMENT D’UN FLUIDE VISQUEUX, 


836. Efforts intérieurs dans un fluide visqueux. — Nous avons appelé 
Auide parfait (n° 722) un fluide dans lequel tous Jes efforts intérieurs 
sont des pressions normales aux éléments sur lesquels elles s’exercent. 
Mais, comme nous l’avons dit, un fluide parfait est une abstraction dont 
les fluides naturels s’approchent plus ou moins. Dans tous les fluides, 
méme dans les plus mobiles, il existe une certaine viscosité due au frotte- 
ment intérieur. 

Diverses méthodes ont été proposées pour tenir compte de ja viscesite : 
nous exposerons ici la théorie le plus ordinairement adoptée dont Porigine 
remonte aux recherches de Navier et de Poisson; cette théorie est surtout 
satisfaisante quand les vitesses des particules du fluide sont petites. 

La methods que nous allons exposer, qui est due a Barré de Saint- 
Venant(!) et & Stokes (2), est analogue a celle He nous avons suivie pour - 
établir les équations de |’élasticité. 

Tout d’abord, on peut appliquer au fluide tout ce quia été dit des efferts 
dans un milieu continu. A chaque instant, en chaque point du fluide, ces 
efforts sont caractérisés par les six quantités Ny, Ne, Nz, T1, Ta, Ts (n° 646) 
qui sont fonctions de a, y, 5, ¢. 

Si l’on appelle X, Y, Z la force extérieure rapportée a Punité de masse. 


agissant au point P(z, ¥, z), Jx, Jy, Jz les projections de l’accélération de 
la particule liquide placée en P, et p la densité en ce point, les équations 
du mouvement sont (n° 616) 


ON, OT; oT, : 


Si le fluide était parfait, on aurait (n° 722 ) 


N,;= Ne= Ns; = p, 
T,=T.=T;= Oo. 


(') Comptes rendus, t. XVH, 1843, p. 1240. 


(?) On the Theories of the internal friction of fluids in motion (Trans. 
Camp, Phil. Soc., t. VEIL, 1845, p. 284). 
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Nous poserons en conséquence, dans un fluide visqueux, 
(2) Ni=p+Ni, Ne=p+N), N;=p+Nj. 


Nous pourrons dire alors que, si le fluide était parfait, N, Ny, Ny, Th, 
Tz, Ts seraient nuls, en chaque point, 4 chaque instant. 

D’autre part. si le fluide, tout en étant visqueux, était en éguilibre, les 
mémes quantités N, NZ, Ny, Ti, Te, Ts seraient aussi nulles, car, pour 
qu’un fluide visqueux ou non soit en équilibre, il faut que tous les efforts 
intérieurs soient des pressions normales (n° 623). D’aprés cela, les quan- 


tités Ni, N%, Ny, Ti, Tz, T3 s’annulent quand toutes les vitesses sont 
nulles. 


837. Détermination des efforts en fonction des dérivées des com- 
posantes de la vitesse. — Dans un fluide en mouvement, lorsque ¢ varie 
de ¢.a ¢ + dt, les points P du fluide subissent des déplacements PP, ayant 
pour projections 


(3) 1. dt; v= vdt, w= w dt. 


Si l'on prend un élément fluide dm entourant le point P a l’insiant ¢, 
cet élément, a l’instant ¢ + dt, prend une nouvelle forme et une nouvelle 
position dm, entourant P,. Nous avons vu, au n° 705, qu’on peut passer 
de dm a dm, en faisant subir 4 dm: — 


1° Une translation d’ensemble; 
2° Une rotation d’ensemble ; 
3° Une déformation. 


Le frottement résulte uniquement du déplacement relatif des points du 
fluide : la translation et la rotation, n’altérant pas les positions relatives 
des points de l’élément dm, ne donnent naissance a aucun frottement inté- 
rieur; c'est seulement la déformation qui détermine le frottement. 

“Les quantités Ni, N,, N§, Ty, To, Ts, qui représentent J’effet du frotte- 
‘ment intérieur, dépendent donc uniquement des éléments caractéristiques 
dela déformation subie par dm, Or, nous savons que, dans une déforma— 
tion infiniment petite, définie par les déptacements u, Vv, w, les six élé— 
ments caractéristiques de la déformation sont (n° 684) 


ou Ow ov ; 
a gles seey ge ot Ogi oes 


actuellement, d’aprés les expressions (3) des déplacements u, v, w, ces 
six quantités sont 


Ou Ow ov 
tia oe are ae = Ge dt, or 


A — Wl ha 
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et la dilatation cubique 8a pour expression 


ou ov ow 


Ces quantités ¢ et y sont de.l’ordre dé : les six quotients 
re OT 


(4) = 5,’ MO Yar dt 


sont finis et mesurent ce gu’on peut appeler la vitesse de déformation 
en P; ces quotients sont 


pina OU Pee , ow 
bi accents a Oy’ tWides 

(5) ) ow 98 ) _ Ou, ow Bie Be ee 
Ya “Oy Oz’ MESA Be oe (a= ba Oy 


Le quotient de. par dt mesure de méme la vitesse’ de dilatatron 
cubique 6’: ; 


- Ou de ow 
(6) = ie dys de ee 


‘Les quantités Ni, N4, N4, T;, Te, Te sont alors dés fonctions de 4, 24, €4. 
Yi. Yo, Ys Sannulant quand-toutes ces variables sont nulles, car les N’, T 
sont. nuls dans'|’équilibre, comme nous ]’avons dit plus haut. Vous admet- 
trons que les vitesses u; 9, w et leurs dérivées par rapport az, Y, zsoient 
assez petites pour qu’on puisse négliger les carrés et Jes produits de ces 
dérivées. Alors, en développant par la formule de Mac-Laurin les N’ et 
les T considérés comme fonctions des ¢!, y', on pourra borner ces déve= 
loppements aux termes du premier degré et prendre pour les N’ et les T 
des fonctions linéaires et homogénes des ¢’,.y’. Ces six fonctions linéaires 
de six variables contiennent trente-six coefficients; mais, le fluide étant 
tsotrope dans la particule infiniment petite dm, les considérations de 
symétrie employées en élasticité (n® 821) permettent de réduire ces. coef- 
ficients a deux et donnent finalement, pour les N’ et Jes T,-les expressions 
suivantes en fonction dee’, y’: 


(7) Np= —2'0'— apie, = T= —'y 


det p' désignant deux constantes analogues aux constantes ) et » de la 
théorie de l’élasticité. D’aprés les valeurs (5) des *',y', on a finalement 


, ror on wr) Low ov 
(8) Ni = —)'0’— on oe T.=—u (+3), 
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En se reportant aux équations (2), on a 


eu ec Sry er Tue ue PE ares 


838. Equations du mouvement. — D’aprés ces valeurs (g) des N et T, 
les équations du mouvement (1) deviennent 


| op ; ,. 08! ; 

| aa FD ge = Hide = aX Ja) 
(10) SET Ra OCR ces a Oy eer a ees 

iis doar Cd oy 

\ On dy da’ 


ob Jz, Jy, J, s’expriment, comme nous l’avons vu dans la cinématique des 
fluides, soit avec les variables de Lagrange, soit avec celles d’Kuler. 


Cas d'un liquide visqueux. — Pour un liquide incompressible, 4 est 
uul: les équations du mouvement (tc) prennent done la forme 


[ 0 f 
Soe ana 
3 
(11) / ie wav = 0(¥ — Jy), 
te) 


Le —u'dAw = 0(Z — J,), 


avec un coefficient p’ appelé coefficient de viscosité du liquide. 


Cas d’un gaz. — Pour les gaz, on fait guelquefois une hypothése sup- 
plémentaire permettant d’établir une relation entre ’ et p'. Cette hypo— 
thése est la suivante : 


Si Véléement gazeux dm se dilate également dans toutes les direc- 
tions, les composantes normales N,, No, Nz deviennent égales a la 
’ P ? ’ é 
pression p, ou encore les guantités N,, N,, Ni, deviennent nulles. 


Dire que l’élément dm se dilate également dans tous tes sens, c'est dire 
que Veilipsoide des dilatations (n° 668) est une sphére 2, = e,= ¢3, et, par 
suite, ¢, = ©, —=¢,. Les N’ données par les relations (7) devraient donc 
s’annuler quand ¢, = ¢, = €, ce qui exige 


(12) Si + ap = 0, ou f— 5 


en posant {’= — +1. 


Parmi les applications de ces équations, nous mentionnerons la démons- 
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tration théorique trés simple qu’on peut donner des lois de écoulement 
d'un liquide dans un tube capillaire, obtenues expérimentalement par Poi- 
seulle, l’étude de la résistance opposée par un fluide au mouvement d’un 
solide (voir J. Bousstneso, Théorie analytique de la chaleur, t W 
note I, Paris, 1903, p. 197-263). On en trouvera quelques autres dans 
POuvrage souvent cité de Basset, dang VHydrodynamique de Lamb, 
dans la Mécanique de Kirchhoff, dans les Legons sur la théorie des. 
tourbillons de Poimcaré, dans divers Mémoires de M. Boussinesq, enfin 
dans la Thése de M. Nau sur le clapotis (Gauthier-Villars, 1896). Duhem 
a indiqué, dans les Comptes rendus du t2 mai 1902, une autre théorie dela 
viscosité, et l’a déyeloppée dans ses Recherches sur l’Hydrodynamigque, 
1" et 2° séries, 1903-1904. 
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